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Este es un libro para un curso corto de Análisis Matemático dirigido para estudiantes 
cuyo interés primordial radica en la ingeniería, las ciencias físicas y matemáticas , economía 
y ciencias administrativas. Su propósito es el de proporcionar una exposición asequible y 
flexible que cubra los temas más importantes del Cálculo Diferencial de una variable, tan 
sencilla y claramente como sea posible, de modo que sea adecuada a la experiencia y madurez 
del estudiante 


Entre los temas que contiene el libro y que tienen importantes aplicaciones en las áreas 
antes mencionadas están los siguientes. El primer capítulo contiene algunos temas de revisión 
y preliminares para el estudio del Análisis Matemático : FUNCIONES . Aquí se presenta en 
forma completa las técnicas para hallar el dominio y el rango , así como la construcción de sus 
gráficas , tanto algebraicas como trascendentes . Las funciones como modelos matemáticos de 
situaciones prácticas que aparecen a lo largo del texto se introducen primero en la Sección 1.7 
donde se dan sugerencias de como obtener dictas funciones paso a paso . 


El segundo capítulo , que trata sobre LÍMITES , es quizá , el más importante de los 
capítulos que contienen e! libro , pues sirve de punto de partida para iniciar el estudio del 
Análisis Matemático. Primero se introducen una serie de conceptos relacionados con puntos 
de acumulación y vecindades , para luego conducir al estudiante a una definición rigurosa del 
límite en términos de intervalos abiertos como vecindades . Las demostraciones de los teore- 
mas básicos sobre límites son relativamente sencillas cuando se formulan empleando vecinda- 
des y la abundancia de ejemplos permiten al estudiante comprender realmente cada demostra- 
ción . 

Los otros dos capítulos siguientes : CONTINUIDAD y DERIVADA son práctica- 
mente una extensión del segundo capítulo, pues cadá uno de estos temas se definen a base de 
límites. 


En el capítulo 5 se hace un estudio amplio sobre las APLICACIONES DE LAS DE- 
RIVADAS que implican máximos y mínimos así como el trazado de eráficas de funciones, 
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problemas de optimización y aproximaciones del cálculo de raíces de una ecuación por el 
método de Newton . 


En el capítulo 6 se tratan las ECUACIONES PARAMÉTRICAS , su derivada y 
aplicaciones . En el capítulo 7 se establecen métodos para calcular límites que toman diversas 
FORMAS INDETERMINADAS por la regla de L' Hospital y la aplicación de ta Fórmula de 
Taylor para aproximaciones polinomiales . 


En todos estos capítulos , una atención especial se presta en los ejemplos concretos , 
aplicaciones y problemas que sirvan tanto para clasificar el desarrollo de la teoría como para 
demostrar la notable versatilidad del Cálculo en la investigación de importantes cuestiones 
científicas . 

Para guiar al estudiante se dan una variedad de aplicaciones , esencialmente por medio 
de ejercicios , los cuales recomiendo se resuelvan progresivamente , toda vez que en la selec- 
ción de los mismos , he tenido cuidado en considerar el grado de dificultad . Muchos ejerci- 
cios contienen sugerencias de carácter instructi vo y las respuestas de la mayoría se encuentran 
al final del libro . 


Aprovecho la oportunidad para expresar mi agradecimiento a la Editorial AMÉRICA 
cuyo personal no ha escatimado esfuerzos para resolver las dificultades inherentes a la publi- 
cación del texto. Asimismo , una mensión especial de gratitud va dirigida a la Señorita Abilia 
Sánchez Paulino, por su dedicación y abnegada labor de diagramar gran parte del manuscrito. 
Creo que su excelente colaboración ha sido inestimable . 


El autor 
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(11) INTRODUCCIÓN 


En el estudio de unos u otros procesos del mundo real (fisicos, químicos, biológi- 
COS, económicos, etc.) constantemente nos encontramos con unas u otras magnitudes que los 
caracterizan y que cambian en el transcurso de los procesos analizados. A menudo ocurre que 
la variación de una magnitud va acompafiada por la variación de otra o incluso, aun más , la 
variación de una magnitud depende de la variación de otra. Las variaciones relacionadas entre 
si de las características numéricas de las magnitudes analizadas nos llevan a su dependencia 
funcional en los modelos matemáticos correspondientes. Por esta razón , el concepto de fun- 
ción es uno de los más importantes en la matemática y sus aplicaciones. 

Por ejemplo , la relación entre el área de un círculo y radio puede ser expresado 
por la ecuación S = пг? , de modo que si escogemos a voluntad algunos valores de r (varia- 
ble independiente) obtenemos un ünico valor de S (variable dependiente) para cada r esco- 
gido , esto es , si 


т=2 = 5 = 4д;т=3 > S-9m;r-4 ce» $ = 16п;г=5 =» S-25m; ... (1) 
Si designamos рог А = (2,3.4,5,. . . } el conjunto de todos los radios escogidos y 
B = (4л,9л,16л,25л,. . .} el conjunto de todas las áreas correspondientes , y si 


expresamos las magnitudes (1) como un conjunto de pares ordenados (r , s) obtendremos una 
relación funcional de S a través de r : 

f^(2,41),(3,91),(4,161),(5,251),... . Jj CAxB 
Es decir , esta correspondencia define una función de A en B. 


Capítulo 1: Funciones 


м 





(8:2) DEFINICIÓN DE FUNCIÓN 


Sean A y B dos conjuntos no vacíos y sea f una relación binaria de A en B , esto es , f 
C Ах В. Entenderemos por función de А en B toda regla que asocia a un elemento x del 
conjunto A exactamente un único elemento y del conjunto B. Diremos que y es la imagen de х 
mediante f . El Dom(f) c A , y surango consta de todas las imágenes de los elementos x de A. 
Es decir : 








Sean los conjuntos А = 11,2,3,4) y B = (a,b,c) . Establecer cuál 
de los siguientes esquemas constituye una función de А en B. 





1.1 

¡Solución Eneldiagrama (1): f = (1,2), (2,2), G ,b), (4,b)}, donde Dom(f)=(1,2,3, 4) 

y Ran(f) = (a,b) +В . Luego f es una función de A en B , pues cada x e A está 
relacionado con un único y e B . Obsérvese que no es necesario que Ran(f) = B. 
En el diagrama (2): g = ((1,a),(2;c), (4, b)) , dondeDom(g) = (1,2, 4) c Ay Ran(g) = 
{2,6 ,c} = B.Luego, g es una función de A en B aunque x = 3 € A no esté relacionado con 
ningún y e B. 
En el diagrama (3) : h= ((1,a), (1, b), (2, 5),(3,c), (4, c)] , noes una función de A 
en B , pues si bien el Dom( f) = A , existe un x= 1 є A al cuál le corresponden dos imágenes: 


у=ає В 9 yzbe B. E 
Para denotar que f es una función de A en B se escribe 
1:А4-8 
x у= ) 


y se dice que : 
“y esla imagen de x mediante ў” 
* y esel valor numérico de f en x " 
“y es el transformado de x por la función f " 





Una función f es una aplicación de A en B si y sólo si f es un 
subconjunto de A x зас satisface las siguientes condiciones de 


existencia y unicidad : 


Sección 1.2 : Definición de función 3 


) VxreA ,J!yeBl(x.yef 
| ii 58ї(х,усеє/ л(Х,2)є/гэ у= 2 

АГ, en el esquema (1) el Ejemplo 1 , la función f es una aplicación de A en B porque todo el 
conjunto A (conjunto de partida) es el dominio de f , mientras que el Ran(f) c B (conjunto de 
llegada). 


Sean А = (-2,-1,1,3,4,8) y B-(-1,0,1,2,3,4,5) Hallar x € 

y de modo tal que el conjunto 
f=1((2,9,GB.-D0,(Qx,-2y), (3x-2y,2), 8, x à 3y), C2, x 2) , C1, x- 1)) 

sea una aplicación de A en B. 








De la condición de unicidad de la Observación 1.1 se tiene 
(-2,4)є у ^ (2,x-2y)e f > 4=x-2y (1) 
(3,-1)є ў л (3,х+3у)є { © -1 = х+3у (2) 
La solución común del sistema de ecuaciones (1) у (2) еѕ: x22 , у= -1 
Luego, f = {(-2,4), (-1,3), (3,-1), (4, 2), (8, 2)) ,4е donde 
Dom(f) = (-2,-1,3,4,8) = А y Ran(f) = {-1,2,3,4} c B ш 





FIGURA 1.2 — 


Obsérvese que f transforma cada x e А en un elemento y del rango , entonces podemos decir que 
f transforma al conjunto A en el conjunto Ran(f) c B . denominado conjunto de imágenes y 
denotado por f(A) . Por lo que, definimos : 


i) Dom(f) = (xe Al 3!yeB. у = f(9) -A 
ii) Ran(f) = f(A) = [f(M) є Blxe A) cBesel conjunto imagen de A mediante f 


En este libro trataremos con funciones del tipo f : A —^ B , donde 
ACR y BclIR,alasquellamaremos funciones reales de variable 





real y denotaremos 
f:IR—IR 
x у= ЈО) 
Esto es : f= {ye RxRI у = /(х)} 


o bien : f = ((«.foe)e Rx RIxe Dom(f)) 


4 Capítulo 1 : Funciones 


Según esta notación , si f(x) es una función de x y x, € Dom(f), la expresión f(x,), ya lo hemos 
dicho, significa la imagen de x, o el valor numérico obtenido por f(x) al sustituir x por x, . Por 
esta razón siempre se define una función mediante una ley o fórmula , llamada regla de corres- 
pondencia , que permite calcular para cualquier x e Dom(f) su imagen y= f(x). En consecuen- 
cia , una función queda completamente definida si se conocen 

1. Su regla de correspondencia f(x) 

2. Su dominio 
Por ejemplo , sean los conjuntos A = (1,2,4) y B= (2.4, 8} y la función f : A — B | 
f = {(1,2), (2,4), (4,6)) . Si en f denotamos por x cualquier elemento de su dominio А ; 
entonces la regla de correspondencia que nos permite hallar su correspondiente imagen es 
f(x) = 2x. de modo que , simbólicamente , podemos escribir 

ї= {(х,2х)є RxIRÍ xe A) 


EVALUACIÓN DE UNA FUNCIÓN 





Con frecuencia se describe una función por medio de una fórmula que especifique 

como se calcula el número f(x) en términos del número x. Por ejemplo, la fórmula : 
f(x) = *+2x-5,xe6 IR (1) 
describe la regla de correspondencia de una función f que tiene como dominio el eje real. 
La notación funcional tiene la ventaja de identificar claramente la variable dependiente como 
f(x) a la vez otorga un nombre “f " ala función . E] valor de la función cuando x = х, se denota 
por f(x) y se lee "f dex," , se dice entonces que la función está valuada en x, 
El símbolo f( ) puede ser considerado como una operación que se va a ejecutar cuando se inserte 
un valor del dominio entre el paréntesis. Por ejemplo , la función definida por la fórmula (1) 
puede ser descrita como 
ТО = O «20-5 
con paréntesis en lugar de las x. Por tanto , si queremos evaluar f(-4) , colocamos sencillamente 
-4 en cada paréntesis : 
104) = (4у -2(-4)-5-16-8-5-3 

No todas las funciones se definen por medio de una fórmula única. Por ejemplo , si escribimos 


x'-x-Fl1;sixel 
fo) = | 
1-х .Ssix«l 


tenemos una definición perfecta de una función. Algunos de sus valores son 
JO) = Gy-(34129-34127 
$(3) = VI-(3) = V4 =2 
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Sea la función f = ((x ,32- 2x4 3) e Rx R| у= f(3)) . Hallar: 


а) 1-1) , b) f(0 , с) fQ) , d) E= — 





Solución. Sixe IR => (-2x+3) є IR, luego, Dom(f) = IR y Ran(f) = 
La regla de correspondencia de f es f(x) = x? - 2x + 3 , por tanto, la función esta 
bien definida. 
Describimos la función como f( ) = (  - 2( )- 3, entonces : 
а) f(-D-2(C0D?-2(01)) 9321424326 = la imagen de-l es 6 
b) f(0) = (0 -2(0)-- 320-0 323 c» laimagen de 0 es 3 
с) f(2) 2 (2 -2(2) 324-4 323 = la imagen de 2 es también 3 
d) (4-1) -4-41у-2(4-1)-3 y f(4-h)=(4-h)2 - 2(4 - h) +3 


f(4+h)-f(4-b) _ 4(4(h)-4h _ h(l6-4) 
Moo oe 


h h 22 B 


ey Es 


Sea la función f : IR Э R| f(2x + 3) = 4? - 2x + 3, hallar la imagen de x. 








л Hallaremos f(x) por dos métodos : 
-3 


a) Método del cambio de variables. Seau=2x+3 => x= PS 


Si fQx 43) = 4x -2x43 => f(u) = a (223) -2 (523) з-ай-7а» 15 


> f(x)2x-7x-4«15 
b) Método directo. Consiste en describir la función en una forma adecuada escribiendo 
paréntesis en lugar de las х, esto es 
f[2(..)-43] = 4(...?-2(...)+3 
En los paréntesis se coloca x/2 para eliminar el factor 2 de 2x + 3 


1[2(5) +3] = 4(2)°-2(5) +3 = fe» =-x+3 


Ahora describimos la función como : f[(...)-- 3] = (...)? - (...) +3 
En los paréntesis se coloca x - 3 para eliminar el sumando 3 de x +3 
flx-3)- 3] 2 (х - 3) - (x - 3) +3 — f(x) = *-7x+ 15 E] 


Sea f : R IRI f(x-2)- 2x? - x-- 5, hallar la regla de corresponden- 
cia de f (N2x 4- 1). 


Usaremos el método directo describiendo la función como 


РАС. )-2) = 2(...2-(...)+5 
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Si queremos conseguir 2x + 1 en el radical colocamos 2x + 3 en el espacio punteado de cada 
paréntesis, esto es 


f(12x+3)-2)=2(2x+3?-(2x+3)+5 c f(V2x+1)=8x+22x + 20 a 


Determinar si el conjunto f = ((x^ +2 , x) Ix e [R$ es o no una función. 





Solución La regla de correspondencia de f es f(x*+2) = х 
Sean х= 2 y x=-2 dos elementos del dominio de f 
Para x = 2, f(4+2)=2 © f(6)=2 = (6,2)e f 
xz-2, f(4+2)=-2 © f(6)=-2 = (6, -2) є f 
De la condición de unicidad: (х, у) є f ^(x,z)e f => y=Z,se sigue que 
(6,2)є f ^(6,-2)e f => 2=- 
lo cual es falso , por tanto , f no es una función. E 





1.4) GRÁFICA DE UNA FUNCIÓN 


Cuando el dominio y el rango de una función consisten en números reales ambos , es 
posible plasmar el comportamiento de la función en forma gráfica. 


Definición 1.1: GRÁFICA DE UNA FUNCIÓN 





Sea una función 7: DA B, donde A cRyBcIR ‚Бе! define la gráfica de F y Se denota: 
- Gr(f).al conjunto de todos los pares órderiados en los que x € A está como primer elemen-- 
to y su imagen у= f(x) € B comosegundo. elemento, Es decit: 
e 22 Gu- (бэе Rise A. у: TO AXE. 


obien ;. 
E cis - (0,10) € lee “АрсАХВ 
PROPIEDADES 
G.1: Vxe A, existe un par ordenado (х, y) e Gr(f) , es decir, el Dom(Gr(f)) = A 
2: (x,y)e Су) ^ (x,z)e Gi(f) © у=2 (Unicidad) 


G.3: Si P(x, y) e Gi(f) © Р(х, у)є f 


Sea la función f : IR — IR definida рог la fórmula f(x) = -2x - Зх + 5. 
Decir si los siguientes pares ordenados pertenecen o no a la Gr(f) 
b) (3/2.-4) c) (4,39) 
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Solución . Porla propiedad G.3 se tiene : 

а) f(-1) = -2(-1У-3(-1)-5-6 = (-1,6)є f = Cl,6)e Gr(f) 

b) f(3/2) = -2 (3/2F - 3(3/2) +5 = -4 = (3/2 ,-4) є f = (32,-4) e Огу) 

с) 14) = -2(4)? -3(4) 52-39 < (4, -39) e f , luego (4,39) e Gr(f) m 





Sea la función f : A 2 Bl (х) =4-х2,А = 2.3] y B = [-5,5) ; trazar 
la gráfica de f mostrando el conjunto A x B. 
Solución En primer lugar construimos el rectángulo A x B 
(Figura 1.3), luego dibujamos la gráfica de f 

eligiendo los puntos extremos y un punto intermedio de A. 
Así , para 
x= 2 А = f(2)= 4-(2Y =0 © (-2,0)«e Gr(f) 
х= 0e A > f(0)= 4-(0y = 4 e» (0,4) € Gr(f) 
х= 3e А = f(3)2 4-(3y = -5 e» (3, -5)є Gi(f) 
Obsérvese que aunque (-2 , 0) e Gr( f), este punto nos sirve como 
referencia para el trazado de la curva. Por lo tanto : 

Gr(f) = ((x,x* -4)] xe (-2,31) cAx B = 





'SERVAC 





BSERVACIÓN 1.3 Sabemos que una función no debe tener dos pares ordenados con la 

misma primera componente. Según esta definición si se presenta la 

gráfica de una función en [R° se debe cumplir la siguiente propiedad geométrica fundamental: 

“Una relación f: A OB, А с Ку с IR,es una función real si y sólo si cada línea recta 

vertical .Z corta a la gráfica de f a lo más en un punto”. Es decir: Gr(f)N 2 = {Р}, P e IR? 
Esta observación proporciona un criterio visual para funciones. 


En las gráficas de la Figura 1.4, establecer la diferencia entre gráficas de 
una función y los de una relación. 








Solución La gráfica en (a) es la de una función porque una línea vertical 2 corta a la curva de 
un solo punto P , esto es , a cada elemento del dominio le corresponde una de la 
imagen : х9 У, | 
х,—э у, 
La gráfica en (b) es la de una relación que no es función pues una línea vertical 2 corta a la curva 
en dos puntos P, y P, , es decir . a cada elemento del dominio х, le corresponden varias imáge- 
nes, las comprendidas entre y, e y,. ie 
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La notación funcional sirve para describir cómodamente transforma- 
ciones de gráficas en el plano. Algunas familias de gráficas tienen una 
forma básica común y apoyándose en éstas se pueden hacer tres tipos de transformaciones : 

1. Traslaciones horizontales 

2. Traslaciones verticales 

3. Reflexiones. 


TIPOS BÁSICOS DE TRANSFORMACIONES 


| гэ — 
E ГУЕ 7 А A 

E o а Ph TO dis а QUE 
дгалсаопЕ шаг: 


R z 


: | ЖААЛ 


' 
Fai e 








Mediante la gráfica de la función f(x) 2 Nx 
(Figura 1.5) , dibujar el de las funciones 


a) у= Vx +2 d) у= NI -x +2 
b) у= -Vx -1 e) y= e y. 
c) y= Хх +2 Ту y= EE 





a) Si у= Xx +2 > y=f()+2 
Tenemos un desplazamiento vertical de la Gr(f), 2 unidades hacia arriba. 
b) Si yz -Wx -1 e» y=-f(0)-1 
Reflexión (еп el eje X) y desplazamiento vertical de la Gr( f) , 1 unidad hacia abajo. 
c) Si ул 3x42 => у= }(х +2) 
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Desplazamiento horizontal de la Gr( f) , 2 unidades hacia la izquierda. 
d) Si y2 NI-x +2 => у= fHx- D]+2 
Reflexión (en el eje Y) y desplazamientos : horizontal 1 unidad a la derecha , y vertical , 2 
unidades hacia arriba. 
e) Si yz Ух-1-2 = у= f(x- 1-2 
Desplazamientos : horizontal , | unidad a la derecha, y vertical, 2 unidades hacia abajo. 
f Siy2-VYx-2 +1 => y=-f(x-2)+ 1 
Reflexión (en el eje X) y desplazamientos : horizontal , 2 unidades a la derecha, y vertical , 
] unidad hacia arriba. 





FIGURA 16. 


Con relación a la gráfica original y = f(x) existen otros dos tipos de 
transformaciones en el plano que son los siguientes 
1. Gráfica de la función р(х) = a f(x) 
a) Si0<a<1, la Gr(g) se obtienen recortando verticalmente la Gr(f) en un factor de a. 
b) Sia> 1, la Gr(g) se obtiene estirando verticalmente la Gr(f) en un factor de a . En 
ambos casos se toma como base el eje X. 
2. Gráfica de la función р(х) = f(ax) 
а) Si0<a<1, la Gr(g) se obtiene estirando horizontalmente la Gr(f) en un factor 1/a 
b) Sia>0, la Gr(g) se obtiene recortando horizontalmente la Gr(f) en un factor de a . En 
ambos casos se toma como base el eje Y. 
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Dada la gráfica de f (Figura 1.7) , dibujar la gráfica de la función 
g(x) = 2 - f(x * 1). luego, indicar su dominio y rango. 








Obtenemos la Gr(g) haciendo las siguientes transformaciones 

a) у= f(x+1), traslación horizontal 1 unidad a la izquierda 

b) y = - f(x+ 1), reflexión en el eje X 

с) y = - f(x * 1) +2 , traslación vertical 2 unidades hacia arriba. 


Leyenda 





Dom(g) = [-6,5) - (-1) 
Ran(g) = [-3,4] з 








Mediante la gráfica de la función f(x) = Ух (Figura 1.5), dibujar el de las 
funciones (Ejemplo de la OBSERVACION 1.5) 

а) g(x)z (12) Nx , xe [0,4] c) р(х) = Nx/2 ‚ ye [0,2] 

b) р(х)= 2Nx , xe [0,4] d) р(х) = V2x , ye [0,2] 


¡Solución! а) 2)= 1x => рб)= ifo) , а= Le (0,1) 


b) 


с) 


d) 


e 


1. 


5. 
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Dibujamos la Gr(g), recortando verticalmente la Gr(f) en un factor de a = 1/2 , tomando 
como referencia el eje X. 

р(х) = 2х > e)=2f(),0=2€ (1, +00) 

Luego, trazamos la Gr(g) estirando verticalmente la Gr(f) en un factor de a = 2 , tomando 
como base el eje X. 


81 р(х) = 142 > р(х) = 1(5/2) , a-ie (0,1) 
Dibujamos la Gr(g) estirando horizontalmente la Gr(f) en un factor de 2 a partir del eje Y. 


Si g(x) = V2x e» р(х) = f(2x) 
Dibujamos la Gr(g) recortando horizontalmente la Gr(f) en un factor de 1/2 a partir del 
eje Y. Lu 





EJERCICIOS . Grupo 1 


En los ejercicios 1 al 4 , determinar si el conjunto de pares ordenados dado , es о no una 
función 


[(x44,x)|xe IR) 3. ((х-1,х1423)Їхє R} 
(х2-4,х)Їхє R} 4. {[(х+1,у-3),(х, у)]!(х. у) є IR?) 
Si f es una función real de variable real , tal que f(x + 3) = x? + 3 , hallar el valor de 


E- f(a * 2) - f(a - 2) 
a-1 : 


Si f es una función real tal que f(x-2) = 3x- 11. y feb fen -6,а22, 
hallar el valor de a. 


Sea la función f(x) = ах? + Бх +c tal que f(-1) = 0, f(1)28 y }(-1)+ f(U2) = 15/4, 
hallar f(2). 


а Ф 1 
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8. Seaf(x) = ах? +}х +c , verificar que f(x+3) - 3f(x+2)+3f(x + 1) - fx) 20 


10. 


11 


12. 


13, 


14. 


15. 


Si f es una función real tal que f(V3x 4) = 9x? + 36x + 32, hallar (Ух + 2) 


Hallar f(x) , 81: 

a) f(x*1) = x! - àx «2 d) (2) = x«A1«x x0 
b) fGx-2) = 9x! « bx -8 e) f(23)=. 

c) (х) = 2+1, , Ix| z2 f) f(x-2) 23-4 320 


Hallar la regla de correspondencia de la función f(x) = ax? +bx + с que tiene a IR como 
su dominio y tal que f(-1) 2 3 , f(2) = 0 y f(4) = 28 
Sea f(n) la suma de n términos de una progresión aritmética. Demostrar que : 
S, = f(n +3) -3f(n+2)+3f(n+1)-f(n) = 0 
| Sugerencia : SealaP.A.:a,a+r,a+2r,....,a+(n- 1) => S,=f(n)=an + y (m- Dr] 


Mediante la gráfica de f(x) = |x| , (Figura 1.10), dibujar el de las funciones 

a) у= |x] -2 c) y = -Ix-2l e) у= 2-11 -xl 
b) y = 1х+31 d) y =|x+1l-2 f) y =3 Ix-2l 
Usando la gráfica de f(x) = Vx , (Figura 1.11) , dibujar el de las funciones 

a) у= Ўх -1 c) у= Ўх-1 e) у= 54 


Ээ ә. p 


b) у = 4+1 а) у= -х-2 f) у = x+] - 1 










Dado la gráfica de la fun- 
ción f (Figura 1.12), dibu- 
jar la gráfica de la función 
go) 25- f(-x + 3). 





FIGURA 1.12 
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DETERMINACIÓN DEL DOMINIO DE UNA FUNCIÓN 





Cuando una función viene dada por una fórmula o regla de correspondencia, se suele 
sobreentender que el dominio consiste de todos los números para los que la regla de correspon- 
dencia está bien definida. Ahora bien , el dominio de una función puede describirse explícita- 
mente junto con la función o estar implícito en la fórmula que define a la función. Por ejemplo 
, para las funciones 

a) f: AB,ACcIR,BcIR 
b) р(х) = dx+2 , 2<х<7 
el dominio está descrito explícitamente, pues en 
a) Dom(f) = А-(хє Al3!yeB, y «f(x)) 
b) Dom(g) = {х12< x <7)=[2,7] 
Por su parte : 
a) Las funciones polinómicas 
ТО) =424X аа, хв... жах? tax ta,,a, #0 
tienen por dominio implícito al conjunto [R. 


b) Las funciones racionales de la forma: f(x) = peo 


ах) 
tienen como dominio implícito a IR - (xe Rlg(x) = 0) 
c) Las funciones con raíces de índice par: fm = K g(x) ,ne Z* 
tienen como dominio implícito al conjunto (xe IRIg(x) 2 0) 


d) Las funciones con raíces de índice impar : f(x) = ыг р(х) ,пє 2+ 
tienen como dominio implícito al dominio де g(x) , esto es , Dom(f) = Dom(g) 


Determinar el dominio de las siguientes funciones 





a) f(x) = x - 33 + 3х- 1 d) h(x) = -=> 
3 ЕЗ 
b) f(x) = V9- x Өг-х-6 


с) go) = М4-424-2х-33 9 МӘ = zs 


a) El Dom(f) = IR , pues se trata de una función polinómica de tercer grado. 





b) Para que la función f tenga sentido , 9 - х? ha de ser positivo , es decir, f es 
real = 9-1220 = x'-9«0 > -3<x<3 c Dom(f) = [-3,3] 
c) Del mismo modo, la función g tienen sentido , si y sólo si : 


(24-2x-x! 20) л (4-N24 -2x- X 20) €» (L «2x 24) л (424-2х-х <4) 
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o [a+ 1) < 25] л [x-1? 29] © ES<x+1<5 л (A+ 1<3 v х+12 3) 
€» (-6<х<4) ^ (x $-Avx22) €» (-6<х<-4) v (2<x<4) 
- Dom(g) = [-6,-4] U [2,4] 


=> Dom(h) = (хє IR|(x 42) (x - 3) >0) 


(xe IRIx«-2vx»3) 
хє (oo - 2) U (3, +00) 


e) Tenemos una función con raiz de índice impar , luego , Dom(f) = Dom(g), donde 


i БЭ TAR 
d) Si h(x)z (532) 0-3) 


m x-2 E 2-03 d 
р(х) = бХ DE- DOx- 5) xx*£-1,1,52 = Dom(f) = IR- (-1,1,5/2) s 


Definición 1.2: IMAGEN DIRECTA DE UN CONJUNTO 


. Sea una función f : A — B , donde Ac IR y Bc IR. SiM c A- PANE se denomina la: 
imagen directa de M mediante f. al conjunto f(M) , donde 
| f(M) = (10)|хє М} cB. 
“суле lee" conjunto de las imágenes de х, tal quex € М” 
o bien ; | 





IM (ye ВЇЗхє M, ï =f. 


Según esta definición : ye ЮМ) © 3xe МІ y= f(x) 

En particular si M = A , entonces f(A) se llama imagen del dominio de f. Además , para toda 
función f se tienen que f(()= $ . En la Figura 1.13 , obsérvese que f(M) es la proyección de la 
Gr(f) , con dominio M , sobre el eje Y. 





y= fu) e = jM) ies NUT 
FIGURA 1.13 


"PROPIEDADES. 
1D.1: Sif:ASB,McA y McN = f(M) c f(N) 
ID.2: Sif:A>B,McA у МсА = AMUN) = fM) U f(N) 
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1D.3: 57:А4-8 ,МсА y NcA = ММ) c f(M) n f(N) 
1D.4: Sif:A=>B,McA y NcA = f(M)- f(N) c F(M-N) 





Dado el conjunto M = [-1 , 4) y la función f : A — B definida por 
3+2x , si-2<x< | 
fe) = 


6-2х ,sil<x<4 
НаПаг: а) f((0,1,3), b) f(M), с) Construir su gráfica 





La función está definida por dos fórmulas : 
0) =3+2х,хеє [-2, 1) y fi&)=6-2x , xe [1,4) 
Luego; A=Dom(f) = [-2, 1) U[1,4) = [-2.4) 

a) Por la Definición 1.2: f(M) = (fG)Ixe M) > f((0,1,3)) = (100), 1061), f(3)) 
donde : f(0) = f.(0) = 3 , КІ) = f,01) = 6-2=4 y f(3) = f,(3) = 6-2(3) = 0 
Por lo tanto , f((0,1,3)) = (3,4,0) (CRISTUS ECESE id METUS 

b) ComoMcA => М-М,0М,-1-1,1) U [1,4) | 41 "фу 
Luego,Vxe М, = [-1, I), estoes : 

51-1 <х<1 > -2<21<2 > 3-2<3+2х<3+2 
e -1< /,0)«5 
Vxe M,z[1,4) > 1€x«4 > -8<21<-2 
> -8+6<6-21<-24+6 => -2<}(х) <4 
Entonces , fM) = (f(x) = f,09 U Л) хе (M, UM) 
= [-1,5) U (2,4] = (2.5) 
c) La Gr(f) junto con la de f(M) se muestran en la Figura 1.14 





FIGURA 1.14 





Sea la función f : A Э Bl f(x) 2x? -2x-4. Si B= f(A) 2 (-5, 4] , hallar 
el conjunto А. 








Hallaremos el conjunto А = Dom(f) partiendo de f(A) = (f(x) e Blxe A) 2 B, 
esto es, si f(x) є (-5, 4] , entonces 
-5«x!'-2x-4€4 > -5«(x-1y-5s4 e 0«(x-1?«9 
SA 0«x-1s3 
л A=Dom(f) = (xe Rl1<x<4) = (1,4] i] 
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Definición 1.3: FUNCIONES IGUALES 


- Sean. dos funciones J:A>By8g:A->B,sedice que f Fy g.son' iguales (Y se denota 
015 =; siy sólo si Gr(f)= : Gr(g) como subconjuntos de A x x В, esto ‹ es 

: f-ge» Vxe As, fF сон 

1 евент 





Рв © ЯхёА! POETON 


de 


Sean las funciones f : [-1,3] > [-5, 4)| f(x) = 2x -3 y g:[-1,3] > 


2x - Hx 12 
x-4 


olución Un dibujo de la Gr(f) se muestra en la Figura 1.15 , en donde 
Gr(f) = ((x,2x-3)lxe [-1,3]) c [-1,3] x [-5 , 4) 
(2x - 3) (x- 4) 
x-4 
Un dibujo de la Gr(g) se muestra en la Figura 1.16 , en donde se observa que 
Gr(g) = ((x.2x-3)] xe [-1.3]) c [-1.3] x [-5,, 4) 
En consecuencia, si Gr(f) = Gr(g) => f=g o 





[-5, 4) tal que g(x) - . Determinar si f =g 





En р, factorizando el numerador obtenemos: g(x) = = 2х-3,х+4 





, ORI Ea АТ - > < r 
FIGURA 1.15 


Definición 1.4 : FUNCIÓN RESTRINGIDA 





` Sean los conjuntos АВ y D subconjuntos de К у. , seala función f 2А — B: Si definimos 
Ja función g; D>B, tal que 
: Јо) = 80), XED; DCA 
е entonces: se echue la función g! es larestricción de Fal conjunto D. 
| Бий 'alentemente , si: if :А-38 tienen una restricción Ёё: р-8Вур c A; entonces 56 (166: 
| : QUE; 'es una extensión de g al'conj njunto A. 





- " 
—— Pa " ESI) — e ped) 
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Por ejemplo , sean los conjuntos A=(-1,3],B=(-1,4] ур = [0,3], y sea la función 
f:A>Blf0)=3+2x-x, cuya gráfica se muestra en la Figura 1.17 . Si definimos la función 
в: D — B de modo tal que f(x) = р(х), Vx e D , decimos entonces que la función g es la 
restricción de f al conjunto D (Véase la Figura 1.18). En las gráficas de f y g se observa respec- 
tivamente que 


i) Ran(f) = f(A) = [0,4] c B 
ii) Ran(g) = f(D) = [0,4] CB 





DETERMINACIÓN DEL RANGO DE UNA FUNCIÓN 





En la determinación del rango de una función se presentan dos casos. 





Cuando el dominio está implícito en la regla de correspondencia que define a la 
función. 
En este caso se despeja x en función de y , luego se analiza para que valores reales de y , x es real. 


x 


+4 





Hallar el rango de la función f(x) = 


Sea yz f(x) => y(-4)2x! e x= 12 == 


l- y 
> xe R e ту 20 —- &0 ез 05 y<] 





Luego, Ran(f) = { ye 105 у<1} = [0, 1) 





Cuando el dominio está descrito explícitamente junto con la fórmula que define a la 


función. Es decir, si f : А >B, entonces Ran(f) = f(A) с B з 
(EsempLo 6) Sea la función f = ((x , y) є В? 1f(Q)2 4 + 2х- л, хє [-2, 4]}. 
Determinar su rango. 
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Solución Como A=[-2,4] = Ran(f) = f([-2,41) 

Luego, si f(x) 25- (x? -2x 41) => f00)=5-(x- 1Y 
Llegaremos al segundo miembro de esta fórmula partiendo del dominio de la función, esto es : 
|. Sixe [-2,4] > -2<х<4 e 3<x-1<3 e» (-3€x-1«0) v (0<x-1<3) 


2. Elevando al cuadrado : €» 0s(x-1)?s9 
3. Multiplicando por -1 : © -9<-(x-IF <0 
4. Finalmente , sumando 5 : © -4<5-(x- D*<5 
=> -4 < f(x)<5 
л Ran(f)={ye Rl-4< y<5} = [-4,5] m 


M 





Hallar el rango de la función f = 4 (x ; d Ix» 6} 


E .4, 1] 
x-5 x-5 





Solución Regla de correspondencia de la función : f(x) = 


Si A= (6, +) c» Ran(f) = f(A) = f((6, зоо) 
Obtendremos el segundo miembro de esta fórmula partiendo de x e A 


|. Six»6 = х-5>6-5 = х-5>1 еэ — <1 (Six»a = 1 <а) 


2. Сотох-5» l,también х-5»0 = =3 >0 (Sia e IRya»0 => 150) 


3. Luego, de los pasos (1) y (2) se sigue que: 0< -Lz <l 


4. Multiplicando por-1: - 1 <- тэх <0 c» -143<3- —; <0+3 


- Х- 


5. De donde: 2« f() «3 = Ran(f) ={yelR|2< y<3)=(2, 3) ш 





FUNCIONES COMO MODELOS MATEMÁTICOS 





Del uso y aprovechamiento del lenguaje de las funciones se puede expresar diversos 
tipos de situaciones prácticas , que tienen que ver con la geometría , física , economía , biología, 
etc, en términos de una relación funcional. La función obtenida representa un modelo matemá- 
tico de tales situaciones. Los ejemplos que siguen muestran el procedimiento implícito en la 
Obtención de algunos modelos matemáticos. 





IPLO 8 | Determinar una función que exprese el área del rectángulo de base x y 
perímetro 2a (a » 0) . Hallar el dominio y el rango de la función obtenida. 
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Designemos por x e y las dimensiones del rectángu- 

lo (Figura 1.19) 

1. Por geometría sabemos que su área esta dada por 

А = ху 

2. Сото Іа fórmula de А está expresada en términos de dos 
variables x e y , usaremos el hecho de que el perímetro del 
rectángulo es : 2х+ 2у = 2а > у=а-х 

3. Luego, en el paso (2): А(х) 2 x(a - х),а>0 

4. Ahora, de esta última fórmula debemos especificar el dominio de la función A. Obvia- 
mente, sólo los valores x > 0 producirán rectángulos efectivos , esto es, si A(x) » 0. = 
x(a-x)>0 €» О<х<а => Dom(A) = (0,a) 
Así , la definición completa del área es : A(x) = ax- X! , x e (0,a) 






FIGURA 1.19 


2 
5. Rangodelafunción: A(x) = ax - x! = - (х- CAN 


6. 510<х<а кэ- $ <x- # < 2 о 0 < (х- ©] < &- 


2 2 2 4 
гор ЭС ay a а\? с а 
7. Multiplicando por - ! : - 455 (x- а) <0 = 0< Е (х- 2) < 4 
c» 0< A(x) 5а2/4 
2. Ran(A) = (ye RÍO< y<a?/4) = (0, a?/4] a 


Un hombre está en un bote a 2 millas del punto más próximo de la costa. 
Tiene que ir al punto Q (Figura 1.20) , situado 3 millas más abajo por la 
costa y a una milla tierra a dentro. Puede remar a 2 millas por hora y andar a 6 millas por hora. 
Expresar el tiempo T de su recorrido en función de х. 


El espacio remado por el hombre es : РА = W + 4 
y el espacio caminadoes: АО = УІ + (3 - х) 








T . espacio А 1 
Sabiendo que el tiempo = velocidod , entonces el tiempo T de su recorrido de P a Q es : 
T= РА , AQ > То) = la + 2 Ve 6x+ 10 ,хє (0,3) s 









FIGURA 120 = | FIGURA 1.21 ^ 
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P Y a ре, * - > - + 
PLO 1С У En una circunferencia de radio г = 5 , se inscribe un triángulo isósceles. 
Expresar el área del triángulo en función de su altura. 








1. Sea BH = x la altura del triángulo isósceles ABC y sea AC = bla longitud 
del lado desigual. 


2. El área del triángulo ABC es S= 1 (AC) (BH) um P x 


3. Enel triángulo rectángulo BCD: HC? = BH x HD 
(La altura es media proporcional entre los segmentos en que divide a la hipotenusa) 


4. Entonces: (b/2} = x(2r-x),dedonde, b = 2Yx(2r-x) 


5. Luego,parar — 5,enel paso (2): SO) = x Nx (10 - x) 
6. Como S(x)» 0 => x(10-x)>0 => 0«x«10 
“ SQ) = xNx(10-x) „хє (0, 10) m 





El gerente de una tienda de muebles compra refrigeradoras al precio de 
mayoreo de $ 250 cada uno . Sobre la base de experiencias pasadas, el 
gerente sabe que puede vender 20 refrigeradoras al mes a $ 400 cada uno y un refrigerador 
adicional al mes por cada reducción de $ 3 en el precio de venta. Expresar la utilidad mensual U 
como función del nümero x de refrigeradoras mensualmente vendidas. 


Solución Interpretemos el enunciado del problema con el significado de que el precio de 
venta p de cada refrigerador es impuesto al comienzo de cada mes y que todas las 
refrigeradoras se venden al mismo precio . Entonces : 
1. Lautilidad unitaria de la venta de cada refrigerador es : u = p - 250 
2. Lautilidad mensual total U de la venta de x refrigeradoras es 
U = xu = x(p- 250) 
3. Designemos por n el número de reducciones de $ 3 hechas al precio de venta original , de 
modo que : p = 400 - Зп 
4. Como se pueden vender n refrigeradoras más que los 20 originales , entonces 
x = n+20,de donde,n = x- 20 
5. En el paso (3) se deduce que: p = 400 - 3(x- 20) = 460 - Зх 
6. Sustituyendo este valor de p en el paso (2) obtenemos la fórmula 
U(x) = x(210- 3x) 2 3x(70 - x) 
para la utilidad mensual U como función del nümero x de refrigeradoras vendidas al mes. 
7. Dado que sería inaceptable la utilidad negativa , entonces si 
О (х) > 0 => 3x(70-1)>0 => 0«x« 70 
Por lo que , la descripción completa de la función utilidad es 
U(x) = 3x(70-x) , 0«x «70 


EJERCICIOS : Grupo 2 21 


8. 


Multiplicando por -3 : -3675 < -3 (x- 35} «0 
Sumando 3675 : 0< 3675 - 3(x -35 < 3675 => U(x) є (0, 3675] 
9. Obsérvese que la utilidad máxima es de $ 3675 y ocurre cuando x - 35 = 0, es decir , si 
x = 35 el precio de venta óptimo p , dado en la ecuación del paso (5), es : 
p = 460-3(35) 2 $ 335 E 
EJERCICIOS . Grupo 2 
* En los ejercicios I al 12, hallar el dominio y rango de la función dada. Dibujar su gráfica 
1. fœ) = 44-х 2. f(x) = N24 x- x: 
3. f(x) = N2- x- x: 4. f(x) = х -3x-4 
5. gíx) = 40 - | 6. f(x) = Уб?-5х-4 
2х + | 
-— LOC EL M ue i , Six «3 
- 0) = ; er) = 
4-х ,six>-2 e0) 2x-1 , яїх23 
_ (х+1)(%+3х- 10) _ х#+22-72-8х+ 12 
9. $0) = x + 6х+ 5 18: кр). = x-2x-3 
_ X - Зх- х 23x46 _ X-x:-13x-3 
172709 = MEG Uc Ue 12. h(x) = MEA 
13. Dado el conjunto M = [-2 , 4) y la función f definida por 
x*l,si-2€x«0 
Х) = 
н» 2 -х+1 , 510<х<4 
Hallar: а) f(M) ; b) f((-1,1,2)) , с) Construir su gráfica 
14. Sea el conjunto M = [-3 , 5) y la función f definida por 


Para el cálculo del rango , escribimos 
U(x) = 3(70x - 12) =-3(х* - 70x + 1225) + 3675 сэ» U(x) = -3(x - 35) + 3675 
Llegamos al segundo miembro de esta fórmula partiendo del dominio, esto es, si 
0«x«70 => -35<x-35<35 > OS (x- 35) < 1225 








3-2x-x' , si-3€x«2 
f(x) = 
2x-G ,48225«х«5 
Hallar: a) f(M) . b) f(1-1.1,4)  , c) Construir su gráfica 
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15. Seala función f : IR — IR definida por f(x) = х -6x--4. a) Dado el conjunto M=(1,4], 
representar gráficamente el conjunto ((x , f(x))|x e M). b) Hallar el conjunto f(M). 


** Encada uno de los ejercicios 16 al 21 , determinar analíticamente el rango de la función. 
16. f:[-1,2) O IRI feo) x «2 17. f:(2,3] 2 Rİ fœ) =X -4x- 1 
18. у: [-2,2) IRI f) 2 3 & 2x - X 19. f:[(0,5]  IRÍ Хх) = - xà e 4x- 1 
20. $:(1,21>RIf0O=1+V3+2x-x 21 = (х. ©)! Ух 02-40) 


22. Si el área total de un cono circular recto mide 47 и? , hallar su altura como función del 
radio. Dar el dominio y dibujar la gráfica de la función. 


23. Hallarla función que exprese el área de un triángulo isósceles en términos del lado desigual 
x , sabiendo que la longitud del perímetro es 2a. Además , hallar el dominio y rango de la 
función. 


24. La altura de un cilindro es igual a su radio . Exprese el área total A de la superficie (inclu- 
yendo ambas bases) en función de su volumen. 


25. Se vaa construir una caja rectangular que tenga un volumen de 256 pies . Su base debe ser 
doble de largo que de ancho. El material de la tapa vale $ 10 por pie? y el de los lados y 
base , $ 5 por pie? . Expresar el costo de construcción de la caja como una función de uno 
de los lados de la base. 


26. El peso aproximado del cerebro de una persona es directamente proporcional al peso de su 
cuerpo, y una persona que pesa 150 lb. tiene un cerebro cuyo peso aproximado es de 4 lb. 
a) Encuentre un modelo matemático que exprese el peso aproximado del cerebro como una 
función del peso de la persona. b) Determine el peso aproximado del cerebro de una 
persona que pesa 176 lb. 


27. Una página impresa contienen una región de impresión de 24 pulg? , un margen de 1.5 pulg. 
en las partes superior e inferior y un margen de 1 pulg, en los lados. а) Encuentre un 
modelo matemático que exprese el área total de la página como una función del ancho de la 


región de impresión. b) Cuál es el dominio de la función. 


28. A un campo de forma rectangular se le colocaron 240m de cerco. a) Expresar un modelo 
matemático que exprese el área del terreno como una función de uno de sus lados. b) Qué 
dimensiones debe tener este campo rectangular para que su área sea máxima ? Determinar 
dicha área. 


29. Una ventana tipo normanda tiene la figura de un rectángulo rematado por un semicírculo . 
Suponga que una ventana de este tipo tendrá un perímetro de 200 pulg. , y que la cantidad 
de luz transmitida es directamente proporcional al área de la ventana. a) Si r pulg. es el 
radio de semicírculo , exprese la cantidad de luz transmitida por la ventana como función de 
rb) Cuál es el dominio de la función resultante? 
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30. Un campo petrolero que contiene 20 pozos ha estado produciendo 4000 barriles diarios de 
petróleo. Por cada pozo nuevo que es perforado , suponga que la producción diaria de cada 
uno disminuye 5 barriles. Escriba la producción diaria del campo petrolero en función del 
número x de pozos nuevos que se perforan. 





FUNCIONES ESPECIALES 





in 1.5 : FUNCIÓN IDENTIDAD 


Яг» 


EZ : : 
Кс de  denotada; р ог1: R> К, donde elde minio y el ra ^ ang РС vesel conjunto di 
YT Е o - 5 > С 
den cia 





TA 
STIS 


Es decir , en esta función cada nümero real se corresponde a si mismo. Su gráfica (Figura 1.22) 
es la recta de pendiente m = Tg 45° = 1 , denotada por 

Gr(D) = ((x,x)lxe IR) 
pasa por el origen de coordenadas como bisectriz del primer y tercer cuadrante. Cuando el 
dominio de esta función está restringido a un conjunto A с IR , se denota Í, , esto es : 


1,69 = х ,Vxe A. 





En la Figura 1.23 se muestra la gráfica de una función identidad sobre el conjunto A =(-2,3], 
esto es, Gr(1,) = {x, x)| Vxe A= (2,31). 


Definición 1.6: FUNCIÓN CONSTANTE 


Ё ” »5 | > ЭГ 
с JI domi n 14 o IR y el га! Чей 
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La gráfica de esta función es una recta horizontal (Figura 1.24) 
denotada por 

Gr(C) = (x, Юу| Vx e IR) 
Considerando que la gráfica de una función constante pasa 
por el punto (O , k) y es paralela al eje X , la posición de la NETO 
recta depende del valor de k. A РЕБ "cric оаа 





1. 51 к> 0 s la Gr(C) es una recta horizontal situada por encima del eje X 

2. Si k= 0, la Gr(C) es el eje , se dice entonces que la función es nula , esto es , у = 0), 
Vx є IR. 

3. Sik<0, la Gr(C) es una recta horizontal situada debajo del eje X. 


Definición 1.7 : FUNCIÓN LINEAL 
Es aquella función f: IR — IR cuya regla de correspondencia es: 
| ТО) =mx+b 
donde rr y b son números reales fijos y ms g 





Su gráfica es una línea recta .2 (Figura 1.25) cuya pendiente o coeficiente angular es m y su 
ordenada en el origen es b. 


Sean Ху s Ур» Y ‘números reales tales iir Xo 57 * Y, entonces existe üna única 
función lineal f р que- 





‘Demostración En efecto , sean Р(х, , y,) y Р(х, y,) dos puntos diferentes cuyas coordena- 
das satisfacen la ecuación : f(x) = mx + Б. Como y = f(x), escribimos 
entonces y= mx b , luego, deben existir los números reales m y b , m £0, tales que : 








y =mx,+b (1) 
y,= mx, +b (2) 
. Уз - X, 
Restando ambas ecuaciones obtenemos: у = m (3) 
2798 
: . May Х,У,-Х,у 
y sustituyendo (3) en (1) se tiene: y, = x, - x ) x *b > b= E cc (4) 


Si los números reales m y b existen por las ecuaciones (3) y (4) , entonces la función lineal 
también existe y está definida por 
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Y,” a R XJ 7X, 


fes (2-2 =. 


Porloque: f(x) = EM x, + КЕ => f) = у, 


fe) = (323) х,» EA es 16) = y, 





5 РО Е Х,-Х, а 











Рага determinar la ecuación de una recta basta conocer dos puntos 


de ella con los cuales se calcula su pendiente, luego eligiendo cual- 
quiera de los dos puntos como punto de paso , por ejemplo Р(х, , у), y Р(х, y) como punto 


genérico, se sigue que 
= » 





e у-у = т(х-х,) 





Hallar la función lineal para la cual se cumple que 
2f(2)* f(4) = 21 y }(-3) -3f(1) 2-16 
Sea la función lineal : f(x) = mx +b 
Si 2f(2) + f(4) 21 = 22m +b) + (Am +2) 21 > 8m € 3b = 21 
fC3)-3f(1) 216 > C3m + b) -3(m + b) 2-16 => 3m+b=8 
La solución común de las ecuaciones (2) у (3)es: т=3 y b=- 
Entonces en (1), la función lineal está definida por la fórmula 
fœ) = 





(1) 
(2) 
(3) 
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Hallar la función lineal tal que f[f(x - 1)] = 16x- 1 








Sea la función lineal : f(x) = mx +b (1) 
Entonces, f(x-1) = m(x- 1)+b = mx-m-b (2) 
En (1), sustituimos x por f(x- 1) y obtenemos:  f[f(x- 1)) = m f(x- D)+b 

De la condición dada y de (2) se sigue que : 

16х- 1 = m(mx-m>+b)+b => 16x- 1= m*x+b(m+ 1) -m? 


= 16 em =:14 
Identificando coeficientes : 
b(m+ 1)-m* = -1 => b= m-i 
En (3), para m=4 , b=3 y pasa m=-4 , b=-5;”por tanto, en (1), hay dos soluciones 


Оо) = 4х+3 o f(x) = Ax-5 B 


Una tienda de artículos domésticos tiene 900 licuadoras en almacén al 
principio de cada mes ; las ventas de licuadoras promedian 25 unidades 





por día de venta. 

a) Hallar un modelo matemático que represente el número de licuadoras en almacén en cual- 
quier día de ventas de cada mes. 

b) En que tiempo se agotará las licuadoras en almacén ? 

c) Cuál es la cantidad de licuadoras cuando han transcurrido 12 días ? 





a) Sea y el número de licuadoras en almacén y sea x el número de días de venta. 
Al inicio de cada mes , es decir , cuando х = 0, tenemos en almacén у = 900 
licuadoras. Como el nümero de licuadoras disminuye en almacén a razón de 25 unidades 
por día de venta , entonces y cambia en -25 unidades cuando x cambia en | unidad , es 
decir que la razón de cambio o pendiente es m = -25. Luego, la función está dada por la 
fórmula : y = mx +b=-25x + 900 (1) 
b) Cuando las licuadoras se agotan en almacén se tiene que y = 
Entonces ,en(1): 0 = -25x+900 € х = 36 días 
c) Cuando x= 12, еп (1) se tiene : y = -25(12) + 900 = 600 





Definición 1.8 : FUNCIÓN ei 
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Esta función puede escribirse como f ((x, y) e IR?] y = ax?+bx +c} cuya gráfica es la misma 
que de la ecuación y =ax?*+bx+c, y que mediante el artificio de completar cuadrados puede 
ser transformado en otra equivalente de la forma: у= а(х - һ)? + К 

El siguiente teorema nos muestra el procedimiento a seguir. 


TEOREMA 1.2: Valores extremos de la función cuadrática 


AL к a 


ттптт отаға {finida nar 
ша función cuadrática definida por 


9 Е - 
уг ЭР n v 
4. “0 O X -— 4 
77 Mel == - M 


. 
= 


PELA d e^ 34 93 жге pa eut 9 лк 
uenen un valor Cxirermio i 





-—— 


Demostración 





En efecto, sea у = f(x) , entonces 


y = ах * bx &cza (e + P xa £)=a(x+ 5+ нэ - 2.) +c 


4ac - b? 
4a 





=a(% + Py. 2) +‹ -E = a(x+2)+ 


b к= 42c-b* 


ih = - — 3) = 2 _ 
Si hacemos h E 1 ,Obtenemos: y = a(x+h} -k 
que es otra forma de representar la función у=ах?+Ьх+с 
Por otro lado , si (x - h} = p , y como (x-h¥ 20, Yxe IR , entonces 


i) Sia»0 => y-k20 € y2k, luego y e [k , +0) = Ran(f), es decir , la función 
tiene un valor mínimo k , cuando x = - b/2a 

п) Sia «0 => y-k<0 © y<k, luego y € (- , К] = Ran(f), es decir , la función tiene un 
valor máximo К , cuando x= - b/2a 


La gráfica de una función cuadrática es una curva llamada parábola que es simétrica respecto a 
la recta vertical x= h (eje de simetría) . Según los resultados anteriores puede ser una de las dos 
formas siguientes : 


1. Sia»0,la parábola es abierta hacia arriba y de este modo el vértice V(h ‚ К) es el punto más 
bajo de la gráfica (Véase la Figura 1.27) 


2. Sia «0,la parábola se abre hacia abajo y así el vértice V(h , К) es el punto más alto de la 
gráfica (Véase la Figura 1.28) . 
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FIGURA 1.27 : y=(x-h*+k,a>0 





Esbozar las gráficas de las funciones 
а) fG9)23-2x- x: b) f0)= $ x-3x«6 


Usaremos el método de completar el cuadrado para hallar el vértice de cada 
parábola. 
a) Laecuación que define a la función f es : y=3-2x- = -(x+1 +4 
dedonde,a=-1,h=-1,k=4 > У(-1,4), еје:х= һә х= -1 
Сото а < 0 , la parábola es abierta hacia abajo , por lo que Ran(f) = (o, 4] 
Para dibujar la Gr(f) hallamos dos puntos de la parábola mediante sus intersecciones con el 
ejeX.,estoes, si y=0 = 3-2y-x*0 €» xz 3 ó xal, 
Luego, uniendo los puntos A(-3,0) y B(1 , 0) con el vértice obtenemos la Gr(f) . Véase la 
Figura 1.29. 








FIGURA 129 о о о FIGURA 1.30 - 


b) La ecuación que define a la función ges: y = 152 -3х+6 = lo-343 


dedonde,a-1/2,h23,kz 32 => V(3,3/2),6jex = h = 3. 

Como a » 0, la parábola es abierta hacia arriba , por lo que Ran(f) = [3/2 , +00) 

Un segundo punto de la parábola lo obtenemos mediante su intersección con el eje Y , es 
decir, si х = 0 => y=6, luego, A(0, 6) e Gr(g) , y el tercer punto , por simetría de A 
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respecto al eje x = 3 , esto es , A'(6 , б). Uniendo estos tres puntos obtenemos la Gr(g) 
mostrada en la Figura 1.30. т 





Sea la función f = ((x , y) 1х2 - 4x - 8y - 4 = 0) . Determinar un valor 
máximo, o bien uno mínimo de dicha función. 





La ecuación que define a f es: 8y=x?- 4х - 4 
De este modo , los valores de la función f están dados por 


E dm vL 
о) = еж 25 


2 
Para esta función cuadrática: a = 1/8 ,b=-1/2.Comoa>o0, f tiene un valor mínimo en el punto 
donde x = h=b/2a ,estoes,sih- - um = 2 entonces el valor mínimo es , 
к-10)-4029у-40)-4--1 5 
8 2 2 





o 6 Si f es una función cuadrática tal que 
fíix*2)- f(x-2) = 43-х) VxeR 
Determinar un valor máximo , o bien uno mínimo de f si f(0) -1/2 





< > 
m mody 

==. м È 
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Solución Sea la función cuadrática f(x) = ах? - bx +c (1) 
Si f(0) = 1/2 => а(0)?+Ь(0)+с= 1/2 e c= V2 
Además: f(x+ 2) = a(x + 2 +b(x+2)+c y f(x-2) = a(x-2y +b(x-2)+c 
> f(x+2)- f(x-2) = alx*2y - (х- 2y] * b[(x +2) - (x - 2)] 
= a[4()(2)] + b[(2) + (2)] = 8ax +46 
Luego si 8ax - 4b = 12-4x, Vxe IR < (8а = -4) л (4b = 12) © a=-12Ab=3 
Por lo que, en (1), los valores de la función f(x) están dados por 


х) = -4 х 3x* 2 


Como a <0 , ў tiene un valor máximo еп х= һћ -b/2a © h=3 


El valor máximo es : k=f(h) = - i (3)? + 3(3) + 5 e К= 5 E 





Se va a cercar un terreno rectangular situado en la ribera de un río y no se 
necesita cercar a lo largo de éste. El material para construir la valla cuesta 
$ 6 el metro lineal para los extremos y $ 8 por metro lineal , para el lado paralelo al río : se 
utilizarán $ 1200 de material para vallas. Hallar las dimensiones del terreno de mayor área posi- 
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ble que pueda demarcarse con los $ 1200 de material. Cuál es la mayor área ? 


Solución. Sean x e y las dimensiones del terreno y A su área (Figura 1.31) 
= А = лу (1) 

El costo del material para cada uno de los extremos del 
terreno es : 6y + 6y= 12y. El costo del material correspon- 
diente al tercer lado , paralelo al río es : 8х. 
De modo que el costo total de la cerca es 

12у +8x=1200 сэ у= 4 (150-x) (2) 
Para expresar A en términos de una sola variable sustitui- 
mos (2) en (1) y obtenemos 


А(х) = { (150- xy = -2 4 100х 








3 
La función А es cuadrática con a =-2/3 y b = 100. Comoa «0, la función A tiene un valor 
Эд Зэр 2. +, > _ _. mr Д Y 
máximoenx= -b/2a => x= 22/3) =75m.En (2): у= 3 (150-75) = SOm 
Por lo tanto , la mayor área posible que pueda demarcarse con $ 1200 es 
A = 75x 50 = 3,750 m? B 


Un fabricante de camisas puede producir una camisa en particular con un 
costo de $10 por unidad. Se estima que si el precio de venta de la camisa 
es x , entonces el nümero de camisas que se vende por semana es 120 - x. Determinar cuál debe 
set el precio de venta con el objeto de que las utilidades semanales del fabricante alcancen un 
nivel máximo. 





Solución Sea I dólares el ingreso semanal . Como el ingreso es el producto del precio de 
venta de cada camisa por el número de camisas vendidas , entonces : 
I = x(120 - x) 
Sea C dólares el costo total de camisas que se venden por semana. Como el costo total es el 
producto de cada camisa y el nümero de camisas vendidas , entonces 
С = 10(120 - x) 
Las utilidades se obtienen restando del ingreso total el costo total , esto es , si P dólares es la 
utilidad semanal del fabricante , entonces 
Р(х) = 1-С = x(120- x) - 10(120- x) = -x+ 130x - 1200 

La función P es cuadrática con a = -1 , b = 130 y comoa «0, P tiene un valor máximo en el 
punto donde x= -b/2a . Así pues , x=- 130/-2 = 65 dólares , es el precio de venta con el cual las 
utilidades del fabricante alcanzan su nivel máximo. = 


En un triángulo ABC , cuya base AC = 10 cm y su altura BH = 6cm , está 
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inscrito un rectángulo (Figura 1.32) . Si S es el área de dicho rectángulo , hallar un modelo 
matemático expresando S como función de su base x . Construir la gráfica de esta función y 
hallar su valor máximo. 





Si S es el área del rectángulo => S = xy (1) 
Para expresar 5 en términos de una sola variable haremos uso de la geometría 
elemental, esto es : 





АС. DE. 10. X 
ААВС = = ADPF > БН "BE T Өй К © у= 6 х (2) 


Al sustituir (2) en (1) se obtiene el modelo matemático: S(x) = - 3 xX +6x „хє (0, 10) 


“л|ы 


La función S es cuadrática cona = -3/5 yb = 6, y comoa<0, 5 tiene un valor máximo en el 
punto х = -b/2a , es decir , en x= 5 . Por lo que 
S(5) = - $ Y +6(5) = 


es el valor máximo de la función , cuya gráfica se muestra en la Figura 1.33 E 


Definición 1.9: FUNCIÓN RAIZ CUADRADA 


—— 5 
E 


и 
оз - 


y : ,=х} | ш UI E 
d y) 2) dM no 2 


pond ээ 222 PIT: ventos os del e 





Nótese que al elevar al cuadrado ambos extremos de la ecuación 
у= Ух toma la forma conocida y? = x. Esta ecuación representa 
una parábola de eje horizontal ( у= 0), con vértice en el origen y 
que se abre a la derecha. Por tanto, la gráfica de у= Vx , mostra- 
da en la Figura 1.34 , es parte de la gráfica de la parábola y? = х 
con y2 0 





FIGURA 1.34 
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Para el caso general de una parábola de eje horizontal 
х= ау? +by+c=a(y-k*+h 


al despejar у = f(x) , obtenemos : ( y - К)? = 1 (x-h) SO у= к+ү1 (x - h) 


Como a puede ser positivo о negativo , entonces haciendo l = (tp, se tiene 


у = К+р\+(х-һ) б у= К-ру+(х-һҺ) , p»0 
Se tiene dos funciones cuyas gráficas son semiparábolas con eje у = К, y vértice en V(h.k). La 
forma como están ubicadas las gráficas de las semiparábolas respecto de su eje у= k , dependen 
de los signos antes del radical , y la forma como se abren éstas (hacia la derecha o izquierda) 
dependen de los signos + dentro del radical. En consecuencia , se presentan dos casos : 


ШИШ sede]? >= кре ® 
| b) у=К+р\-(х-һ) 


En este caso la gráfica de la semiparábola está ubicada en el semiplano superior del 
ејеу= kCy 2 К) 

En (a) la curva se abre hacia la derecha . El Dom(f) = [h , жео) y Ran(f) = [k+ +00) 

En (b) la curva se abre hacia la izquierda . El Dom(f) = (со, h] y Ran(f) = [k , +2} 
(Véase la Figura 1.35) 





a) ysk-pV*(x-h) 
b) y=k-pY-(x-h) 





¡Caso 2. y=k-pvi(x-h) © | 


En este caso , la gráfica de la semiparábola está ubicada en el semiplano inferior del 
eje y =k (ysk). 

En (a) la curva se abre hacia la derecha. El Dom(f) = [h , +оо) y Ran(f) = (oo, К] 

En (b) la curva se abre hacia la izquierda. El Dom(f) = (-ее, | y Ran(f) = (-оо, К] 
(Véase la Figura 1.36) 
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Hallar el dominio, el rango y dibujar la gráfica de las funciones: 


(х,у) у=-1 + 4х+ 12) y g=1(x, y)l y23-N4-x]. 





Enf :y=-1+2V+(x+3) => h=-3,k=-1, luego V(3, -1) 

Tenemos el caso 1(a), la gráfica de la función f es una semiparábola ubicada en el 
semiplano superior del eje К = -1 , y la curva es abierta hacia la derecha. Por lo que, Dom(f)= 
[-3 , +00) y Ran(f) = [-1 , +00). (Figura 1.37) 

Eng: y=3-Y- (x-4) ,de donde ,h=4,k=3 => V(4, 3) 

Tenemos el caso 2(b) , la gráfica de la función g es una semiparábola ubicada en el 
semiplano inferior del eje К = 3 y la curva es abierta hacia la izquierda (Figura 1.38). 
Luego, Dom(g) =(->=,4] y Ran(g) = (eo, 3] 








Si una función f tiene por regla de correspondencia una de las 
formas: 

a) Јо) = + р(х) b) Јо) = КЕҮЕО) с) f(x) = ktp Vga) 
donde g es una función cuadrática , esto es 

р(х) = ax?+bx +c = a(x-hy*t , а +0 

entonces , segün el signo y el valor que tenga el nümero real a , su gráfica puede ser una de las 
formas cuadráticas : semicircunferencia , semielipse o una semihipérbola. Ahora, la forma como 
está ubicada la gráfica de f respecto del eje X ( у= 0) o respecto de la recta y = k depende del 
signo antes del radical. Si el signo es positivo , la Gr(f) está ubicada en el semiplano superior 
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del eje X para el caso (a), y de la recta у= k para los casos (b) y (c) . Lo contrario sucede cuando 
el signo es negativo. 


(EJEMPLO 11 ) Hallar el dominio, el rango y dibujar la gráfica de la función siguientes : 





1. fo) = 3-NIS-2x- € 2. f(x) = М2 -Ax- 5 
3. fo) «1-4 1244х-х 4. f) = -1+ $ N21 6x - x 
Solución. |. f(x) = 3- N16- (x « 1 


a) Dominio de la función: fesreal < 16-(х+1)”>0 e (x- 1) <16 

€ -5<x<3 => Dom(f) = [-5,3] 

b) Si у= f(x) > VI6-(x+ 1? 23- y, de donde : (x + 1I, 4-(y-3)216 
La forma cuadrática es una circunferencia con centro en C(-1 , 3) y radior - 4 


c) El signo negativo antes del radial nos indica que la Gr(f) es una semicircunferencia 
ubicada en el semiplano inferior de la recta у= 3. Véase la Figura 1.39). 


d) De la Gr(f) se deduce que: Ran(f)= [k-r,k] > Ran(f) = [-1,3] 
2. уо) = N(x-2y -9 

a) Dominio de la función : f tiene sentido + (х- 27» -920 e (x-2y29 
€» (х-25-3)у(х-223) e (х2-1)у(х25) = Оот(ў) = (-ео , -1]0 [5 , +00) 

Бу Si у= Va - 25-9 > (х- 2) - у? = 9 . La forma cuadrática es una hipérbola 
equilátera con centro en C(2 , 0) , semieje transverso a = 3 y cuyas asíntotas se 
obtienen haciendo: (x-2)?-y?=0 > x-2-2ty 

e 6:xty-72 б ё:х-у= 2 

c) El signo positivo antes del radical nos indica que la gráfica de f es una semihipérbola 

ubicada en el semiplano superior del eje X. (Figura 1.40) 


d) Rango de la función : Como y 20, Vx e Dom(f) = Ran(f)- [0 , +оо) 


зэ 





FIGURA 139 
3. fe) = 1- 2 У1б+(х-2) 
a) Dominio de la función : Como 16 + (х - 2) > 0, Vx e IR => Dom(f) = IR 


м 
“л 


Sección 1.8 : Funciones especiales 








7 -2y 
b) si 3 1164 (2-2) =1-у © о 2 - d = 1 ,1а Югпа cuadrática obte- 


nida es una hipérbola con centro еп С(2, 1) yendonde,a = 3,b = 4,һ = 2 у 
k=1.SiV(h,kta) > V,(h,k-a) €» V,Q,-2). Sus asíntotas se obtienen haciendo 


(y -19 (-2)у 
9 116 


c) El signo negativo antes del radical nos indica que la Gr(f) es una semihipérbola ubicada 
en el semiplano inferior de la recta y = 1 (Figura 1.41) 


d) Rango de la función : De la Gr( f) se deduce que Ran(f) = (oo, -2] 
4. f(x) =-1+ 3 Ү36-(х-3У 


a) Dominio de la función : f tiene sentido €» 36-(x- 3) 20 < (x-3)<36 
> -6<x-3<6 c Dom(f)- [-3,9] 


=0 © fl :3x-4y=2 о £:3x € 4y = 10 


b) Si V36 - (х- 3) = 2(y+ 1) = e * мээд = | 


La forma cuadrática es una elipse con centro en С(3 , -1) y semiejes: а = 6 , b = 3 





с) El signo positivo antes del radical nos indica que la semielipse está ubicada en el 
semiplano superior de la recta y = -1 (Figura 1.42) 





FIGURA 1.41 | FIGURA 1.42 


Definición 1.10 : FUNCIÓN POLINOMICA 





Es aquella función real de variable real f : IR — IR , denotada por 

у= ахас, ад ж, ахаар (1) 
Vx € (К, donde n es un entero positivo y a, 0, ,... ..,0,,0, | Qg , son números reales 
fijos llamados coeficientes , a. s* 0 es el coeficiente dominante y a, es el término constante 
del polinomio. 


Para denotar el grado de una función polinómica de orden n escribimos abreviadamente : 
gr(f)-n 


Por ejemplo , la función f : IR — IR definida por f(x) = Зх - 4x* + Зх? + x - 5 es una función 
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polinómica de quinto grado y se escribe , gr( f) = 5. 

Cuando se grafican funciones polinómicas , se supone que sus gráficas son curvas ininte- 
rrumpidas. Esta propiedad se deduce del hecho de que las funciones polinómicas son conti- 
nuas. La definición de función continua requiere el concepto de límite que lo estudiaremos en 
el próximo capítulo. 


Definición 1.11 : FUNCIÓN RACIONAL 


Es aquella función que puede ser expresada como cociente de dos funciones polinómicas. 
Esto es, si P(x) y О(х) son funciones polinómicas , la función cuya regla de correspon- 

| ! 

- dencia es 





TEO TA AUREA E AO nx A 
IN ri 


= se denomina función racional. 


< 


Cualquier función polinómica es una función racional , esto ocurre cuando Q(x) es una función 
constante , en particular cuando Q(x) = 1, Vxe Dom(Q). 
El dominio de una función racional es el conjunto IR tales que Q(x) 0. 





Construir las gráficas de las funciones racionales 


ЭНЭЭ: -1-3Х 
A PI x 





Solución Ambas funciones son casos especiales de una función racional de la forma 
P(xyQ(x) , llamadas funciones homográficas. 

En (a) escribimos : (Х-0)(у-0) 2 2 = Dom(f) = Ran(f) = IR - (0) 

La gráfica de esta función es una hipérbola equilátera cuyas asíntotas son los ejes coordenados 

x-0, y=0. (Véase la Figura 1.43) 





FIGURA 1.43 — FIGURA 1.44 


2 
х +1 





En (b) , efectuamos la división y obtenemos : y=-1+ e (х+ 1) (у +1)=2 
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Luego , el Dom(f) = Кап(ў) = IR - (-1) 

La gráfica de esta función es la hipérbola equilátera del ejercicio (a) , cuyo centro se ha 
trasladado al punto (-1 , -1), es decir, sus asíntotas son las rectas x = -1, y = -l (Véase 
la Figura 1.44) En 


Hallar el dominio , rango y dibujar la gráfica de la función 


E (д? - 4x! - 5x)(x* - 6x + 8) 
Дэ x'-6x + 3x +10 


Solución — Factorizando los términos de la función racional se tiene 
х(х + DG - 5)(x - 2Xx - 4) 
f = a s 
=> f(x)zzax-4) = (х-2)-4 ,хя-1,2,5 
La gráfica de f es la parábola de vértice en V(2 , -4). 
Entonces el Dom(f) = IR - (-1,2,5) . Para determinar el rango 
hallamos 105 puntos excluidos , esto es , 81: 
x=-l > у= (-3)-4=5 > A(1,5) € Gr(f) 
x=2 c» y=(0-4=-4 > V(2,-4) e Gr(f) 
x=5 > у=(3)”-4=5 = B(5,5)eGr(f) 
Obsérvese que los puntos A y B tienen la misma ordenada , por lo e 
que habrá que quitar y = 5 del rango, esto es, Ran( f) = (-4 , +00) - (5). 
La gráfica de la función se muestra en la Figura 1.45 





22 


* Hasta aquí hemos tratado solamente funciones de tipo f(x) = y, donde una misma fórmula 
nos describe el comportamiento de la función en todo su dominio. Sin embargo , podemos tener 
funciones que tengan distinto comportamiento dependiendo de los valores del dominio. 
Es decir , el concepto de una función , cuya regla de correspondencia consta de dos o más 
fórmulas , nos permite enunciar la siguiente definición. 


Definición 1.12: FUNCIÓN SECCIONADA 





Es aquella función cuya regla de correspondencia tiene la forma 
Т,А),хєА 
Ку) = 4] ,<хєВ 
f. „хес 
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Graficar y hallar el rango de la función 





-İf Si x«-2 
f(x) = l , si -2S<x<2 
38 Si X253 


Solución En este caso el dominio de la función se ha dividido en tres subconjuntos : 

А = {-co , 2), B = [-2 , 2} y C = [2, +оо) , tales que ANBNC=0, y que los 
valores de la función dependen de donde esté localizado x. Por ejemplo : f(-4) = -1 , pues 
-4 є (-œ , -2) ; f(0) = 1 , ya que 0 e [-2, 2) ; f(5) = 3, puesto que 5 є (2, +00) . Luego la 


Gr(f) en cada sección es una recta paralela al eje X , dado que f (x) = -1,f,(x) = ly 
fœ) = 3 son funciones constantes. Por tanto, Dom(f) = IR, Ran(f) = (-1,1,3) y la 
Gr(f) = Gr(f ) UGr(f,) U Gr(f,) se muestra en la Figura 1.46. = 





Hallar el rango y dibujar la gráfica de la función 
5-Y *2x-3,si х<-3 
fœ) = 


6+2x-x? 28 хэ] 





Vemos que el dominio de f se ha dividido en dos subconjuntos : 
А = (-ео ‚-3] y B=(-1,+09, tales que А(18::0 
Entonces , sean : f (x) = 5 - V(x + 12-4, х<-3 у /()-7-(-1У,х»-1 
El rango de f lo obtenemos analíticamente partiendo de los dominios de f, y f, 
a) Paraf,:six$-3 > x+1<-2 > (x*124 > Vx + 1-4 20 
Multiplicando por -1 Va + 2-4 «0 => 5-N(x4 1-4 <5 > 7,0)55 
b) Para f,:six>-1 e» x- 12-2 e» (x- I*20 > -(x- I S0 
> 7-(х-1У57-э(,3)57 
Por lo que , de (a) у (b) se tiene: Ran(f) = (ео, 5] 0(-ео, 7] = (co, 7] 
Ahora , en f, : (x ly-4z25-y e (a+ 1P?-(y-5=4,x<-3 
Luego, la Gr(f,) es parte de una hipérbola con centro en C(-1 , 5) restringida a la región x € -3 
y con una de sus asíntotas , la recta £, : x - y - 6— 0. 
En f,: yz- (x- D* +7, la Gr(f,) es la de una parábola con vértice en V(1 , 7) restringida a la 
región x »-1 . (Véase la Figura 1.47) Е 
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FIGURA 1.46 | En FIGURA 1.47. 





Un comerciante de ropa gasta 200 dólares por cada docena de camisas 
compradas , si es que compra no más de 8 docenas. Sin embargo , si la 
capacidad de compra sobrepasa las 8 docenas el precio de compra estará reducida en $ 12.50 
por el número de docenas excedentes. Definir la función de compras (gasto realizado) como 
función del número de camisas adquiridas. Cuál será el mayor gasto que se podría realizar y en 
este caso cuántas camisas se adquirirían? Dibujar la gráfica de la función. 


Solución Sea xel número de docenas de camisas adquiridas y sea G(x) el gasto total realiza- 

do al comprar las x docenas. Según el enunciado , cada docena cuesta $ 200 si 
x € [0,8], entonces: 

G(x) = 200x , si 0<х<8 (1) 
Si x- Besel número de docenas excedentes , entonces es precio por cada docena de exceso será 
g(x) = 200 - 12.5(x - 8), y por las x docenas se gastará. 
G(x) = [200 - 12.5(x - 8)]x = G(x) = (300- 12.5х)х, siB« x € x, 

Es evidente que se gastará en comprar docenas de camisas hasta 
que G(x) = 0, esto es, si 300- 12.5 = 0, de donde , x 2 x, = 24 
docenas e» G(x) = 300x- 12.5 . si 8 <x < 24 (2) 
Por tanto , la función de compras como función de camisas ad- 
quiridas la obtenemos de (1) y (2) : 


200x ‚ 5 0<х<8 


a > 
Ч 8 

. 

* 

. 

a 

. 

3 


1.6... 
11 y 


С(х)= 





300x - 12.5х°,518 «x <24 
En x € (8 , 24] , la función G es cuadrática y de aquí : 





— FIGURA 1.48 


а = - 12.5 <0 y b = 300, luego, la función alcanzará su mayor valor en el punto donde 
x= -b/2a = x = 12. Es decir , el mayor gasto ocurre cuando se compran 12 docenas de 
camisas y éste es, G(12) = 300(12) - 12.5(12)* = $ 1,800. 

La gráfica de la función se muestra en la Figura 1.48 ш 
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Definición 1.13 : FUNCIÓN ESCALÓN UNITARIO 





Es aquella función denotada роги, . que se lee escalón unitario de paso a y que está 
definida por: 
| | 0. six<a 
u (x) = u(x-a) = 


l.sixza 


. con dominio IR y rango el conjunto 10, 1} , y cuya gráfica se muestra en la Figura 1.49 





FIGURA 1.49 | —— — FIGURA 1.50 - 


Sea la función que consiste en el conjunto de pares ordenados (х, y) , 


donde y está relacionado con x por : 
fo) и(х) + 2 u(x- 1) -3u(x- 2) 
siendo u la función escalón unitario . Indicar su dominio, rango y construir su gráfica. 
Solución Sea y =u(x) + 2u(x- 1) -3u(x - 2) (1) 
Entonces , por la definición 1.13 , se tiene 


0,six«O0 0,81х«1 0,s1x«2 
и(х) = ; u&x- 1) =о (х) = : u(x- 2) = их) = 


1,5 х> 0 |..si xo l,six22 


Siguiendo el método de los valores críticos, hallamos los intervalos de variación en x = 0, 
x=1 y xz2.Encadaintervalo, la función u tomará valores de O y 1 , ala izquierda y derecha, 
respectivamente , del valor crítico correspondiente. 

х«0 0 05х«1 ] 1 х«2 2 222 


и(х) = 0 и(х) = 1 uo) = | 























+ оо 












u(x- 1) = 0 u(x- 1) = 1 u(x- 1) = 1 
u(x- 1) = 0 u(x - 2) = 0 и(х - 2) = 1 
Luego,en (1), si: x<0 => у= 0+ 2(0) - 3(0) = O 
О<х<1 > y=1+2(0) - 3(0) = I = fx) 


1<х<2 = у-1-2(1)-3(0) = 3 
хе? къ у=1+2(1) - 3(1) = 0 


Dom(f) = IR, Ran(f) = {0,1,3}, y cuya se muestra en la Figura 1.50 w 
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in lc 2: 1.14: FUNCIÓN SIGNO 


Esa quella. func: ión: denota а: рог5 gn(x 








Construir la gráfica de la función f(x) = Sgn ars 





Hallar su dominio y rango . 





Haciendo uso de la Definición 1.14 , se tiene : 
-l, si (542 $)«o €» хє (-o,-3)U(1, 2) 


f(x) = si (52-6) =0 ox=36x=2 


‚ Sİ (EE 5)»0 = хє (3,-1)UQ,-+0) 


La gráfica de f(x) en cada intervalo son rectas paralelas al eje X, puesto que y = -1 е у = | 
son funciones constantes (Véase La Figura 1.52) . Por tanto , 


Dom(f) = IR- (-1) y Ran(f) = (-1.0,1) " 


-1 ,s x « 0 
Se define la función g en IR por g(x) = O vos x c0 
1 „81 x8 





Hallar el dominio, el rango y esbozar la gráfica de la función f(x) = E 5) 


Según la Definición 1.14 , g es la función signo , entonces 
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1,5 (25-13) <0 > хє (-,-1)0(1,3) 
(CEU 


2-0 сэх-410х-|1 


fe) = ¿E 3) = O, si 





1,5 (221) >0 > (-1»0)A(x»3) сэх»3 


Luego, Dom(f) = (es, -1] U [1,3) U (3, +00) 


Ran(f) = (-1,0,1) 
En la Figura 1.53 se muestra la gráfica de la fun- 
ción f. 





Definición 1.15: FUNCIÓN VALOR ABSOLUTO 


v^$ 
uo el йг Y O IR 


Nes 23 





Los elementos del conjunto f son pares ordenados de la forma 
{(х 1х1) хє IR), y su gráfica es la unión de dos partes de rectas 
cuyos puntos son simétricos respecto del eje Y. Esto es 

у20 л [(у = x,six20)v(y = -x,six«0] 
Por lo que: Dom(f) =R y Ran(f) = [0, +) 





FIGURA 1.54 _ 
N 1-10 Las funciones que tienen por regla de correspondencia una delas 
formas : f(x) = +lx-hl + К, sus gráficas tienen por vértice el 
punto (h, К) y la forma como están ubicadas , éstas respecto de la recta y = k depende del signo 
antes del valor absoluto. Si el signo es positivo , las gráficas están ubicadas en el semiplano 
superior de la recta у= К. Caso contrario sucede cuando el signo es negativo. 





Construir la gráfica de la función f(x) = |х-21-3 





¡Solución Siy+3=|x-2| , entonces por la definición del valor absoluto 
(у+320) ^ [(y+3=x-2,x22) v (у+3=-х+2 , х<2)] 
(y2-3)^[(y2x-5,x22) v (у= -х-1,х<2)] 
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La Gr(f), con vértice en el'punto V(2, -3), es la unión de dos 
partes de rectas cuyos puntos son simétricos respecto de la 


recta x= 2 y esta ubicada en el semiplano superior de la recta 
y = 3 (Figura 1.55) 








Cuando se tiene funciones cuyas reglas de correspondencia contie- 
nen dos o más términos con barras de valor absoluto , se recurre al 
método de los valores críticos para determinar los intervalos o dominios restringidos y eliminar 
dichas barras según sea el signo que adopten los términos en cada intervalo. 





Hallar el dominio , el rango y dibujar la gráfica de la función : 


То) =1x+1| «Ix-21 
Los valores críticos se obtienen igualando a cero cada valor absoluto , esto es , 
x+1=0 y x-2=0 >x=-1l y x=2 
Los intervalos de variación (dominios restringidos) y los signos de cada valor absoluto , en 
dichos intervalos , se muestran en el siguiente esquema 





х<- 1 -] -1<х<2 2 x22 















Ix 1 =- (x d) Ix « ll 2 (x1) | 1х41 2(x 1) 
|х-21:5-(х-2) Ix -2] 2-(x- 2) Ix-21] 24 (x-2) 


Luego,st: х<-1 & y=-(x+1)-(x-2)=1-2x E ELM 
-15х<2 5 y=+(1+ 1)-(x- 2)=3 Xe ЕТЕ 
x22 > у=+(х+1)+(х-2)=2х-1 
Por lo que la regla de correspondencia de f es 


1-2x , 51х«-1 
fo) = 3 ,Si-1Sx«2 
UZx-1. 89x22 


c» Dom(f)- IR y Ran(f) = [3 , +оо) FIGURA 1.56 





Ix - 11 -3 


Sea la función f : A — IR , definida por f(x) = 
141х-3| 


Si A=[-2, 4), hallar НА). 


Obsérvese que valores críticos x=-1 y x= 3 pertenecen al conjunto A , dominio de 
f „еп consecuencia, la eliminación de las barras de valor absoluto lo obtendremos 
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expresando el conjunto А como una unión de subintervalos , esto es : 
[2,4)=[-2,-1) U [-1, 3) U [3, 4) 
y así : ДА) = Кап) = Ran(f,) U Ran(f,) U Ran(f,) 
Entonces cada imagen de f está restringido a un intervalo en el que el signo de cada valor 
absoluto depende del valor de x en cada intervalo. 


-2 -2&x«-] -] -1<х<3 3 3<x<4 4 





|х-1| =-(x+ 1) [х+1| =+(х+1) | 1х41 (xl) 
|х-31 2- (x-3) Ix -3| 2- (x- 3) |х-3| 24 (x- 3) 





Determinación de las imágenes y los respectivos rangos. 


(1-3 _ x4 8 


< 00) = 1 + EE 





а) Sixe [-2,1) > f(0)= 











[-(x-3)  х-4 -4 
І І | 
S: = = » -6 < x- - - = N dA e 
хє [-2,-1) > 2<x<-l €» -6<х-4<-5 © hieu = 
Еш Шыу =. 2:3 8 gal 
хожоо s o тоос 
=> foe (3/5, -1/3] (2) 
А E (x 1)-3 _ q 2 2 
b) Sixe-1,3) > 7005 3 = 4-х 9 Л) = -1+ 35 


хє [-1.,3) >» -1<х<3 «€» -3<-x<l €» 1<4-x<5 


e 222 «269-45-14ү3 < 1 =» f0)€ 3/5, 1) (3) 


5 4-x 5 
c) Sixe [3,4) > 100 = tg -1- 10611) (4) 


Luego, sustituyendo (2), (3) y (4) en (1) se sigue que 
КА) = (-3/5 , -1/3] U [-35, 1) U (1) = [-3/5, 1] E] 





PLO 23 | Hallar el dominio y el rango e la función 


fœ) = Vlxi2+4x+4llx+ 11+ 11-17 


Solución Dadoquelxl?2=x? y lx+1|+1>0,Vxe IR, entonces 

ТО) = Ф + Ax + 4(lx+ 11 1) - 17 = de - Ax - A|Ex + 11 - 13 
Luego , la función es real €» x! 4x - 4| x 4 1l - 1320 (1) 
Resolveremos la ecuación (1) considerando los casos siguientes : 


m pa 
e er ttm 






Six + 1«0 > |x+ 1| = -(x4 1),entonces en (1) 
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(х<-1) л L2+4x-4x+1)-13>0] > (x<-1) л (2217) 
ce (х«-1) ^ (x<-V17 vx2V17) > xs-NI7 





Caso2 Six+1>0 > |х+11 = +(x+ 1), entonces en (1): 
(x Z-1) ^ ЇХ44х44(х41)-13201 > (х2-1) ^ [x 4) 225] 
© (2-1) л(х445-5 Ух-425) e x21 


х? - 17 six €-NI7 
Үг+ёх-9 .si x21 


Luego, Dom(f) = (eo, -у17 ] U 1, 4оо) y como Nx? - 17 20, Vx&€- VI7 y 
У + 85-9 20, Yx2 1! ,етопсе5 , Ran(f) = (0, +оо) ш 


Por consiguiente: — f(x) = 


913 -2x-x2 -|х+6| +х-3 
|х-11-1х-3141х451-Ф4х 
Hallar , el dominio , el rango y dibujar la gráfica de f . 


Solución. Como el denominador + 0, Vx € IR, el Dom(f) lo obtendremos a partir de la raíz 
cuadrada , es decir : 


fesreal > 3-2x- x* 20 © (x- IY S4 €» -3<х<1 = Dom(f) = [-3, 1] 
Ahora analizaremos el signo de cada valor absoluto a partir del Dom(f) , sin recurrir al método 
de los puntos críticos , esto es : 


a) 3<x+6<7 > |х+6| = +(x+6) 
b) 4<x-1<0 => |х-1| = -(x- 1) 

c) 6<x-3<2 > |х-3| = -(x-3) 
d 2<x+5<6 =» |х+5| = +(х+ 5) 


9N4- (x - 1? -(х+6)+х-3 
-(x- D-(x-3)-(x-5)-x 


Siy+1=V4-(1+ 1? > (y+ 1? = 4-(x+ 1) 
> (x+ 1) +(у+ 1) = 4 
Es la ecuación de una circunferencia con centro en C(-1 , -1) 
y radio r = 2 . Luego , la Gr(f) es una semicircunferencia de р 3f 
radio 2 , en el semiplano superior de la recta y = -1 . (Véase la [^s gs 
Figura 1.57). Por tanto : ЖЭ. Үг, Шин 
Ran(f) = [k,k+r] = [-1, 1] FIGURA 1.57. 
Verifíquese analíticamente , a partir del Dom(f) , la obtención del Ran(f) 





Sea la función : f(x) = 


Si 3<x<l => 


= 44 -(a+ 1? -1 


Entonces en f: f(x) = 
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|х431-41х-2| , 5412х-11» Ix- 51 
(EJEMPLO 25) 5є/0)- 


|үХх451-ЇХ-1 , si l2x-11<lx-51 


Hallar el dominio, el rango y dibujar la gráfica de f . 





Analizaremos el signo de cada valor absoluto resolviendo las inecuaciones respec- 
tivas de los dominios restringidos. 


a) Sil2x- 1l» Ix- 5^ à Qx- 1y » (x-5y e» x<-4vx>2 
Entonces : f (х) = |х43|1-41х-2| ,sixe (o, -4) U (2, +оо) 
Determinemos el signo de cada valor absoluto partiendo del Dom( f,) 
x+3<1 > [x43l2- (x43) x+3>5 > |х431-4(х-3) 
x«-4 сэ 


x-2«-6 c lx-2|=-(x-2) x-2»0 > |х-2|=+(х-2) 





-(x*3)-(x-2) = -2x- 1, six «-4 
=> у(х) = 
(х+ 3) + (х- 2) = 2x+ 1, six>2 


b) Si 12х-11<1х-5| > xe [-4, 2], es el complemento de (а) 
Luego: ў) = 1х451-1х-1|, sixe [-4,2] 
Como el punto crítico x= 1 є [-4,2] , entonces si : 


1<х+5<6 c Ix-5l =+ (х+ 5) 
4eEx<l e 
-35х-1<0 > Ix- 1] s -(x- I) 


6<x+5<7 = |x+5| = +(х+ 5) 
1$xs2 e 
О<х-1<1 = 1х-1[= +(х- 1) 


(х+ 5) + (x-1) 2 2х+4,5і хє [-4, 1) 
=> fa) = 
(x+ 5)-(x- 1) = 6,sixe [1,2] 


Por lo tanto , si f(x) = f 0) О f (x) , entonces 





-2x-1,5si x«-4 

2x+4 ,si-4<x<l 
fos si 1<x<2 

2х+1 ,si x»2 


La Gr(f) se muestra en la Figura 1.58, de donde: Dom(f) = IR y Ran(f) = [-4,+00) m 
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Con respecto a la gráfica de funciones definidas por 
fœ) «18001 
como por definición de valor absoluto , f(x) 20. Vx e Dom(f), y , además 


| 200), si g(x) 20 
Јо) = 
-g(x) , si р(х) «0 
se observa dos aspectos fundamentales : 
a) Las restricciones: (x) 20 y р(х)<0 
b) Las imágenes: f(x) = g(x) y fœ) = - g(x) 

Esto significa que la Gr(f) se obtiene a partir de la Gr(g) y ocurre que si g es positiva la 
Gr(f) = Gr(g), y cuando es negativa , la Gr(f) se obtiene por reflexión de la Gr(g) sobre el eje 
X . En consecuencia, la Gr( f) siempre se mantendrá en el semiplano superior del eje X. Para el 
caso de funciones definidas por : 

х) = lg) + hl+k 
la Gr(f) se mantendrá en el semiplano superior de la recta y = k 


Construir la gráfica de las funciones 











2 fo) = |2+2 b) fo) -122-4х1-1 
a) Sea р(х) = Ef? o у=1+ — «ө(х-2)(у-1)-4 


La Gr(g) es la de una hipérbola equilátera con centro en C(2 , 1) y asíntotas , 
las rectas x 22, y= |. Por tanto , la Gr(f) , que se muestra en la Figura 1.59 , comprende la 
parte de la hipérbola arriba del eje X donde р(х) 2 0 , esto es, en x e (oo, -2]U (2 , +оо), 
y la parte reflejada de la hipérbola donde g(x} < 0 , es decir, en x e (-2, 2). Luego, 
Dom(f) = R - (2) , Ran(f) = (0, +00) 
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b) Sea g(x) = -4x = (x-2)-4 
La Gr(g) es la de una parábola con vértice en У(2,-4) . Entonces la Gr(f) , mostrada en la 
Figura 1.60 con trazo lleno , comprende parte de la Gr(g) donde g(x) 2- 1 (semiplano supe- 
rior de la recta y = -1) , junto con la parte reflejada de la Gr(g) donde g(x) « -1 (trazo 
discontinuo) . Luego, Dom(f) = IR y Ran(f) = [-1 , +) m 


Sea f la función cuya gráfica se muestra en 
la Figura 1.61 . Hallar la gráfica de las fun- 





ciones : 


a) р(х) = f(Ixl ), x e Dom(f) 
b) Mx) -1Л0)| ,x e Dom(f) 


a) Por definición de valor absoluto 


ТО) , 5х20 





go) = (1х1) = 
Fo), six<0 

Luego, ѕіх2 0, la Gr(g) = Gr(f), estoes,sixe [0,4], y six<0, la Gr(g) se obtiene por 

reflexión de la Gr(f) en el eje Y . De la Figura 1.61 : 


-] ,Si0sSx«l -1 ,8405-х«1| e-I1«xsO0 
170) = | e fa) = | 
x-2,sil<x<4 -Х-2,8415-х54 SO 4<x<-l 


-х-2,81-45х5-| 
~ g= 151) = $- ,54-1«х:51 
х-2,511<х<4 
Su gráfica se muestra en la Figura 1.62 


b) Si h(x) = | (х) 17, entonces la Gr(h) se obtienen reflejando sobre el eje X toda la parte de la 
Gr(f) que está debajo de dicho eje , tal como se muestra en la Figura 1.63. E 





Sección 1.8 : Funciones especiales | 49 


Definición 1.16 : FUNCIÓN MÁXIMO ENTERO 


> аә -— — юм 


- 


v 1 А 2 * PIE IL We v y TU ARA ZE ч 4 e rw D 
Í T , 432 PAra re “Сүз inr 21 PANY i72 d 
Па función denotada por Í |, con dominio el conjunto - 


Fonden ^T^ ectñirarda nar 
ропаст A Сма аава POL 
ЖЭЛ s б, = 


AS Е 
IR 22 / 
а г E m 
£ * fo га 
1 | Е АСА 


E - ys” ў 

Яп «лачы . t А » A - Y е 
сз e t o a TIT - P "X л. EY- 

A 30 TAI (V (1: Y* n | Iray 2 £11! hot d 

1 бә LA шали enter no mayor queaA 





d 22 1: > сє PEA м. hi 
ЕХ = H ЭЭ”, 1-1. 
TX! #0: T - 


De las propiedades de los números reales es conveniente recordar que si 

[x] = п © n<x<n+1,neZ 
entonces el dominio de la función máximo entero es la unión de intervalos de la for- 
ma [n, n + 1), ne Z,estoes 


Domí(f) = R = хє Ü [n,n + 1), y como f(x) = n => Ran(f) = Z 
nel 


Luego , para trazar la gráfica de f(x) = [x] , especificaremos f para algunos intervalos de 
longitud unitaria a cada lado del origen. 


51-2<х<-1 = п= [х] = 2 О<х<1 = [х] = 0 
-1<х<0 > п= [х] = -1 15х42 > [x] = 1 
-2,9 хє [-2,-1) 2€«x«3 => [х= 2 


-l,sixe [-1,0) 
еу | їгс O,sixe [0, 1) 
l ysixe [1.2 
2,sixe [2,3) 


Obsérvese que la gráfica de f (Figura 1.64) se obtienen 
dando valores a n , es decir , para cada valor de n obtene- 
mos un intervalo en el cual se tiene una función constante 
cuyo rango es n. 





FIGURA 1.64 





Antes de resolver algunos ejemplos ilustrativos, es conveniente recordar las propieda- 
des más usuales del máximo entero. 

ME.1: Si[x] = р © п<х<п + 1,neZ 

ME.2: SimeZ > [x+m] = [x]+m 


0O,sixeZ 
МЕ.3: Vxe R,[x]+ [-x] = 

-l,sixe (IR-Z) 
ME.4: [[x1)] = [x] 
ME.5: Si[x] <a = x «a, VaeZ 





(B nidi 
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ME.6: Silx]<a => x<a+1,VaeZ 
МЕ.7: Si[x]2a €» xz2a , VaeZ 
ME.8: Vxe R,x-1<[x]<x 

ME.9: Vx,ye R,[x]+ly]<fx+y] 





Construir la gráfica de la función f(x) = [ тх], тє Z 











Por la propiedad ME.1 : [mx] 2n = п<тх<п+ 1 (1) 
Puede ocurrir dos casos : 
: n п+ 1 "rn n+l 
а) Si me Zt =з х= = , luego , Dom(f) = U, [2 = ) y f(x) = n 


Cada intervalo del Dom(f) tiene una longitud 1/m , es decir, se acorta m veces respecto de la 
longitud unitaria (Véase la Figura 1.65) 
b) Si meZ e tl «АВ = Dom(f)- U, (MEL, л] y fx) 2n 


Cada intervalo del Dom(f) tiene una longitud 1/m y cambia de sentido (Figura 1.66). Nótese 
que cuando n e Z* cada intervalo del Dom( f) es negativo y viceversa. Luego , dando valores 
anen ambos casos , se sigue que : 


-2,84-2/т х «- l/m -2,si-I/m <x < -2/m 
-1,si-Idm Ex «O0 -1,810«х5-1/т 
fo 0,si0 €x < I/m f(x) = 0,si l/m<x<0 
1,5 l/m<x<2/m l,si2/m «x S l/m 
2 ‚51 2/m € x < 34m 2,si 33m « x < 2/m 











Nota Situaciones similares se presenta para funciones definidas por f(x) = [ х/т | donde el Dom(f) 
está constituido por la unión de intervalos de la forma [m n ,m(n+i)o(mn+l.mn], 
es decir , cada intervalo se alarga m veces la longitud unitaria. 
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Construir la gráfica de la función f(x) = [ x/2 | 





Si [x2] = п & n<x/2<n+! €» 20 <х<2 (п+ 1), пє Z 
Entonces , Dom (f) = {х| хє [2п,2 (п + 1)), пє 7} = IR 

Obsérvese que en este caso los intervalos del Dom(f) son de longitud doble (т = 2) , у como 
f(x)=n , entonces el Ran(f) = Z. Luego, eligiendo algunos 
valores para n € 2, se tiene : 


-2 ,54-4«х«-2 
-1 ,я-15х«0 
То) = 0,si0€x«2 
1 ,si2€x«4 
2.si4€x«6 


— - 





>. 
ваа“ аж 


FIGURA 1.67. 





Finalmente , la Gr( f) se ilustra en la Figura 1.67 








El método gráfico para dibujar gráficas de funciones definidas 


por: ТО) = [209] 

Supongamos un intervalo x e [a , b) del Dom(f) . Sabemos que para ne Z , si 

ТО) “1600| = п © п< (х) <п+ l,Vxe la, b) 
Si interpretamos geométricamente este resultado veremos que la gráfica de f en [a , b) es 
la proyección vertical de la Gr(g) en dicho intervalo que resulta de resolver la inecuación 
[2]<р(х)<{в]+1. 
Entonces , dada una función g , cuya gráfica es conocida (en la Figura 1.68 , con línea discon- 
tinua) , la gráfica de la función f(x) = [ р(х) | estará constituida por segmentos horizontales 
uno de cuyos extremos estará sobre la gráfica de g. Se debe advertir que no necesariamente la 
porción de la gráfica de g debe proyectarse sobre todo el intervalo [n , n + 1) para que cumpla 
la igualdad | g(x) | = n. En la Figura 1.69 se muestra la gráfica de una función g (línea 
discontinua) en la que se observa que para x e [x, , х] => 18071 =2,es decir, se 
cumple que 2 < р(х) « 3 , aunque no toda la curva perteneciente al intervalo [x, , x,] se 
proyecte sobre (2, 3) . 
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Hallar el dominio , el rango y construir la gráfica de la función 


fœ = [Хх ] 





П Los pasos a seguir son los siguientes 
1. Construir, con trazo discontinuo, la gráfica de g(x) = Vx 
2. Determinar los intervalos [a , b) 
Como Ух є R+ & x20 y | Ух ] e Z*, se tiene que 
[W] = п < (х>0)л(0<п<ух <п+1, пе Z*) 
«€» п <х< (п + 1), пе 2+ 
3. Determinar el Dom(f) y el Ran( f) 
Dom(f) = (хє R*Ixe [n?,(n 1? ).Vn e 2+} = [0. +оо), y como f(x) = n , entonces 
Ran(f) = Z* U (0). сүл 
4. Determinar la regla de correspondencia de Г. 
Dando valoresan=0,1,2,3,se tiene: 
0, sixe [0, 1) 
1, sixe [1,4) 
2,sixe [4,9) 
3,sixe[9,16) 


Хо) = 





FIGURA 1.70 — 





Hallar el dominio , el rango y construir la gráfica de la función 
E 4 
fo = [71 


1. Dibujamos con trazo discontinuo la gráfica de g(x) 





= шоо , llamada curva 
| tx 





de Agnesi , que tiene por asíntota al eje X. 
2. Determinación del dominio y el rango de f. 
Como la curva se extiende a lo largo del eje X => Dom(f) = IR 


54 








1 4 
ás, x: 2 0, Vx 2 < 
Además,x'20,Vxe IR > x! « I 1у 0< V БЕО т 


Luego: [5] =0,1.2,3,4,estoes, Вап) = (0,1,2,3,4) 





3. Conocidos los elementos del rango podemos determinar los intervalos restringidos del domi- 


4 


e <n+l 





nio, haciendo : [тут] nens 
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Ahora, paran=0 => 05 2 <1 > 4< l +x ,puesl cx! 0, Vxe IR 
= 023 с € (oo , -ү3 ) U (УЗ, +) 


рага п=1 e» 15 Гао «2 e» xe [48,-1) U (1, 3] 





nz2:2€ D <3 €» xe [-1,-1//3) U (1/8, 1] 


rS 
1++х? 


0=4 t= 0 


п=3 3< «4 exe [-1А3 ‚Оу U (0, 1/53] 


4. Con toda esta información trazamos la gráfica de f , mostrada en la Figura 1.71. 








Hallar el dominio , el rango y construir la gráfica de la función : 

fe) = Ixl - Ex] 

Sabemos que si [x] = n < п<х<п+1 (ME.1) 

Por el valor absoluto, consideremos los casos siguientes 

а) Six»0.lxl.2 x => f(x) 2 x- [x] > fQ)-x-n €» xe [n.n+ Il). ne Z* 

b) Six«O,lxl = -x > fœ) = -x-[x] > }(х)=-х-п e xe[n,;n* D,neZ 
Luego , de (a) у (b) se sigue que el Dom(f) = R. 
Análogamente para determinar el rango de f consideremos dos casos 











Six20 > п<х<п+1 © [x]2n,neZ,ycomolx] =x > n<lxl<n+1 
y restando n a cada extremo etiene:0< |x| -n« 1 => ye [0, 1) 





Six«0 > -n-ISx«-n = [x] = -n-1 
Multiplicando por -1:n«-x€n-&l,ycomolx| =-x => n«lxl £n+ 1 
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Si sumamos (n + 1) a cada extremo obtenemos : 2n + 1<lxl +(n+ 1)<2n+2 
Entonces : 2n + 1 «Ixl - [x] <(2n+1)+ 1, y haciendo 2n +1 = ke Z impar. se tiene 
k<f(o)<k+1 > ye(k,k+1],ke Z impar 


л Ran ($) = 10.1) Ок, k I]. ke Z impar. 
než 


Dando valores a n en (a) y (b) se tiene : 


2-x,sixe [-2,-1) 


| PEN т 
l-x,sixe [-1,0) Go Neap 
des: coa 90а 





f(x) = x „Sixe [0, 1) | 
x-l.sixe [1,2) 
х-2,Яхє12.3) 





Dibujando cada recta en el intervalo correspondiente 
obtenemos la Gr(f) mostrada en la Figura 1.72. m 





Hallar el dominio , el rango y construir la gráfica de la función 


Од <= хыг , donde n = [x] 





1. La función tiene sentido & n-x3 0, es decir 
Dom(f) = R- (xl [x]-x=0),perosi[x] = x e» xeZ 
Por lo tanto, Dom(f) = R-Z 





2. Para determinar el rango de f debemos considerar dos casos 





Si n es un número par: n 2k, ke Z > (-1)"=1 
ysi[x] = 2k > 2k<x<2k+ 1, luego, ў (х) = D „xe Qk,2k + 1) 


Si2k «x «2k 1 => - Qk+ 1) «&-x «2k ‚у sumando 2k se tiene : 





1 
-1«2К-х«0 => -œ< > 





Si n es un número impar : 
n=2k+1,keZ s (-1)" = - 
узі [х] =2к+1 > 2k+ ]<x<2k +2 


LM -1 Е 1 
+10 Tu Ex хо 


xe Qk* 1,2к+ 2), кє 2 


Ahora , 51 2k + 1 «x «2k + 2, entonces restando 2k + 1 а! 
cada extremo obtenemos 
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O<x-2k-1<1 = 1< m <+ c5 Ran(f,) - (1, +00) 


2k- 1 
2. Ran(f) = Ran(f) U Ran(f,) = (ео, -1) U (1, +00) 


3. La Gr(f) , mostrada en la Figura 1.73 se obtiene dando valores a k еп: 


Lee „Sixe Qk,2k- ),keZ 
fo) = 


q ak g 8156 (k+1,2k+2), ke Z m 


x+lx! 
Ix! - [x] 


Hallar el dominio , el rango y graficar la función. 





Sea f una función definida en R por f(x) = 


"Solución 1. Determinación del dominio de la función. 
La función tiene sentido < 1х1 -[x] «0 
Por el valor absoluto debemos considerar dos casos. 


Caso i Six<0 => [x]s-1ylxl >0 = Ixl-[x]1»0 
0 


Además: |x| = -x = |x| +x = 0, luego, f(x)= "sis 0 

Si f(x) = 0, Vxe (00,0) => хє IR^ y Ran(f) = {0} (1) 
Caso? Six>0 => |х| = x 

Como x- [x] £0 > [x]zx «€» (xeZ)^(xz0) => xe 7+ (2) 


Por loque, de (1) y (2), se sigue que: Dom(f) = R-Z* 


2. Para determinar el rango de f en el caso 2 , consideremos 











a) O<x<l y b) x» Il xe 2+ 
a) 510<х<1 > [x]=0 y |х| = x e f(x) = шин m2 
> Ran(f) = (12), Vxe (0,1) (3) 
b) Six» Il xeZ* > [x]=n e nex<n+1,n>0 
= ЈО) = ХЕХ =- cq -24-2. xe[n,nsl), n20 
SinSx«n-*l-c»n-n£x-n«n«lI-ne0zx-n«l1 ce нЕ 3 (4) 


Perocomo x> ly [x] = п> 1 = 2n>2>0, luego en (4): 


| 2п 2п 
> > € 
M 1 e CET 2n 24 XA 











>2n+2 > f(x) »2n42 
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Peron»] => (х) >24, luego y e (4, +оо), ѕіх> 1| хе Z* (5) 
Por tanto , de (1), (3) y (5): 
Ran(f) = (0,2) U (4, +=) | 
Teniendo en cuenta (1) , (2а) y dando valores a n en | 
(25) se sigue дие: 
0 ,41хє(-сс,0) 
2 '".sixeqiD 
2x ,sixe(1,2),n=1 





Ы. —— we (2 3), n=2 E | 
Я ~ | : 








Construir la gráfica y hallar el rango de la función 
[x-2] ,Si | х | es par 
ТО) = 


3x-[x+1],si [x ] es impar 


;,Vxe [1,4] 





Haciendo uso de la propiedad : [x+m]=[x]+m,meZ 
sean : f (x) = [x] -2, si [x] es par 
$.) = 3x-[x]- 1, si [x] es impar 
En ў, 51 [х] =п=2к €» 2k<x<2k+1 = f(x) =2k- 2 
En f,,si[x]=n=2k+1 > 2k+1<x<2k+2 => fo 3x-2-2k 


2k -2 ,sixe [2k, k * 1) 
> fx)= 
3x -2-2k,sixe [2k+1,2k+2) 


Luego, f, para k = -1,0,1, y en f,, para 
k = -2,-1,0, 1, obtenemos 


-4 ,sixe [-2,-1) 

-2 ,sixe [0,1) n par 

0 ,sixe (2,3) 
ТО) = 4 3x+2,sixe [-3,-2) 
Зх ,sixe[-1,0) 
3x-2,sixe [1,2) 
3x-4,sixe [3,4) iam E 

FIGURA 1.75 


La Gr(f) se muestra en la Figura 1.75, de donde Ran (f) = [-7, -4]U [-3, 0]U[1, 4)U [5, 8) 


n impar 
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Hallar el dominio, rango y dibujar la gráfica de la función 








[x- 1] + [1-x] . 
re ‚510<х<2 (f) 
Хбх) = 
Sen 71) ,Six22 (7) 
n En f se бепе: [x - 1 ] - [1 -x]2 [x]- 1 £1 € [-x] (ME.2) 
0,sixeZ 
> fo = [х]+[-х] = (ME. 3) 
-l,sixe R-Z 
Por el radical: х-1х120 €» [x]<x, que es válida Vx e IR (МЕ.8) 


Para hallar la imagen simplificada de ў, , escribimos la restricción 
0<х<2 = (0) U.(0,1) 0 £1) U (1,2 








0 5 
—— 2-0 , $1 х= 0 
2-0-0 
-| | 5 0 „Sixe (0,1) 
---тшшш = ,510<х<1 
2=Ax-0. -2 l «ха! 
e f(x) = 5 с = 4 үх -2 
OS „SIX = 
7-41-1 Ea era 
X- - 


25 1 р 
———— -= ,sil<x<2 
2-3x-1 Ух-1-2 ые 


= 
- 


l, si E »0 e (x«0) v (хэ!) 
| х-1 ХЕ 
En f, : Sgn (3) = 028 ор =0 е хе 
Zh. rz « 0 € б<х<1! 


Debido a la restricción x 2 2 , sólo interesa : f (x)= 1 , six» > 1 

Entonces , Іа regla de correspondencia de f es : UT Ey. 
0 , Sixe (0,1) 
1 





siO<x<l 
М. 
fe) = ' 
-ш--- , Si <x<2 
Ух -1-2 
| ; &х>2 





La gráfica correspondiente se muestra en la Figura 1.76, de donde {КОНАТЫН 


Ran (f)= (-1,-1/2) U {0,1} 
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Definición 1.17 : FUNCIÓN PAR 





Es aquella función que se caracteriza por tener una gráfica simétrica respecto del eje Y , es 
decir, si en ella se cumple lo siguiente: 
| i) Sixe Dom(f) => -xe Dom(f) 
й) fCx) = Јо). Vx e Dom(f) 


Determinar si las funciones dadas son pares 
a) ү) = Зх -2r b) р(х) =1х + 2х1, хє (3,3) 





Solución a) Como el Dom(f) = IR , entonces 
1) Sixe Dom(f) = R => -xe Dom(f) = IR 
п) sE AUS 3х5-2х7 > f(x) = ÍA) 
Por lo tanto , f es una función par 
b i) Sixe (3,3) > -3«x«3 e» 3>x>-3 > -xe (3,3) 
i) р(-х) 2l Cx? + 2(-х)| -1-х2-2х1-1-02-2х|-1 5 4 2x1 
c» р(-х) = р(х), Vx e Dom(g) 


Por lo tanto , g es una función par. m 





Si f es una función real de variable real definida por : 


$00) = Vx+ [-x] *x[x], demostrar que f es par 


ROMA € 5 .. - 2 . . . z 
Demostración En efecto ,si f es una función de variable real , ésta tiene sentido si , y sólo 
si:x*[-x]20 
a х+[-х]=0 = хє 
Ahorasi,x+[-x]>0 <= 
b) x+[-x]>0>xe0 


Probaremos (a): 


l. Seax=n,ne Z,es decir, x es un entero cualquiera 

2. Multiplicando por-1: - х = -n => [-x] = -n 

3. Sumando (1) (2): x+ [-x] = п-п = 0, cumple con la relación (a) 
Luego,si[-x] = -x &$&-xeZe»-(-xeceZ 

Probaremos (b) 


4. Consideremos ahora: n «x «n^ 1 

5. Multiplicando por-1: - (n+ 1) &- x «- n => [-x] = -(n+ 1) 

6. Sumando |-х | a (4) tenemos: n + [-x] «x«[-x] «n 1 [x] 
Entonces: n-(n* 1) zx*t[-x]«n«l-(n-* 1) > -1<x+f-x]<0 
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Obsérvese que х + | -x | es siempre negativo , es decir , no se cumple la relación (b) , por lo 
quexe ġ. Luego : 
i) Yxe Dom(f) = 2 -xe Dom(f) = Z 
Sixe Z [x] xy sixeZ ce [-x] =-x 
y si f(x) = dx + [x] жхЇх| = (х) = Nx - x +x(x) шХ,Хє 
i) fx) = (ху = x => f(-x)= f) 


En consecuencia , f es una función par. E 


Demostrar que la función f(x) = (1х1 43/2] , хє [-2,2] , es par; hallar 
su rango y dibujar su gráfica. 








Enefecto,sixe [-2,2] = -2<х<2 > 22-x2-2 
ы»-25-х52-.-хє12,2| 
Luego: i) Sixe Dom(f) = [2,2] > -xe Dom(f) = [-2,2] 
i) f(x) = [l-xl +3/2] = [Ixl + 3/2] = fœ) 

Por lo tanto , f es una función раг. 
Para dibujar la Gr( f) escribimos, Dom(f) = [-2 , O) U [0,2], entonces si 
До) = 1х1 +3/2],хє [0,2] y 7,6) = [1х1 3/2]. хє [-2,0), setiene: 
a) Enxe [0,2], ix] = x => /0) = [x 32] 2n,neZ 

Sixe [0,2] = 0<х<2 >» 3/2 <х+3/2<7/2 

Ahora , dando valores a n hasta cubrir el intervalo [3/2, 7/2] , se sigue que 


1,51 32€ x + 3/2 «2 1,4 05х«1/2 
[х+ 3/2] = 2,512 <х+ 3/2 < 3 > $0) = 2,51 1/2 <x < 3/2 
3,51 3/2 <х<2 


3,513 < x+ 3/2 < 7/2 


b) Como f es una función par , su gráfica es si- 
métrica respecto del eje Y , entonces la 
Gr(f,) en x e [-2 , 0) la obtenemos por re- 
flexión , sobre el eje Y , de la Gr(f,) en x | 
є [0, 2] да! como se muestra en la Figura | 
1.77 , de donde : : 

Ran(f) = {1,2,3} 





Sea Іа función f(x) = V2 |x| + 3 - х2 Sgn(x? - 1). Hallar el dominio , el 
rango y construir su gráfica. 





a) Determinación del dominio de la función 
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fesreal > 2lx| -3- x: 20 (1) 


Six z0,lx| 2x,entoncesen(1):2x 43-x? 20 < x! -2x-3«0 
> (х2 0) л (х- 1) <4] © (х20)л(-25х-152) 

€» (х2 0) л (-1<х<3) > xe [0,3] 
Six<0,lx| = - х, entonces en (1): -2x +3-2 20 © 2 +2х-3<0 
= (х<0) л [x+ 124] S (х<0) л (-2<х+1 <2) 

e (х<0) л (-3 <х<1) > xe [-3, 0) 

2 Dom(f) = [-3,0) Y [0,3] = [3,3] 
b) Construcción de la gráfica de f 
Obsérvese que f es una función par , pues 

i) Sixe Dom(f) = [0,3] => -xe Dom(f) = [-3,0) 
i) f(-x) = f(x), Vxe Dom(f) = [-3,3] 








-1 690641 e -lexel 
ydadoque: Sgn(x'-1) - D 5л =] х= 1 
l ,яХ»1 e x«-Ivx»1 
Entonces construimos la gráfica de f correspondiente al intervalo (0, 3] , para luego dibujar, 
por reflexión sobre el eje Y , la Gr( f) correspondiente al intervalo [-3 , 0) . Luego, para intervalo 
[0 , 3] se tiene : 
Ух + 3 - х2 (1)--44-(х-1У „Sixe 1,1) n[0,3] = xe [0, 1) 
О) = У2х+3 - х2 (0) = 0 „Sixe (-1,1) n [0,3] => х= 1 
Y2x+3-x (1) = ү4- (х - I} ,s(x«-Ivx»D)UI0,3] = xe (1, 3] 


Enxe [0, 1), y 2 - V4- (х - 1)? ,(y«0) > у-4-(х-1У e (х- 10+ y =4 
Enxe (1,3],y 2 V4- (x- Ip ,(у20) ә у=4-(х- 1) e (x- 1) + y?=4 
Luego,enxe [0,3] la Gr(f) consiste en seg- 
mentos de circunferencia (x - 1 + у? = 4 , con 
centro en C(1 , 0) y radio r = 2 , cuyo dibujo se 
muestra en la Figura 1.78 , así como la imagen de 
estos segmentos respecto del eje Y. 
c) Dela gráfica de f obtenemos : 
Ran(f) = (-2,-N3] п [0,2) 
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ón 1.18: FUNCIÓN IMPAR 


—Á — — „а n. 


=, же; 


ot п cuya grá áfica se ec ага СЇ teriza por ers 


^ 252.42 man rhone 
Г se ити étric: are 5р есю det origen Gc coor 


х) . юм a 
“ Б 5 


ган 


Ld 


eL Jom(f 








Determinar 81 las funciones dadas son impares 


a f(x) =2-3x b) g(x) - М2 +11) „хє [-2,2] 





a) Como el Dom(f) = IR , entonces 
i) Sixe Dom(f) = R => -xe Dom(f) = IR 
ii) f(-x) -2(-хУ-3(-х) = -26 + 3x =- (28 - Зх) e» f(-x) = -f(x) 
Por lo tanto , f es una función impar 

b) i) Sixe [-2,2] € -2<x<2 > 22-х2-2-»-х61-2,2| 


ii) g-9 = Усх(241-х1) =- М2 +11) > gx) =- р(х) 


2. ges una función impar Е) 
EJEMPLO | 4 2 Sea g(x) = 1244 - [x2 1/2] x x. Si (х) = р(х) - g(-x) , determinar 





si f es una función par o impar. 





Como el Dom(g) 2 IR , entonces -x e Dom(g) = 

Luego, g(-x) = Хх) +4 - (0-х) + 1/2] + (-х) + (-x) 
-424-4-183-1/21-0-х 

Por lo que la regla de correspondencia de f es: f(x) = р(х) - g(-x) = 2:8 2x 

Ahora,si f(-x) = 2(-х) + 2(-x) --(25-х) > f(-x =-f0) 


". fes una función impar. ás 


Sea f una función con dominio [-a , a] , de donde a » 0 . Demostrar que f 
se puede expresar como f(x) = ў (х) + f(x) , donde f, es una función par 
y f, es una función impar. 








En efecto , haciendo f(x) = > FO) + 5 ҒО) + 5 fx) - i f(-x) 


= $0) =>31£09+10]+ 51460 - f] (1) 
Sean: ў (х) = 41170910) у 06) = 3 ЦРО) - fc] 
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i) Sixe [-a,al © -4<х<а > а>-х>-а > -xe [-a,a) 

i) 51709 = 5 [fG)* f) > f (99 -4 170 +709] = 7,0) 
Luego, Ў (х) es una función par. 
Si f(x) = > If ()-7С3)| => /,Сх) = > [Fx - $00] = - = РО) - FE] 


Entonces, ў,(-х) = - (х) , luego, ў (х) es una función impar 
Por lo tanto , en (1) : ТОО» рО) + 7,0) E 


Demostrar que el producto de dos funciones , una par y la otra impar, es 
una función impar. 








stración. En efecto , sea la función f(x) = g(x)-h(x) => хє Dom(g)M Dom(h) (1) 


i) Vxe Dom(g) => -xe Dom(g) 
Si ges раг => 
1) р(х) = 603) ,6Ухс Domie) . -:.-.---4. (2) 
1) Vxe Dom(h) => -xe Dom(h) 
Si hes impar => 
п) (х) z-h(x), Vxe Dom(h). ....... (3) 
Multiplicando (2) por (3), se tiene : 
gCx) * h(-x) = - р(х) һб) , Vxe Dom(g) N Dom(h) 
Pero, en (1): f(-x) = gCx)* h(-x) > f(x) = - р(х)" h(x) = - f(x) 
г. fesuna función impar. m 





Sea la función f(x) = V4 -x° Sgn (== ) . Comprobar que f es una 
función impar. 








ción. La función f es real <> (4-3? 20) л (xx 0) 
< (-2<х<2) л (х+0) => Dom(f) = (xe IRI xe [-2,2] - (0)) 


x:-] 
X 





Para definirla función Sgn | , Ubicamos los puntos críticos x = +1 y x = Oenel 
intervalo [-2 , 2] , esto es : 


O o ————ÀM— — — o шш шй 


-2 Qu $ wy 29 C) 1 у 2 


4,4 221 > 00 xe[-1,1) U (0, 1) 








Entonces : Sgn (1) = 0 ,si х1 20 е х=+1 (1) 


1 si Ll > 0 «ө (1,0) U (1,2) 
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Si у= -V4-x3, y 0 > x ey! =4,xe [-2,-1) U (0, 1) 
y =V4-2 ,y>0 эх жу -4,хє(1,0) U (1,2] 
Es decir , la Gr(f) mostrada en la Figura 1.79 , consiste en cuatro arcos de circunferencia de 


centro en el origen y radio r= 2. Por tanto , hemos comprobado geométriccamente que f es una 
función impar . Ahora lo probaremos analíticamente . 


-N4- cxy = -N4-x! , si-xe [-2,-1) U Q0, I) 
fa) = 0 ;Six =$] (2) 
V4-(Cxy =V4-2  ,si-xeC1,0) U (1,2] 
Si -xe [-2,-1) U (0,1) e (-2€-x«-I) v (0<-x< 1) 
€» (1<х<2) v (-1<х<0) => xe(1,2] 0 C1,0) 


-Х= +1 г» х= +] 
-xe (-1,0)U(1,2] e (-1«-х«0) v (1<-х<2) 
€» (0<x< 1) v (2<x<-1) = xe (0,1) U [-2,-1) 


Entonces en (2) 
-Y4-x* , sixe (1,0) U1,2] 
f(-x) = 0 Six *l 


AE y SINE [-2, -1) U (0, 1) 


je SESS 


į 


Si comparamos esta última relación con (1) se deduce que: [= A $ = — Tm EX 
5.4 б Зар * - +- 
fx) = -}(х) | 
Luego , hemos probado que si 
i) xe Dom(f) => -xe Dom(f) 


и) f(-x) = а f(x) , Vxe Dom(f) 








Definición 1.19 : FUNCIÓN PERIÓDICA 


үл” A AN pq > - Е. a a Key 19 Үр ГА 222 

ма función en 2 cerlirenuiue € Р уг f Yete эттер 1 £lí1 talr 

Y 4 [^ CELLU v 4 IC e. 7 n (114111. js 2 ЭР, | 5 м A ТЕТЕ 
(na 1Uncior CHARS , OL VILO QUE UC» JE, «иса S1 €XISIC Un T iumerc 8 TM. M эь 





Probar que la función f(x) 2 x - [x] es periódica , hallar su período y 
construir su gráfica. 


a) Como el Dom(f) - IR , entonces 
i) Sixe IR > (x4 T)e R 
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п) far T)=x+T-[x+T] 
Supongamos que existe un número T > 0, tal que f(x + T) = f(x) , esto es 
x*T-[x*T]) = x-[x] -1ТЧ-|х-11-|х| 
Como la diferencia de dos números enteros es un entero , se sigue que Te Z , además, por 
la propiedad ME.2: [x T] = [x] * T, luego en (ii) 
fe* T) =x+T-([x1+T) = x- [x] = у) 
En consecuencia , f es una función periódica. 
b) SiTeZ,conT>0 > T = (1,2,3,4....),dedondeelegimos F = І como el mínimo 
período de f . 
c) Gráfica de la función f(x) = x- [x] 
Para intervalos de longitud unitaria se tiene : 





De la Figura 1.80 podemos rescatar lo siguiente 
1. El período T de una función f es la longitud de un intervalo. 


2. Geométricamente la gráfica de una función periódica tiene la propiedad de ser repetitiva, es 
decir, se repite en idéntica forma cada T unidades. 

3. yzf(a)y-jf0)-Jjy6€)-f(d)- ..... S-xb-xol.cmx2.ü0—9x43,..... 
Entonces : у = f(x) = f(x + 1) = f(x c2) = х+ 3) =... .= (п), пє 2 
у сото [a,b] = [b.c] 2(c.d] = ... .=Т, en general , para una función periódica 
siempre se cumple que 

К) =f(x+T)=f(x+2T)=f(x+3T)=...=f(x+nT),neZ 

donde los números 2T, 3T,4T, .. . . , nT, son también períodos de f. т 


(EJEMPLO 47 ) Sea la función periódica f(x) = 2x - [2x +3 ] +3. Hallar el dominio, el 


período y el rango de f . 


a) Јо) = 2543-(12х143) => fe) = 2x- [2x] (1) 
Por lo que el Dom(f) = IR 
b) Para determinar el período de f usaremos dos métodos 
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Si f es periódica entonces 3 T» 0l f(x - T) = f(0),Vxe IR 
Luego, en (1) : 2(x + T) -[2(x € T) ] = 2х- [2x] = 2T- [2x *2T]- [2x] 
Como la diferencia de dos nümeros enteros es otro entero , se sigue que 

2TeZ y 2509 2T (1,2,3,4, ... .,n],ne Zt 

= T3112.1:3/2,2.... RENE Z* 
-. T = 1/2 es el período mínimo de la función f 
Si f es periódica: i) Vxe Рош(/)- R => (х+ Т) є Dom(f) = R 
ii) > J3T»0l f(x* T) = Нх),Үхе Рот) = R 

En particular, si x 20e Dom(f) => f(0-4 T) = f(0) = ЎТ) = f(0) 
En (1): 2T- [2T] = 2(0)- [0] © [2T] = 2T = 2TeZ y сото Т 0, entonces: 
21-2 [1,2,3.4,. -.,nbne Z^ vo T = [12271322 ау пете 
^ Т = 1/2esel período mínimo de la función f 





c) Rango de la función : 
Si[2x]=n © n<2x<n+1 > [2x] 32x «[2x] +1 
Restando [2x ]: > 0S 2х- [2x] «1 => 0< fp) «1 => Ran(f) = (0, 1) m 





Sea la función periódica f(x) = 2 + (-1)^, donde n= [x]. Hallar el 
dominio , el rango , el período y construir la Gr( f). 





Si[x] = по n<x<n+1 





Si п es un número par,n=2k,ke Z c» (-1)*= 1 
Entonces, f(x)=2+1=3,Vxe [2k,2k+1),ke Z 





Si n es un número impar,n=2k+1 => (-1)**'z-] 
Luego, f(x)=2-1=1,Vxe [2k+ 1,2k+2),ke Z 
Por lo tanto: a) Dom(f) = IR 

b) Ran(f) = (1 ,3) 

c) Si f es una función periódica , entonces 
JT»0l f(x* T) = f(x), Vx e Dom(f) = IR 
> 2+ (147 24 (C1), ухе IR 
En particular, para x = 0 : (-1)"1= | 
La igualdad se cumple V T € Z* par , esto es 

T2(2,.41,6,.. ..,2kl.ke Z* 
Luego , T = 2 es el período деў. 
d) LaGr(f) se muestraen la Figura 1.81. m 





FIGURA 1.81 
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Hallar el dominio, el rango y dibujar la gráfica de la función 
lx-[x]! ,si [x] es par (f) 
f(x) = 


Ix - [x 1 ]l . si [x] esimpar (f. 
Es f una periódica ? En caso afirmativo , hallar su período. 


Solución. 1. Si [х] = п < п<х<п+1 
 [x]<x<[lx]+1,Vxe R 
y restando | х | a cada miembro de esta desigualdad se tiene : 
O<x-[x]<1,porloque,lx-[x]!l=x-[x] 
Entonces , f (x) = x-[x],si [x] espar . Ahora si 
[x] =n = Ж > 2k<x<2k+1,ke Z 
> f(x) = x-2k,sixe [2k,2k+1),ke Z 
2. Del paso (1):x-[x]<1l => x-[x]-1<0; luego, ў (х) =- (x- [Ix] - D 
e Рх) = 1-х+ [x], si [x] es impar 
Silx]=n=2k+! => 2k+ | <x<2k +2 
сэ fx =2k+2-x,sixe [2k+ 1,2к+ 2), кє Z 
m , sixe [2k,k+1),ke Z 
Por lo que : f(x) = 
2k+2-x, sixe [2k - 1,2k * 22, ke Z 


Luego, para algunos valores de k obtenemos 


хаде [4,3 k=-2 -2-х ,sixe [-3,-2),k=-2 
x+2,sixe [-2,-1),k=-1 -x  .sixe[-1,0) ,k=-1 
ТО) = ж. ,Sixe&[0,1) .К-0 },(х) = 2-х,8ХЄ11,2) ,КЕ-0 
x-2,s)1xe [2,35 „к= 4-х ‚,&їхє 13,4) ,kz1 
x-4,sixe [4,5) ,k=2 6-x,sixe[5,6) ,k=2 


3. La construcción de la gráfica de f la obtenemos uniendo las gráficas de f, y f, , tal como se 
muestra en la Figura 1.82 

4. Dela Gr(f) obtenemos : Dom(f)= IR y Ran(f) = [0, 1] . Además, la función f es periódica, 
con un período mínimo T =2 
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Nota Otros ejemplos clásicos de funciones periódicas lo constituyen las funciones trigonométricas. 
Así tenemos que : 
Sen (x+2r) = Senx, Vxe R 
Cos (x - 2л) = Cosx, Vxe IR 
En general para las funciones Seno y Coseno se cumple que 
ТОО) = (х + 2л) = f(x +4n)= . . . .=f(x+ 2кл) Vke Z 
donde T = 27 es el período mínimo de ambas funciones. 


Hallar el período de la función f(x) = Cos(bx +a) , b>0 





Solución 51 f es periódica , entonces : 3T>0lf(x+ T) = ў), ухе Dom(f) = R 
t> Cos [b(x+ Т) +а] = Cos(bx+a) e Cos[(bx - a) - bT] = Cos(bx +a) 
Como la igualdad es válida V xe IR ‚еп particular para x = 0 , tendremos 
Cos(a + УТ) = Cosa €» Cosa Cos bT - Sena Sen bT = Cos a 
La igualdad se cumple €» (CosbT = 1) ^ (SenbT = 0) 
€» (bDTzO v 1-2) €&T-0 v T= 2r/b 
Como T £0, entonces, Т = 2л/ es el período mínimo de la función f ву 


EJERCICIOS . Grupo 3 


1. Sea f una función lineal para la cual se cumple que : 3f(3) - F(-1)=10 y 2f(4) +5f(2)= I. 
Si A-(-3,7], hallar f(A). 


2. 8са Г.В-» IRÍ f(x) = тх + b, con m y b constantes ; si f(1) 22 y f(3) = 1 , calcular f(5) 


3. Sea f una función lineal de pendiente m e intercepto con el eje Y iguala b , tal que 
Рт? - 2b) = + 12-2 т?) y f(2m b -2) = f(m «5 - 1), hallar la función g si se tiene 


шилжин яма 


4. Hallar una función lineal tal que f[f(2x- 1)| = 3+ 18x 


5. El propietario de una tienda de abarrotes encuentra que puede vender 980 galones de leche 
cada semana a $ 1.69 el galón y 1220 galones semanales a $ 1.49 . Suponga una relación 
lineal entre el precio de venta y la demanda . Cuántos galones puede vender a la semana 
a$ 1.56? 


6. Utilice el método de completar el cuadrado para determinar un valor máximo , o bien un 
mínimo y dibujar la gráfica de la función dada. 


10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 
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a) f(x) 24x - 12x+7 с) Рх) =- 282+ 12х- И 
b) в= {(х, yl х2+2х-2у+6=0} d) g=1(x, у)! 2+ 6х+2у+5 = 0} 


Use el Teorema 1.2 para hallar un valor máximo , o bien uno mínimo de la función dada . 
Dibuje su gráfica. 

a) Нху-244х-33/ с) р(х) = Зх + 6x49 

b) g-((x, у)|8у= 4x? + 12x- 9) d) f-2((x,y)] xi - 8x42y-8-0) 


. Si f es una función cuadrática tal que : f(x + 1/2) - f(x - 1/2) = 42x - 1), Vxe R, 


determinar un valor máximo , 0 bien uno mínimo de f si f(0) = 5. 


Si f : IR — (Res una función definida por f(x + 2) = 2x* + 5x ec y f(-1) = 8, 
determinar el mínimo valor de f. 


Una agencia de viajes ofrece a una organización un viaje todo incluido por 800 dólares por 
semana , si no más de 10 personas hacen el viaje. Sin embargo , el costo por persona se 
reducirá en $ 5 por cada una después de 100 que hagan el viaje. Cuántas personas deberán 
viajar a fin de que la agencia reciba el mayor ingreso total y cuál es éste ? 


Una empresa puede vender a un precio de 100 dólares por unidad todas las piezas de un 
artículo que produce . Si se fabrican x unidades diarias , el monto del costo total de la 
producción diaria es х2 + 20x + 700 . Cuántas unidades deben producirse por día a fin de 
que la empresa obtenga las máximas utilidades totales diarias? . Cuál es el monto de éstas ? 


Un carpintero puede construir estantes para libros a un costo de $ 40 cada uno. Si el 
carpintero vende los libreros a x por unidad , se estima que 300 - 2x muebles se venderán 
por mes . Halle el precio de venta por estante que dará al carpintero las máximas utilidades 
totales mensuales. 


Una ventana tipo normanda tiene la figura de un rectángulo rematado por un semicírculo . 
Suponga que una ventana de este tipo tendrá un perimetro de 200 pulgadas , y que la canti- 
dad de luz transmitida es directamente proporcional al área de la ventana. Halle el radio del 
semicírculo de modo que la ventana admita el paso de la mayor cantidad de luz. 


Si un acuario puede alojar un máximo de 10,000 peces , el índice de crecimiento de la 
población piscícola es conjuntamente proporcional al número de peces que contiene el 
estanque y a la diferencia entre éste y 10,000. a) Si el índice de crecimiento es de 90 peces 
por semana cuando hay 1000 peces en el acuario , exprese la tasa de crecimiento de la 
población como función del número de peces en el estanque. b) Calcúlese el índice de 
crecimiento de la población cuando hay 2000 peces. 


Un viaje auspiciado por una escuela y que da cabida a 250 estudiantes costará a cada 
alumno $ 15 dólares si no más de 150 alumnos hacen el paseo ; sin embargo , el costo se 
reducirá en 5 centavos por cada estudiante que exceda 150, hasta que el costo se reduzca a 
$ 10 porcada alumno. a) Six estudiantes hacen el viaje , exprese el monto del ingreso total 
como función дех. b) Cuál es el dominio de la función resultante. c) Cuántos estudiantes 
deben viajar para que la escuela reciba el máximo ingreso total. 
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ax b 
сх + 





16. Construir la gráfica de la función homográfica у = ,ad-bcx0,c%0,redu- 











ciéndola а la forma у= К+ En . Examinar los ejemplos. 
20542 ТЭМ сс: ХАРЬ 2338 
а) y. = 2x -3 b) M ies x-4 c) ) 2x+4 


17. Determine analíticamente el rango de las funciones 


а) f(x) 24- 2+ 12x 4 27 ,хє (oo,-11] c) f(x) 2x! - 6x *6,xe (0, +00) 


e [5 + Зх - 1 


5-х 
b =|*]—=] -4|, 053] a = ———M 4 -2.1/2 
ыл | [5 | A АН a 
18. Halle el dominio, el rango y dibujar la gráfica de las funciones : 
a) ЇҮх)-24(х) +x u(x- 1) - u(x- 2) b) Ро) =xu( [Ex 4 3] ) -x Sgn(el xl - 1) 
19. Determine el rango y dibuje la gráfica de las funciones dadas 
a) feos Ix- 1I «Ix tl c) бх) = [2x - 1] *Ix-21 
b) Ах) = Ix*21 -213-xl , xe [-10, 10] d) ТО) -1х-21-41х-21-1х1-1 
де » Vi -[x] 
20. Halle el dominio de la función: f(x) = Х|2х-11-2Х 
21. Halle el dominio , el rango y dibuje la gráfica de las funciones 
№2 - 2x ‚ xe (Ix-1]l»1) n 415-11 <3} 
a) fo») = 
x'-Ax-ASgn(|xl-3) , sixe {1х-31> 0 n (Ix- 1] <1} 


|х-71-|х-1|, sil2x 1l > |х-7| 
b) fœ) = 
[x49] «[x-3]. ,. sil2x 1] € Ix- 71 


22. Halle todos los valores de х, si es que existen , tales que 
Sen (L) + в [2—1 = 0 
= 1-3 5 (5g 
23. Determine analíticamente el rango de la función f definida por 








xX + 10х+ 21, ѕі хє [-7,-5) U [-2,-1) 
f(x) - . Construir su gráfica 
Ух+1+1 ,sixe C1,3] 
24. Halle el dominio y construya las gráficas de las funciones : 
х2 - 16 Ixl- [x] 


a Јо) = b fœ) = ———— 


[x - 16] 42-1х| 


~ 
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* En los ejercicios 25 al 44 , halle el dominio , el rango y dibuje la gráfica de las funciones 





dadas. 
25. fœ) = N [x]-x 26. fix) = 1х1 A. FE) = (2х-| 
[x] [1 - х] 
28. у) =(х-[х]ў+1х1 29. у0д=м-[хР 30. fo A 
xl - [x] 
3L $0) = - PET E 32: мә 04-14. 33 $09 12H 
34. f(x) = [à - 2x - 3] 35. fo) N[x]-3x 36 f()= [==] 
4-9 ¿sie és, -3] x*-2 „Sixe [-3,0) 
37. f= $4 lx+31-2 ,sixe (3, 5] 38. (х) = $ х-Їх-2| ,sixe [0,4) 
х - 10х+ 26, 5і хє (5 , 7] 24Nx-4 ,51хє (4,8) 
SUR sE (2,3) [Ix TE -2]* - 2r, хе €11.2) 
39. f(x) - 40. fG)- 
x+ [+ al „Sixe [3,5] Ix -Al , six e [2,9) 
2x4 ‚х<-2 2 +4x-6,sixe [-2,-1) 
41. f(x) -4 -44-х/ -2€x«2 42 f0)=3 2-4х-1 ,sixe [-1,3) 
2 + 16х-24,х? 2 13-х1-2 ,six23 
3x- [1 +x] ,si [x] es impar 
43. f(x) = ,ЖУхє1|2,4) 
|-х1 ‚51 [x | es par 
2-8 ‚ ї]х| >2,х#6 
44. f(x) = 4 УА Ѕрп(х- 1) - х2 ,sil«lxl x2 








l ‚ silx| <1 
1-х 


** En los ejercicios 45 al 52, hallar el rango y dibujar la gráfica de las funciones dadas. 


45. f(x) -1х-31-21х411-1х| 
|х-2| “Эх 7,/-21 

47. (х) = < [x2]+x ,sil xl«2 
1-1х41| , яхє(2,5) 


2x- 1 





46. fœ = Vix+1] - Ixl +12 
(1 2: х „хє ES „5/2) 
48. f(x) = 
Л ,хє(5/2,4) 
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—X. ¡siWx(2-36)>0 





x*3 — ,silx-2l»3 х4 
Х- V3x- 1/2 , sixe [1/6,9/4] 


49. fœ) = 4 4244х-1 , 844 0«х«1 50. f(x) = xar sie OMA) 


2+12х-51, si2<x<3 4 ,si4«x«6 
[x * 2] | 
de -9 -2,51-5<х<-3 Ix -2] -x,sixe (4,0) 
51. f(x) = < Ix «21 -3,si0«x&s5 52. үх) = +4 N4-x ,ѕіхє (0,4) 
3x - 16 РЕЧ 2х- 8 ‚51х24 
x-5 


53. Si la gráfica de la función f está representada por la Figura 1.83 , hallar su regla de 
correspondencia . (Nota : AV es la rama de una parábola donde |p| = 1/2). 
54. Determinar la regla de correspondencia de la función cuya gráfica es la representada en la 
- Figura 1.84 (Nota: АВ es una semicircunferencia , BV es la rama de una parábola). 





FIGURA 1.84 


55. Enlos siguientes ejercicios , discutir si la función dada es par, impar o ninguna de las dos 





cosas. 

a) fa) = 22-3545 b) fG) = 5x'-3x«1 с) р(х) = 3-24 + Cos'x 
er 

d) 10) = «lxi + 7)Senx' е) р(х) = 633) 6-3) f) hb) = 2 


в) fx) = Ча? +ах x - Na?-ax + xi h) f(x) = Nx [-x]+ x[-x] 
56. Comprobar si la función dada es par o impar . Dibujar su gráfica 
-¥ + 8х - 10,512 <х<6 
ТО) = 


-X - 8х- 10,51 -6<х<-2 
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57. Sea f(x) = V4-x Sgn ( а i ) , donde el Dom(f) N (-2, 2) =¢ . Probar que f es una 
función impar. 

58. Sea f(x) = 2+3x+2.Sih(x) = f(x) + f(-x) у р(х) = f(-x) - f(-x), determinar cuál de 
las funciones h o g , es par y cuál es impar. 


59. La gráfica de la función f de la Figura 1.85 se parece a la letra w . a) Definir la función f . 
b) Verificar que f es una función par. 


60. La gráfica de la función f de la Figura 1.86 se parece a la letra М.а) Definir la función f. 
b) Verificar que f es una función par . 





61. Demostrar que la función definida en IR por f(x) =[ mx] - m {x ] es una función 


periódica. 


1, sixe [22,2a + 1) 
62. Dada la función definida por: f(x) = 
0,sixe (2a+1,2a +2) 
donde a є Z, definimos la función g por 
ВО) = (x- [x D fe) +[1 - fG)] Sen? (13/2) 
Es g una función periódica? En caso afirmativo , hallar su período . 


63. Demostrar que las siguientes funciones son periódicas y hallar su período mínimo para 


cada función 

а) f(x) = Зх- [3x42] +2 ай) fœ = -ix Yre R 
b) f(x) 2 [3x]-3[x] e) f(x) = |Senxl + |Cos xl 
с) х) = x ,n2[x].Dom(fIR-Z f) fœ) = 2Cos (555) 


64. Sea f(x) = ([mx]-mí[x])Sgn(4-»),ne Z- {0}, хє (2,2).Determinar si : 
1) fes paro impar 
ii) f es periódica . En caso afirmativo , hallar su período. 
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ALGEBRA DE LAS FUNCIONES 





Sean f y g dos funciones reales cuyas reglas de correspondencia son f(x) y р(х). Se 
define entonces las cuatro operaciones : suma , diferencia , producto y cociente de f y р del 
modo siguiente 
1. Lafunción suma , denotada por f +g 

f+g = { (х,у) у= [(х)+р(х),хє Dom(f) n Dom(g) ) 
2. Lafunción diferencia , denotada por f - р 

f-g = ((x.y)l у= Хо) -86),x e Dom(f) n Dom(g) } 
3. La función producto , denotada por f -g 

f-g = {(к,у)! у= Р) + вх), хє Dom(f)N Dom(g) } 


4. La función cociente , denotada рог t 


14, 219 
dis {(х,у)! у = m) s Dom(f) П Dom(g) , р(х) +0) 


Geométricamente , la gráfica de la suma , diferencia, producto y cociente de dos funciones f y 
g se obtiene sumando, restando , multiplicando y dividiendo , respectivamente , las ordenadas 
para un x del dominio comün de ambas funciones , esto es : 

Gr(f +g) = { (х. f(x) + р(х) )1xe Dom(f) n Dom(g) ) 

Gr(f - 8) = ((5.70)-809)| x e Dom(f) П Dom(g) } 

Gr(f - g) = { (х, Рх) + g09)1x e Dom(f) N Dom(g) ) 


Gr (2) = {(х ч A] | xe Dom(f) N Dom(g), go) +0 } 





Si Gr(f) = {(-3, 2), (0,0), (2,4), (3,-1),(4, )) y Gr(g) = (2,0), 
(3.4). (4,7) . (6 .2)) , hallar: 
a) f*g b) f-g c) f/g d) f'43g 


Solución. Dom(f) = (-3,0,2,3,4) y Dom(g) = {2,3,4,6} =» Dom(f)M Dom(g) = 
{2,3,4}. Aplicando la definición correspondiente se tiene : 

а) Gr(f +g) = { (2, f2) + р(2), (3, f) +863) ) , (4, f(4) +8(4)) } 
= {(2,4+0), (3,-1 +4), (4,3+7)} = { (2.4), (3, 3), (4, 10) } 

b) Gr(f-g) = { (2, 302) - 2(2)). (3, (3) 9 . (4, f(4) + 2(4)) ) 
= {(2,4х0), (3,-1 х4), (4,3х7) } = { (2,0), (3, -4), (4,21) } 

с) Gr(f/g) = { (2, f27g2) ), (3, 303)/8(3) ), (4, f(4/g(4)) } = { (3, -1/4), (4, 3/7) } 

Сото g(2) = 0, no existe Gr( f(2)/g(2) ) 


74 Capítulo 1: Funciones 


d) Оў + 38) = { (2, (2) + 36(2)), (3. [ (3) 4-38(3) ) . (4, £*(4) + 38(4) ] 
= {(2,42+3(0)). (3, (-1) + 35).(4, 3 € 30) } 
= { (2,16), (3, 13), (4, 30) } л 


l,si-1<x<2 





2,512<x<6 


Halle (f + g) (x) y dibuje en un mismo plano f gyf +g 


Sean f(x) 2 - x! c 4x-2,xe [0,4] y р(х) = | 





Vemos que g es una función seccionada cuyas partes son funciones constantes , 
luego, sig, (x) = 1 y gx) = 3,setiene: 


Dom(f) n Dom(g,) = [0, 4] n [-1, 2) = [0, 2) y Dom(f) N Dom(g,) = [0.416 [2, 6) = [2 . 4] 
(Cx +4х-2) + 1 =4х-лх?- 1, sixe [0,2) 


> (f +g) (х) = | 
(-х*+4х-2)+3=4х-х?+1,‚51хє [2,4] 


Construcción de las gráficas de f , g y f + g. 
Sea y = -X +4x-2 = -(x-2 +2 

La Gr(f) es una parábola con vértice en V(2 , 2) y lade g , las rectas Ын -1,у-3 (Figura | Ed 
Obsérvese que la Gr( f + р) en x e (0, 2) tiene la misma ens A "TTE > RS 
forma que la Gr( f) , siendo paralela a ésta , obteniéndose | 5f o. 
por un desplazamiento vertical de la Gr( f) . Los mismo se 
puede notar en la Gr(f + р) рагах є [2,4] . En general, 
si р(х) = c , entonces 

f*g-íG.fG0* с) хє Dom(f) n Dom(g)) .Esto | 
es , a cada valor de la ordenada de f se le debe sumar la | 
constante c . w 






Тэс Де tome 30 pug ыссы э) 
FIGURA 1.87 





Sean las funciones reales definidas por 


2+4x-2, six<l 
fæ = Їх-31-41х41| y р(х) = 


2-x ,Sixzl 
Si definimos la función h: (-1,3) > R |h(x)= f(x) + g(x) , halle el Ran(f) y dibuje su gráfica. 





Siguiendo el método de los puntos críticos para la función f se tiene : 
x«-1 -1 -1«х«3 3 х23 
Іх+ И --(х41) | |х+|=+(х+1) | lx+1l=+(x+ 1) 
|х-31 --(х-3) | Ix-3lI 2-(x-3) Ix - 3| =+ (x-3) 
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Como el Dom(h) = (-1 , 3) , nos interesa la segunda restriccion en donde : 
fix) = -(x-3)+(x+ 1) = 4, constante Vx e (-1, 3). Ugo уз 81: 
hz {(х.у) y = Р) + р(х), x e Dom(f) N Dom(g) ) | 


4+(2+4х-2),хє (eo, 1) П (-1,3) 
c h(x) = 
4-(2-х) „xe [l,+09) N (1,3) 


A: 41) 


6-х ,Sixe[I.3) 


Con esta información dibujamos la Gr(h) mostrada en la Figu- 
ra 1.88, de donde: Ran(h) = (0,8) 





"rA 


-3 Ji EMPLO 4] Hallarel dominio de la función 


т. 41-1х-2 
fa) = Miira + 


Para determinar el Dom(f) podemos definirla como la suma de dos funciones , esto 
es, si f(x) = Р(х) + f(x) = Dom(f) = Оот(ў,) N Dom(f,) 


Luego, sea ў (х) = мазам s 37, © 4-lx-21>0,xx0 
e 1х-21<4,х+0 5 4<x-2<4,x%0 => Dom(f,) = [-2,6]- (0) 
Si f(x) = VESgno2) -х:1-2 > Jf, e [Sgno?) + х 122 (1) 





[Sen (х) + x] -2 





-l.six* «O0 ‚по puede ser, pues x! es (+) Vx e IR 
Pero, Sgn(x*) = 4 0,51х7 = 0, no puede ser porque en f, ,x +0 
l,six*>0 ,si puede ser 
Luego, si Ѕеп(х?) = l,en(1):[14»]22 > [x!]21 e х?>1 
€» x€-I)v(xzl) > Dom(f,) = (es, -1] U [1, +09) 
л» Dom(f) = ([-2,61- (0)) n ({,-1] U (1, +) = [-2,-1] U [1,6] m 





Sean las funciones ; f = {6.2 W- x! )|Dom(f) n (-3,3) 20) 


2x45 


X3 Е 


809 = Sen (022) у nw = 


a) Halle el Dom(F) , si F(x) = f(x) - р(х) + h(x) 
b) Dibuje la Gr(F) y determine su rango . 





Si f(x) = 29-0 > fesreal > 9- X 20 > -3<х<3 
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Pero por definición , el dominio de f no debe contener al conjunto (-3 , 3) , por lo дие: 
Dom(f) = (3,3) 


gx) = Sgn (2+2) => реѕ геа €&» (х+22 0) л (x% 1) = Dom(g) = [-2, +00) - (1) 


h(x) = [222 -1 => Dom(h) = R-(-3) 


a) Luego, Dom(F) = Dom(f) N Dom(g) N Dom(h) = [-2, 1) U (1,3) 
b) Para dibujar la Gr(F) y determinar su rango , debemos eliminar el corchete y evaluar la 
función signo , esto es 

















2x45 | s Da А (1) 
Sag ew) -[2- x2] -1 vola 
А | і 
е < 4. < 
Sixe Dom(F) > -2<х<3,х#1 > 1<х+3<6 => 6 < FUTT 51 
n. -] 1 -1 
216216 2-5 AE 
Multiplicando por- 1: - 1 < a+ >? Буу 1 
Entonces , en (1): h(x) = 1+(-1) =0,Vx e Dom(F) 
Por tanto, F(x) = f(x) - gœ) = 2 49-39 Sgn (322) ,x e [-2,3)- (1) (2) 
-l.si эхэд. «0€-2«x«l 
Como, Sgn( +2) = О ,si х+2 =065x=-=2 
х- | x-1 
| „si TT » 0 e (x»-2)v (x» l) 
Luego, en (2) se tiene : 
- 2 99-х , Sixe (2,1) 
F(x) = 0 ‚ six=-2 


$ 39-х , sixe (1,3) 


Obsérvese que para cada raíz cuadrada, en el intervalo ! 


parte de la elipse 4x? + 9у? = 36, de donde : 
Ran(F) = 1-2,-245/3) U [0,442/3) m 





Sean las funciones f y g , cuyas reglas de correspondencia son 
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3x-2,sixe [0,2] х2,5і хє [0, 3) 
fx) = ,BgQ) = 
1-х ,sixe (2, 5] 4 ,sixe [3,6] 


Hallar f + g , su rango y dibujar su gráfica. 
Solución Cuando se trata de operar con funciones seccionadas , los pasos a seguir son los 
siguientes. 

l. Considerar a f y g como la suma de dos funciones , es decir 
f(x) = 3x-2,xe [0,2]; р(х) = x,xe [0, 3) 
fœ) = 1-х,хє(2,51 ; р(х) = 4, xe [3,6] 
Luego , efectuar la operación que se indica , en este caso 
f*g-2(f,t-f)t*(g,tg) 

2 tz) *(G,* + О * 8) * (P, £) 

2. Hallar los dominios de cada una de las sumas parciales 
Dom(f, * g) = [0,2] n [0,3) = [0,2] 
Dom(f, +8,) = [0,2] n [3,6] = 4 > A(f, +g, 
Dom(f,*g) = 2,5] П [0,3) = (2,3) 
Dom(f, +g) = 2,5] n [3,6] = [3,5] 

3. Operar con las imágenes correspondientes donde la intersección de los dominios sea dife- 
rente деф . Entonces 





x'*3x-2, ste [0,2] 
(Ff+28)0) = 4 Х-х-41 ,яхє(2,3) 
Sex , sixe [3,5] 


4. La Gr(f + р) se presenta en la Figura 1.90, de donde : Ran(f +g) = [-2, 8] 5 


Т | Sean las funciones : 
4x * [x], six e (3,0) [-x]-2x,sixe (4, -1] 
хээ ЁО) = 


|х2-55| ,sixe (0,6) 
Hallar la función f + g , su rango y dibujar su gráfica. 





Ix-5|-4,sixe [0,3] 


» 
-J 7 
"1 





i. f+8= Y, +f.)+(, +E) 
= (f +EJ+ E, t8) * (fo 80 (f, BJ 
2. Dom(f, + g) = Dom(f)) П Dom(g,) = (3,0) n (4,-1] = €C3,-1] 
Dom(f, * g; = Dom (f,)  Dom(g;)) = (3,0) П [0,3] = ф = A(f,+8) 
Dom(f, + g,) = Dom(f,) N Dom(g,) = (0,6) П C4,-1] = ф = B(f,* 8) 
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Dom(f, + g,) = Dom(f,) N Dom(g,) = [0,6) n [0,3] = [0,3] = (0) U (0,3] 


2x+[x]+[-x] , Sixe C3, -1] 
3. Entonces : (f + 80) = | ; Six D 
Ix(x- 5)1 + 1х- 51-4, sixe (0, 3] 


O,sixeZ 
4. Pero, por la propiedad ME.3: Vxe R,[x]+[-x] = 
-0,sixe (IR - Z) 
Luego, рагах = -2 y x=-l€ (-3,-1) > [x]+[-x] = 0 
y para x e (-3,-2) U (-2,-1) > [x]+[-x] = -1 


Por lo que : 122 - 5х1 = - (20-53) y Ix- 51 = -(х- 5) 
6. Entonces en el paso (3) 


2х - 1 , Six e€ (-3,-2)042,-1) 
-4 ;S1x--7 

(+ р) (х) = $ -2 , Sixz-l 
] ‚ Sx=0 


x?+4x+1l,sixe (0,3) 


7. La Gr(f + g) se muestra en la Figura 1.91, de donde : 
Ran(f+8)= C7,-5)UC5,-5U(2)U[1,5] m 








Sean f y g dos funciones reales definidas por 


Хо) = 


х? | 255 | єэх- 1,хє(-2.1| | |5х-114-6|х421-15.хє1-3.0)| 
58(Х) = 


x+8 ‚хє (2,8] Зх -4 „хє (1,6) 
Halle el dominio , la regla de correspondencia y el rango de f/g . 





1. Sean: f(x) = [255] +3:-1,xc (-2,1] у /00-х«8,хє(2,8) 
2. Eliminemos las barras de valor absoluto еп g por el método de los puntos críticos , teniendo 
en cuenta que 1/5 є [-3,0] y 2 e [-3,0] 
Si-3<x<-2 к» |5х-1| = -(5х-1) y lx+2l= -(x+2) 
-2<х<0 > |5х-11 = -(5х-1) y |х+2|=+(х+2) 
> р(х) = -(5x- 1) - 6(х+2)- 15 = - 11x-26 y gj) = -(5х- 1) +6(х+2)- 15 =х- 2 
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-Их-26 , sixe [-3,-2) (g,) 
Entonces : р(х) = x-2 ,sixe [-2,0] (£,) 
3x-4 ,sixe[1,6) (г) 


3. Intersección de los dominios de f y g 
Dom(f,) n Dom(g,) = (2,11 n [3.-2) = 6 = &f/g 
Dom(f,)  Dom(g) = (2, 1] n [2,0] = (2,0) 
Dom(f,) n Dom(g,) = (2,11 N [1.6] = (1) 
Dom(f,) N Dom(g,) = (2,81 п (-3,-2) = ф => fi f/g 
Dom(f,) N Dom(g,) = (2,8] n [-2,0] = ф => Af 
Dom(f,) N Dom(g,) = 2,81 n [1,6] = 2,6] 


4. Eliminemos el corchete en x e (-2 , 0] y evaluemos f (1) y р,(1) 


Si-2«x€0 > 0<-x<2 €» 2€2-x«4 e» 1< E 235 [$] 21 
10) = a» [221] +30 -1=1(0+3-1=2 5 £()=3(0)-4=-1 


“+3х-1 „Sixe (-2,0] 


X- 
5. Luego: (£) xd 9 Hx sd " Dom(*) -02.01041): 00.6 
235 „Sixe (2,6) 
y- 


6. Determinación del Ran(f/g) . Supongamos que h(x) = (s) (x) , entonces : 


a) Paraxe (-2,0] ,seah(x) = y = Lid , de donde despejando x = h( y) 


se tiene : х 2l(-3£3y-1y413) => xesreal €» y?- 14y - 1320 
e (у<1) л (y213) 
Esto es , el universo de la variable y , es: U = (-ео, 1] U [13 , +00) 
Como xe (-2,0] => -2< I(y-3£y! - 14у+13)<0 
=› -1-y<+vVy?- 14у+ 13 €3-y (a) 
-1-1<-1-y => -2<-]1 - y 





SiyeUl y SI = -1<-y e l 
3-1<3-y => 2<3-y 


Nótese que -1 - y es negativo y 3 - y es positivo Vx € (-2 , 0], entonces en (о) 
(-1-y«-Ny* - 14у+ 13) v (Ny?- 14y+ 13 €3- y) 
c» (Уу - 14у+ 13 «14 y) v (Ny? - 14y + 13 <3-y) > (dy? - 14y+ 13 €3- y) 


Ahora , aplicando la propiedad : Ya <b «€» (a20) л Ф > 0Aaxb?) , se tiene 
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(y- 14у + 1320) л (3- у> 0л у? - 14y+13<9- бу + y”) 
с> (ye U) л (у<3лу> 1/2) €» ye [1/2, 1] 
-I- y $- 14 
Сазо2 Siye Ul y213 > -у<-13 © | 
3-y<-10 
Obsérvese que ambos extremos de (a) son negativos , esto es 
-1-y<-14<-Vy - 14y +13 «3-у5-10 
Luego , elevando al cuadrado: (3 - у)? < y? - 14у + 13<(-1 - yy 
де donde: (8y <4) A (- 16у <- 12) > (y S12) л (y23/4) > ує ф 
Entonces, porel Caso 1: Ran(h) = [ 1/2, 1] 
b) Para x= l, h;(x) = -2 > Ran(h,) = {-2} 





c) Enxe (2,6],seah,(x) = If = i 4 Эг гэ Ran(h,) = [1 , 5) (Verificar) 
2. Ran(f/g) = [112,1] U £2) U [1,5) -1-2)011/72,5) a 


EJERCICIOS . Grupo 4 


1. Sif={(0,V2), (1, W2 4 N5),(2,0)) y g- ((0, 8), (2, 1/2), (4, N3 )) , hallar : 


а) f+8g)(2) b) C-9Q0) c) (7, + 38) (2) 
0,six<0O 
2. Dadas las funciones: f(x) = ‚ £x) = Sgn(x) 
l,six20 


Se define la función H(x) = f(x + 2) - р(х - 2), hallar el Ran(H) 

3. Dadas las funciones f: A > [-2, 2]l f(x) = X - 4, Ac [-3,3] ; g: R> В| g(x) = 
V9-x! уһ -103,2).(-2.3),(0.1),(1,-1),(2,4).(6.5)) 
a) Construir la Gr(f) y hallar su dominio. b) Hallarf+g y g-h 


4. Dadas las funciones f: A>[1,4)| f(x) = x*-2x à 1,Ac [-2,3]; в: В ә | р(х) = 
2х+1,ує [-1,3);һ: RS |Ы) «|Ix*- 1] ex, ys2 


a) Dibujar la Gr(g + h) b) Hallar el Dom(f - g) 

5. Sean las funciones f : В ә R| f()=x-lx-1l;g: IR IRI gx) = 2-2,x>-2; 
h: IR — IRIh(x) = Vx?- 9 , hallar el dominio de la función (f *g)-h 

6. Sean f(x) = x! y р(х) -12х| , dibujar la Gr(f + g) y hallar su rango. 
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7. 


8. 


10. 


11. 


12. 


13. 


Sean las funciones f: A > [-5,3]1f()=-+2x+3,Ac(3,51;g: Е ә В| р(х) = 
v9-x2 Hallar: a) f/g , b) Dom(f/g) . 


Dadas las funciones f y g , hallar f + g y dibujar su gráfica 


х+3 ,sixe (-4,0] 2x-4,sixe [-3,2] 
a) 70) = | , B) = | 


3x+2,sixe (1,6) 2-х ,sixe (2,8) 


4x *- [х], ѕіє (3,0) [x]-2x,-4<x<-1 
b) feoz | g(x) m | 


|х2-1| ,яхє(1,6) Їүх-5| ,0<x<3 


. Sea f y g las funciones definidas por 


Wx - 2 ‚хє 2,4) [x2] -хє11,8) 
fix) = вх) = 9 
x - 14х +48 ,xe [6, 10) |2х-10| , x € [8 ,.12) 


a) Determinar la función f - g 
b) Graficar f - g , indicando explícitamente su rango. 


Sean las funciones : 
[x1 4lx - 110 -3,xe [-2,2] 4-[xi],x«2 
; в(х) = 


дэн 2х-1 „хє (2,4) 


х- | -2,х>2 


Hallar la función f + g indicando explícitamente su rango. 


Sean las funciones : 


4х+[х] ,sixe (3,0) |-х1-3х,хє(-4,1) 
f) = | so] 


lx? 11 -3,sixe (1,6) Ix -3l ,xe (0,2) 


Hallar la función f + g y construir su gráfica. 


lx - 4l ,x e [-6,0] x+2,six>-2 
Si f(x) = y go = 


2 x SY. 1 Six«-2 


halle la regla de correspondencia de f/g y su dominio 
Ix - 11 [Sgn(3 -3)] . x e [0,6] |Х-2|1 -, хе C8,3] 

Si f(x) = y go) = 
„xe (6, 10) хЇх-2|,хє(3.8) 


halle la regla de correspondencia de g/f 


14. 


15. 


16. 
17. 


18, 


19. 


20. 
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ve 16 ,sixe (4,-2) 2x+4 .sixe (3,-1) 
Si f(x) = [x]-2x ,sixe [-1,2) y р(х) = 
Ix! 2] ,sixe (4,6) lx -21 ,sixe [-1,5) 


hallar la regla de correspondencia de f - g. 


Sean las funciones : 
Vx: -2x ,511х-11»1л1х-1| «3 [5]. 123 
fo) = у бф)= ^+? 
х?-4х-4 $еп(|х| - 3), x e [0,2] XGGl size [5, 10) 
X- 


Hallar f - g y construir su gráfica. 
Si f(x) = 2x € 3 y р(х) = [2x- 1], hallar f/g y su dominio. 
Demostrar que si f y g son funciones impares , entonces 


a) (f р) es una función impar 
b) (f-g)esuna función par 


Si f es una función cuya regla de correspondencia es | EN en 
= XU x2x-8). 
moz 2 TAEA 


y g es la función tal que su gráfica es el de la Figura |. - T 
1.92 ; hallar la función h = f - g , expresando h(x) “ 
únicamente como combinación de la función escalo- 
nada y la función identidad. 





Sean f(x) = Ix Sgn(x - 2)| + Sgn (==) ‚ Р(х) = |х-2| Sgn c] y 





x-1 00-800) 
A 


Sean f y g dos funciones definidas por 
X - 6x і 
[ al xe [-3, 0) 


-$ „хє [-2, I) 
fœ = $ I[Ex]-2xl,xe [0,3) go) = | | 
|х-5| ‚хє (4,7) Ix -3l,sie [2,8) 


Hallar la función h= f - g y dibujar su gráfica. 
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COMPOSICIÓN DE FUNCIONES 





Dados los conjuntos A, B y y las funciones : A B y g : В Э С, si para 
хє A ocurre que y = f(x), entonces x determina una y, la que a su vez determina una ze С, 
esto es, si : 


xy VERS 


se habrá asociado entonces una z e C a una x € A por medio de la ecuación z = g( y) = g [ f(x)]. 
Si designamos z = h(x) , la ecuación h(x) = g[ f (x)] se llama composición de f por р , la que se 
denota por g o f y cuyaregla de correspondencia es : 

(вој) (х) = glfG)] . Vx e Dom(go f) 
o bien : gof = ((x.glfG)1)| xe Dom(gof)) 
donde : Dom(gof) = (хЇхє Dom(f) ^ f(x) e Dom(g)) 
y cuya interpretación geométrica se muestra en la Figura 1.93 





a) Dom(g of) cDom(f) c A 

b) Ran (go f) c Ran(g) cC 

c) Existe gof < Ran(f) П Dom(g) € ф 

d) Cuando el Ran(f) está incluido en el Dom(g) , entonces la función g o f está definida en el 
Dom(f),estoes,si: Ran (f) cDom(g) => Dom(g o f) = Dom(f) 

e) Cuando el Ran(f) < Dom(g) => Dom(gof) = (xlxe Dom (f) ^ f(x) e Dom(g)) 

f) La aplicación se hace de derecha a izquierda, esto es, la función de partida f es la que está 
ala derecha de la notación “o” 
En g o f , f esla función de partida y g es la función de llegada. 
En f og, g es la función de partida y f es la función de llegada. 
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IONES L15 Del mismo modo , para las funciones g : A >B y ў: СЕ, 
se tiene : (f og)(x) = f[g(x)] , Vx e Dom (f ор) 
a) Dom(f og) c Dom(g) = A 
b) Ran(fog) c Ran(f) c E 
c) Existe f og <> Ran(g) N Dom(f) * 0 
d) Cuando el Ran(g) c Dom(f) => Dom(f og) = Dom(g) 
e) Cuando el Ran(g) с Dom(f) => Dom(f og) = (xlxe Оот(р) ^ р(х) e Dom(f)) 





PROPIEDADES DE LAS FUNCIONES COMPUESTAS 





Para funciones f , g , h, I (función identidad) se cumplen las siguientes propieda- 


des. 
FC.1: (fog)oh 2 fo(goh) (Ley asociati va) 
FC.2: fog*gof (No es conmutativa) 
FC.3: (f*g)oh = (foh)+(goh) (Ley distributiva para la suma) 
ЕС.4: (f-g)oh = (foh)-(goh) (Ley distributiva para la multiplicación) 
FC.5: 3!Ilfol = Іоў = f,Vf (Ley de unicidad) 


FC.6: Por = IM m nez? 
FC.7: 1"о(ў+р) = (f$+g) пє Zt 





EJEMPLOS ILUSTRATIVOS e 





Dadas las funciones f :IR 2 R| (х + 1)2x?,xe C1,7]y g;:R В| 
gx-1)22x-l,xel[l,-),hallar:a) (ғор) (х) , b) (воў) (х) 


ción. 1. Sif(xe 1) = > у(х) = (х- 1); р(х - 1)=2x-1 e» БО)-2(х-1)-1 
> р(х) = 2х +1 





2. Determinemos los rangos de f у р. 
Si-1<x<€7 > -2<x-1<6 c 0<(x-1} <36, luego : Ran(f) = [0, 36] 
Six21 > 2x+1>2+1 = g(x) 23, por lo que Ran(g) = [3 , +оо) 
3. Ran(g) N Dom(f) = [3 , 49 N (-1,7] = [3,7] +ф > 3 fog (Obs. 1.15c) 
Ran(f) N Dom(g) = [0,36] N [1,499 = [1,36] 2 6 > Jgof (Obs. 1.14с) 
4. Cálculo de los dominios de f og y gof 
a) ComoRan(g) с Dom(f) => Dom(f og) = (xlxe Dom(g) ^ g(x) e Dom(f)) 
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=> Dom(fog) = xe [1 , жоо)(1(2х-41)є C1, 7] 
=(х> 1) N (-1<2х+1<7) = (x21) n (-1<х<3) = xe [1,3] 

b) Ran (f) a Dom(g) => Dom(g o ў) = {x|x e Dom(f) ^ f(x) e Dom(g)) 

c Dom(gof) -1(1«х57)(1(-1/21-1(-1«х57)() (x22vx<0) 

= xe (-1,0] U [2,7] 
5. Determinación de las reglas de correspondencia de f og y go f 

a) (fog) (х) = Flg00] = f(2x+ 1) = (2х+ 1 - 1} 2 4x ,xe [1,3] 
b) (доў) (х) -Е//09| = al(x- 1) = 2(x- 1) + 1 = 222 - 4+3, хє (-1,010 [2,71 m 





Sean f: Ё-» К (х) = 2х-3, хє (-1,3]; g: Е 1 р(х) =х+2, 
хє [-2,4) y h:R=>RIÍh() = 3+7, хє (-6,0]. Hallar fo goh y 


su rango. 


Solución Según la propiedad FC.1: fogoh-(fog)oh.Entonces, sea F= f og (р es 
la función de partida y f es la función de llegada). 
1. Сото Ran(g)= [0, 6) с Dom(f) > Dom(F) = (xlxe Dom(g) ^ g(x) e Dom(f)) 
=> Dom(F) = (-2£x<4) N (x*2)e(€1,3] = C2€x«4) n (-1<х+2<3) 
= (-2£x<4)N (3«x€1) =-2<x<1 
2. Luego: F(x) = f[gG9] = f(x 2) =2x+2)-3=2x+1l,xe [-2, 1] 
3. Ran(h) = (-11,7] = Dom(F) => Dom(Foh) = (хЇхє Dom(h) ^ h (x) e Dom(F)) 
c Dom(Foh) = (-6<х<0) f) (3x* 7e [-2.1] = (6<x<0)M(2<3x+7< 1) 
= (-6<x<0) N (-3<х<-2) = xe [-3,-2] 
4. Entonces: (F oh) (х) = F[(h()] = F(3x+7)=2(3x+7)+1= 6x 15,xe [-3,-2] 
2. fogoh = ((x,y)ly = бх+15,хє [-3,-2]) 
5. Determinación del rango de f og oh 
Sixe [-3,-2] © -3<x<-2 > -18<6x<-12 © -3<6x+ 15<3 
^ Ran(fogoh) = [-3,3] E 


f(Sgnüc + 5) ) - fía - 1) 
a+4 ! 
Si f(x-2) = xà -4y р(х) = х2 + 4х -2 , hallar g[h(a)] 
1. Sif(x-2) = x* - 4 > f(x) = (x *2y-4-2 x! *dx,xe R 
Luego : f(NSgnot + 5) ) = SgnG^ + 5) + 4 VSgn(* + 5) 
2. PeroSgn(3^* 5) = I , pues x*- 5» 0, Vx eR, entonces : f(VSgn(x* + 5) ) = 1-4-5 
3. На-1) = (а- 1) + 4(а-1) = à? «2a -3 


Sea la función : h(a) = a*-4 
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=> h(a) = AA = ЭГ. :-2-а,ах-4 
4. Portanto,glh(a)] = 8(2-а)-1(2-ауУ-402-а)-2,а»-4 
= а? - 82 + 10,ає(Е - {-4) й 








dón а) fog = QP-3Do(P-1+2) = 2Uo(P-I*2)-31o0(P-I142) (ЕС.3) 

-2(8-14-2у-3(Г-142)-2Г-4Г-7Г-51-2 (ЕС.7) 

b) gof = (P-I*2)o(2F-3I) -Бо(2Г-31)-1о(2Г-31)-20(2Г-31) (FC.3) 
= (2P - 31)? - (212-31) +2 = 41* - 12P +7P+31+2 

De a) y Б) ѕе cumple que: fog * gof (FC.2) B 


minio :(-1, м N 10 ,2] y estal que (f o g)(x) = х?-х+ 1 . Hallar la regla 
de correspondencia de f(x) , el dominio y el rango de f o g. 


2+1) 


Ѕеа р(х) = con dominio [-1 , 1) П 1,4] ; la función f tiene do- 








zx.x4l 


Solución. 1. 51180) 2x -x 1 = f( 








Sea и = ХІ де donde: x= "EN. = fq) (0+1). (131) + l 





žak = 
Efectuando operaciones obtenemos : f(u) = 0+3. = jx = х 3 хэ! 
| (u - 1? (x-1y ' 
2. Dom(fog) = (xlxe Dom(g) л g(x) e Dom(f)) 
> Dom(fog)=xe [-1,1) U (1, 4A (£57) e c1, 0 U (1,2 (a) 


y (==) є C1,DU(1,2) e (1<1+ — <1) 0 (1<1+ —2— <2) 
e (2«— <0) u (0< +, ; 1) 
(5-2) e (2 «0)] o [ts >) о G3; «y 
e [( »0ne-1«o] u [@-1>0 п (2- 40) | 


a [<0 v x> 1) П (к< 1) Uu [(х>1) 1(х«1ух23) 
€ [x«0] U [x23] e xe (9,0) U [3 , +00) 
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Luego ‚еп (0): Dom(f o g) = (xe [-1, 1) U(1,4D) N (хє (-с°,0) U [3 , +) 
= [-1,0) U [3,4] 
4. Determinación del Ran(f og): (fog)x) = X -x+ I= (x- 1/23 + 3/4 
Sixe [-1,0) О [3,4] e (-1€x»0) U (3 €x&€4) 





«3o e E беш. 3 жу. е Т 
e[-2s-5-3)v(5s7253 

1 1ү2-9 25 1ү 2 49 
Э(2-| 2752) (2640-2452) 

ВРЕ: РТ РЕ Зз 9. 3 23,3.21|,.1ү.2. 52.3 
еа {= al “45234158 -150 2) +25 35 zl 
a [1 <(f o0 8x) S3] U [7 S(f o р)(х) S 13] 

^4 Ran(fog) = (1,3] U [7 , 13] Ey 
“Мо a Cuando se trata de efectuar una composición de funciones seccionadas, esto es , si 
f=f,Uf,U. . . .,Uf, , donde el Dom(f) = Dom(f )U Dom(f)U. . . -U оту.) 

B-g,Ug,U. . ...Uf,.donde el Dom(g) = Dom(g,) UDom(g) U. . . . U Dom(g)) 


entonces: fog-(f,og)U(f,og)U(f;og)U(,og)U. ...U(f, og) 





Hallar (f o g) (x) sabiendo que 


х „Sixe [1,3) x-4,sixe [2,5) 
f(x - 3) = ‚ g(x- 1) = 
(х- 3}, уі хє [3,7) 4 saze Bip 





1. Sean: fí(x-3) =x > $ (0) =x+3,xe [1,3) 
}Хх-3) = (x-3y e fj) = х, хє (3,7) 
g(x-1) =x-4> р(х) = x-3,xe (2,5) ; g,(x-1) = 4 > р(х) = 4,xe [5, 7) 
2. Cálculo de los rangos de g, y g, 
En g :x€ [2,5) = 2<x<3 e -1€x-3«2 > Ran(g,)= [-1, 2) 
Eng,:xe [5,7),y=4 (constante) => Ran(g,) = {4} 
3. Ran (g,)M Dom(f ) = [-1,2)N [1,3) = (1,2) 6 => 3(f ов) 
Сото Ran(g,) с Dom(f ) => Dom(f,og) = (xlx e Dom(g) ^ р(х) e Dom(f)) 
=> Dom(f,og) = 2€x«5)n(x-3)e [1,3) = [4,5) 
e» (f 02160 = fig] = /(х-3) = (х-3)-3 = x,sixe [4, 5) 
4. Ran(g,) N Dom(f ) = (4) П (1,3) = ф > AG 08) 
5. Ran(g) f! Dom(f)) = [-1,2) П [3,7) = ф = B(f,og) 
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6. Ran(g,) N Dom(f,) = (4) n [3,7) = (4) +0 > 1(f,08,) 


Como (4) с [3, 7) => Dom(f,og,) = Dom(g,) = [5,7) (Obs. 1.15d) 
> (f og) = hle C0] = 104) = (4Y = 16 
x ,sixe [4, 5) 
7. Portanto,de (3) y (6): (Хов) (х) = n 
l6,sixe [5,7) 


Dadas las funciones f y g hallar , si existe , (go f)(x) 


M m і 2 2 . 
дээл A ЖЕРЕ еви 


, 





Ix] ,six2l x [Ix-3]1]42,si2«x«4 





л = тол - > . ” . 
lución Para redefinir las funciones f y g en su forma más simple debemos eliminar las 
barras y los corchetes , esto es 


1. Enf:si-1l<x<l e 1<х+2<3 c 227 l A > [N——1- 
з  Ix«2l Ix - 2] 


Además .six>1 => 1х1 = x 





2. Eng: а) Para -V12<x<0 > |х| 2-x 
Ahora , si (-V2 «x €0) = (-N2 «x €-I1) v C1 «x €0) 
e (L< -х«42)у(05-х«1) > (I€x: «2» v(0€xi«1) 
> ([х°] = 1) v ([2°1= 0) 
b) Si (2<х<4) = (2«x«3) v(3€x«4) > (-1 <х- 3 <0) у (0 <х-3 < I) 
> (0«lx-3l < Dv (0<|х-31<1) > [Ix-31]20,Vxe (2,4) 
+2x,si-12<x<S-| (8,) 


х 
580) = 4 2х ,84-1«х50 (р) 
2 ,Si2«x«4 (83) 


0,818-1«х«1 (f) 
Luego: f(x) = 


х,5851Х21 (7,) 


Entonces р o f está definida < Ran(f) П Dom(g) #&ф 


3. Determinación de los rangos de f, y f, 
En f, ,Ran(f ) = 0, constante 
En /,, y=x,comox21 => уг 1, luego , Ran(f,) = [1 , +) 
4. Si interceptamos el Ran(f,) con los dominios de g, , g, y g, , veremos que sólo 
Ran(f,) П Dom(g,) + ф => 3(g, of) 
=» Dom(g, of.) = їхЇхє Dom(f,) ^ 7,0) є Dom(g,)) 
(1 <х<1) л 0є (-1<х<0) = (-1 <х<1)0(-1<х<9) = (-1, 0) 
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> gif œ] = 8,0) = 2(0) = O, sixe (1 ,0] 
5. Si interceptamos el Ran(f) con los dominios de р, g, Y g, , encontramos que sólo 
Ran(f,) N Dom(g) +0 = 3 (g, of.) 
Como (1 , +оо) с (2,4) => Dom(g, o f,) = (хЇхє Dom(f,) ^ 7,0) є Dom(g,)) 
-(х21)1(хє Q,4))=(2,4) 
> 8,1f,00] = ga) = 2,Vxe (2, 4) 
| 0,51-1«х50 







6. Por tanto , de (4) y (5) : (go f)(x) = 5 
2,s12«x«4 
) 8 3 Sean f y g dos funciones reales definidas por: 
[52] ,sixe Cl, 1) 2 .sixe[E2,-D 
Ўб) = 2 glo) = 4 ^7 
X +2х ,5іхє [1,2) 1-х ,sixe (0,6) 


Hallar el dominio y la regla de correspondencia de g o f. 
Solución 1. Enf,si(1,1) = (1,0) U (0.1), entonces 


a) Paraxe (1,0), |x| 2-x > [2223 2 [1+ = 





Ahora,si: -1<x<0 «2-4«х-3--3 «ээ Mp за 
3 х-3 4 
Зе аг. ә. 2 Ad Ew m 
O $" ¿e y vie. q Е Б Í 


b) Paraxe (0, 1) 1х1 2x = [i-i] = [-1* 3] 


Partiendo de x є (0, 1) y siguiendo los pasos (a) , se llega a la conclusión de que 


[1*3] =-1,Vxe (0,1) 


Por tanto , de (a) y (b) : | 51-21 --l,VxeCl,1) 


x-] 
Vx +25 ,sixe [1,2) (7) 1-х ,sixe(0,6) (g.) 
La composición g o f está definida сэ» Ran(f) П Dom(g) + 6 


1 SAN E) 2 .sxe[2,-l] (р) 
2: сс» fo = (х) = 


3. Determinación de los rangos de f, у Ў, : Ran(f,) = -1 , constante 


En f,: у = Ух? + 2х = N(x 1) - 1 
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Sil<x<2 > 2Sx+1<3 > 4S(x+ 1<9 > УЗ €Yix 1? -1 «8 
=> Ran(f,) = [УЗ , N8) 
4. Como Ran(f,) П Dom(g) = y Ran(f,) N Dom(g,) = 6, no están definidas р o f, 
Y Gofry 
5. Ran(f,) N Dom(g) = (V3 ,243) N [-2,-1) = ф = ё( of.) 
Ran (f,) N Dom(g) = [УЗ ,2V2) n (0,6) = [УЗ ,242) & 0 = 3 (gof) 
Сото Ran(f,) c Dom(g,) => Dom(g, o f,) = Dom(f,) = [1 2) 
6. Portanto , (g o f) (x) = g,[ 7,0)| = g(x + 2х) = 1-12+2x ,хє (1,2) m 





Sean las funciones reales f y g definidas por 


Х2-4,841х«3 2 
10) = gx) = -S— + |х -3| 


8-х.&х>3 |х-2| 





Determinar la regla de correspondencia de f o р. 


осол” Por el método de los puntos críticos enx= 2, verificar que la función que se puede 
redefiinir de la siguiente manera 


- Tone ТОИ _ de э : (g,) 
ЈО) = 8-х ,5їх23 (7) y gura | ENE e 
Entonces la función f o g está definida © Ran(g) П Dom(f) = $ 
l. Verificar que: Ran(g,) = (2, +ео), Ran (g,) = (-1,0) y Ran(g,) -1-1, +оо) 
2. Intersección del Ran(g,) con los dominios de f, y f, 
а) (2,+00) N (0,3) = 2,3) =ф > 3(f, og) 
Кап(в,) с Фот(/,) => Dom(f,og,) = (xlxe Dom(g,) ^ р(х) e Dom(f )} 
=> Dom(f,og) = (x«2) n (4-x<3) = 1<x<2 
> f, 18,001 = (4-х) = (4-х) -4 =-8x+12,sixe (1,2) 
b) Ran(g) N Dom(f,) = (2, +) n [3, +) = [3,+00) 24 > 3(f,08,) 
Ran(g,) z Dom(f,) => Dom(f, ов,) = (хЇхє Dom(g,) ^ в (х) e Dom(f,)) 
=> Dom(f,og)) = (x«2) n (4-x23) = xe (ee, -1] 
> filg œ) ] = fí(4-x) = 8-(4-x) = x *4,sixe (-00, -1] 
3. Intersección del Ran(g,) con los dominios de f, y f, 
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а) Ran(g) n Dom(f,) = (-4,0)n€99,3) = (-1,0)#ф => 3(f, og) 
Ran(g,) c Dom(f,) = Dom(f, o g) = Dom(g,) = (2,3) 

b) Ran(g) П Dom(f)) = (1,0) П [3, +) = ф > B(f,og) 

4. Intersección del Кап(в,) con los dominios de f, y f, 

a) Ran(g,) П Роп(/,) -1-1, +) N (2,3) = [-1,3) $ = Af, og) 
Ran(g) = Dom(f ) => Dom(f,og,) = (xlxe Dom(g) ^ g(x) e Dom(f )) 
=> Dom(f, og) = (123) П (x-4«3) = 3<x<7 
= f [8,00] = $ (x-4) = (x-4AY-4 = x -8x«12,sixe [3, 7) 

b) Ran(g,)N Dom(f,) = [- 1, +) N [3,+00) = [3, 4e) 209 => Af, og) 
Ran(g,) z Dom(f,) => Dom(f, o g,) = (хх e Dom(g g) ^g,09 є Dom(f,)) 
c» Dom(f,og) = (423) П (x-423) 2x27 
> ў, [8,(х)] = f,(x-4) = 8 -(x-4) = 12-x,six[7, +00) 

x+4 , Sixe (oo, ]] 
x'-8x*12 , sixe (1,2)U[3, 7) 
х? - 4х , зі хє (2,3) 

12-х , Six e [7 , +00) 
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=> 
x-2 


"- (Ғор)(х) = 


1. Si f: [3 , +оо) > R está definida por f(x) = .y g: 1/2, +00) IR está definida 


2x+ 1 
X 





por g(x) = , hallar el Dom(g o f). 


2. Dadas las funciones reales f y р, tales que f(x- 1) = Зх? xax + I2, х41)-5х-7, 
hallar el valor de a tal que (f o g) (-2) = -4a 


3. Sean las funciones reales : f(x) = Vl -x y g(x) = EI . Si el dominio de la función 
fogesA,Hallar А. l 


4. Sif(x) = Ү2х-1, gx) = 42х2-7 , hallar una función h tal que (f o hx) = р(х) 


5. Sean las funciones f y g definidas en IR por las ecuaciones f(x) = х + 2у р(х) = x+p,p 
fijo. Hallar la suma de todos los valores de p que satisface a la ecuación : (f o g) (p -- 3) = 


(gof)(p-3) 
6. Si f(x) = 2x! - 4x - 5 , hallar dos funciones р para las cuales (f o р)(х) = 2x? + 16x + 25 


7. Hallar todas las funciones lineales f tales que (f o /2(1/х) = Ez .x*0 
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10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 
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*+21+2,s0<x<3 4dx+5,si0<x<l 
> Si fGo = y р(х) == 


25+ 4 ‚51х23 
hallar : (f o g) (1/4) + 16 (g o f) (1/2) 


3x -2,sixz1 


Sean las funciones f y g definidas en IR , tales que 


x42 Six €] х-2,51х> 2 
fix) - 2 р(х) = 


(x-1y -3.six»1 x-5 ,six<2 


Hallar la función (g o f)(x) y dibujar su gráfica. 


x ,six«l -X „хед 
Sean las funciones : f(x) = ; £0) = 


-X',Six22 2x ,six>4 
Hallar el Dom(g o f). 


Sean las funciones f у g definidas por: f(x) =[x],xe [4,9] , g(x) = xÓ- x- M4, 
x € [-3,0]. Hallar el Dom(f ор). 


Hallar el Dom(g o f) . si f y g son funciones reales , tales que 


xi-l,six«1 x-l.six«2 
fœ) = y gx) = 


x*  .suxo4 2. Sea 


| |-х,хє (-о,-2) 
Sean las funciones f(x) = 252+ I ‚xe (2,20) y (0) = 

2x ,xe(6,-+00) 
Hallar f o g 


Determinar f o g , siendo f y g funciones reales definidas por f(x) = 3х+ 2si x e (oo, -3) 
2x ,six «0 
y 800 = 
-3x ,ях2 | 
Sean las funciones reales de variable real 
x+2,six<l х? ,ях«0 
f(x) = ; g(x) = . Hallar f o g 
x-l,six»l l-2,six20 
Dadas la funciones f y g definidas en IR por: 


x+3 ,sixe [-5,-3] 
х) 2x'-2,sixe [-5,5] ; р(х) = 2x-1 ,81хє (3,1) . Hallar (f o g)(x) 
4x l,sixe [1,3] 
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17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


23. 


24. 


26. 


. Sean f(g(x)] = 9% [g(x)1?-4 y h([r(x)] = 4x? - 20x + 25 , donde g(x) = 


Sean las funciones f y g definidas por : 
х - Зх,51х<3 3-x,si<l 
FO) = .2(х) = . Hallar f o g y su rango 
-Х +3 ,six>3 5-x,six»l 
Sean las funciones f y g definidas por 


ЧГ-х .sixe (3,1) x'-4,sixe [0.4] 
f(x) s 580) = 


О  ,sixe (4,7) 


. Hallar f og 
Их  ,sixe [3,8] 


Dadas las funciones 


|х| ,81хє [-5,-1] [x- I1], xe (0,2) 
f(x)z ; g(x) = . Hallar g o f 


2 .sixell;,] х ‚хє [2,3] 
-2«4xSgn(x - 1), хє [-2, 3] 
Sea la función f(x) = . Hallar f o f 
Ух +2 ‚„ хє [4,9] 
Sean las funciones f y g definidas por 
Ir ,Six«-2 lx 6l. „Sixe (-4,-1) 
fa) = Ж габ) = 4 lx+31-3 -Hallarfog 
(x+ 2)? , ѕі хє [-2,-1] 15-Х-2 „же (1.5) 


Para las funciones f у g del Ejercicio 21 , hallar, si existe , g o f. 





Sea f(x) - даз ‚хє (-1,1) О (2, 2]. 51 ges una función con dominio 


хє [-1, D) U (1,4], tal que (ўор) (x) = xX -x + 1, hallar su regla de correspondencia , 


el dominio y el rango de f o g. 


хаа 
b-x 


modo que : (f o f) (1/x) = ул хє R-(2,-1,0,1). 


Si f es una función racional de la forma f(x) = , hallar los valores de a y b , de 





2 
1-3х ” 
x 1/3 y r(x) = 2x -5,x» 10. Hallar las reglas de correspondencia de f y h . 

Hallar el dominio y la regla de correspondencia de (F o G) o (g/f) si F o G está 
definido solamente en [4 , 5] y si además : F = VI ,G= (I-4(1-4),g-Iy 
f = (1- 2XI- 1), donde l es la función identidad. 
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FUNCIONES CRECIENTES Y DECRECIENTES 


Definición 1.20: FUNCIÓN CRECIENTE 
Una función f es no decreciente en un intervalo [a , b] de su dominio , si para dos 
- números x, Х,Є [a,b], se cumple 
хус ха Р(х) = fo) 





- y si ocurre que 
x,« x, c» f(x) < fo) 
- entonces se dice que f es estrictamente creciente o simplemente creciente, 


Es decir , una función es creciente o no decreciente en [a , b] , si al crecer la 
variable x los valores de la función también crecen (Figura 1.95) o permanecen constantes 
[Figura 1.94 : f(x.) = f(x) en el tramo CD] 





FIGURA 1.94 : Función no decreciente FIGURA 1.95 : Función creciente 


Definición 1.21 : FUNCIÓN DECRECIENTE 





Una función f es no creciente en un intervalo la , b] de su dominio , si para dos 
- números x, , x, € [a ,b] se cumple: 
| x<x =» f(x) > f(x) 
- y si ocurre que | 
Хүхх, => fox» fo. 


entonces se dice que f es estrictamente decreciente o simplemente decreciente. 


Es decir , una función es decreciente o no creciente en [ a , b] , si al crecer la 
variable х , los valores de la función decrecen (Figura 1.97) o permanecen constantes [Fi- 
gura 1.96: f(x.) = f(x,) en el tramo CD] 
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Definición 1.22 : FUNCIÓN MONÓTONA 





"Una función.se dice que es. monótona en un intervalo, [enb] desu dominio. ‚51 y sólo si 
corresponde a: cualquiera de de las dos defi niciones antes mencionadas. гол 


— dile - - „алш ы 4.С ^» € 


^ 
- 





FIGURA 1 96: Fu unción no creciente FIGURA 1.97 : Función decreciente 





z O E кыз TRA Т 3 - В . o». 
EJEMPLO 1 | Analizar la verdad o falsedad de las siguientes proposiciones 


a) Si f(x) = ax +b , entonces х, <? no implica que f(x,) < f(x.) 


b) la función g(x) = ax? + bx +c,a>0,es monótona, entonces Ran(g) = Ea - +00) 


4a 
Solución | a) Sean x, y x, dos puntos del dominio de f(x) = ax + blx, «х, 
Consideremos los siguientes casos 
i) Paraa>0,six,<x, > ax, «ax, > ax, +b<ax,+b 
= f(x) < f(x) , f es creciente (Def. 1.20) 
ii) Рагаа <0, 1х <х, > ах >ах, > ах +b>ax,+b 
c» f(x) > f), f es decreciente (Def. 1.21) 


Luego, de (1) y (i, si f(x) = ax + Б, entonces : x <x, Y f(x) < fx) 
Por tanto , la proposición es verdadera 


b) Sea p: La función р(х) = ax?+bx+c,a>0,es 


monótona 4: ЕІ Ran(g) = [4 ‚+ eo) 


Tenemos entonces la proposición: p => y 
En p , completando el cuadrado se tiene : 





b ) 4ac - b? 
p(x = a (x+ 2 + — 
goo) 2a 4a 
Sia >0 , la Gr(g) es una parábola cóncava hacia arriba, 
b - р? 
donde h= - — у К = 4ac-0" 


20 4a ^. FIGURA 198 - 
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Según la Figura 1.98, g no es una función monótona pues, para x e Los, h] g es decreciente у 
paraxe [h , +оо), р es creciente. Luego , V(p) = F y como el Ran(g) = [k , +оо) , entonces 
У()-У 


Por lo que el valor de verdad de la proposición es: V(F => V) = Е is 





Definición 1.23: FUNCIÓN INYECTIVA 


Sea una función f : A — В. Si cada elemento y del conjunto B es una imagen de un solo 
elemento del conjunto A , entonces se dice que la función f es una inyección o es inyecti- 
va. Dicho de otro modo , una función f : A — B es una inyección si para x, , x, e A 

D f(x) = f )enB e x -x,enA 





equivalente : | 

i) x *x,enA > f(x) * f(x) en B 
Es decir, en una inyección , la igualdad de las imágenes en el conjunto de llegadas implica 
la igualdad de los elementos en el conjunto de partida AX 


: =. 


OBSERVACIÓN 1.16 Una función f : IR > Res inyectiva o univalente si una línea 
horizontal 2 intercepta a su gráfica en un punto. 





FIGURA 1.99 : Función inyectiva FIGURA 1.100 : Función no inyectiva 


OBSERVACIÓN 1.17 Una función que es creciente o decreciente en un intervalo [a , b] es 
además inyectiva. 
En efecto, en la Figura 1.101 
x, € x, > Ї(х,) < f(x,), f es creciente 
es decir, six, £x,en А = [a,b] > f(x) f(x) enB = [f(a) , f(b)] ; por lo que , según 
la Definición 1.23 , la función f es inyectiva. 
Así mismo, en la Figura 1.102 
X €x, => f(x) > Í(x,) , f es decreciente 
es decir, six, #х,епА = [а ,b] => f(x) + f(x,) en B= [f(b) , f(a)] ; entonces, f es 
inyectiva . 
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Determinación del rango de una función inyectiva. 


Si una función inyectiva f es continua en un intervalo [a , b] , su 
rango se determina calculando los valores f(a) y f(b). 


Así en la Figura 1.101 , f es creciente Vx € [a,b] => Ran(f) = (а), f(b)] 
En la Figura 1.102 , f es inyectiva Vx e [a,b] > Ran(f) -1 70), f(a)] 





Para verificar si una función f : A > B es inyectiva se toman (x , y) 
є f y [z,y)e f y se demuestra que x = z 





Sea la función f : В > RÍf(x) = 2x+5.Es f inyectiva? 





Sean x, , x, € Dom(f), tales que, f(x) = 2x, +5 y f(x,) = 2x, 5. 
Debemos probar que si /(х,) = f(x) e» x, = x, 

En efecto, f(x) = f(x) > 25445 = 2x, € 5 e» 2x, = 2x, 

c» x = х,, f es inyectiva. 3 





Determinar si la función f : (-со ‚-2] > R| f(x) = x? - 4x - 1 es inyectiva 
Ve (-00, -2] 

Si f(x) = (à -4x4)-5 > f(x) = (x+2)-5 

Sean x, , x, € (о, -2]1 f(x) = (x, +2) -5 y fœ) = (x, €2Y-5 

Si fx) = f(x) > (+2) -5 = (+ 2) - 5 > Ix, +21 = Ix, * 2] 

Dado que xe (-00,-2] ,esdecir,x<-2 > х+2<0 > |х+21 2 -(x42) 
Luego, si (х) = fx) > -(x, +2) = - (x,+2) 

c» x, = х, ,fesinyectiva Vxe (oo, -2] Е 
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Dada la función f : R — R| f(x) = 2+ 2х - х2, restringir su dominio de 
modo tal que f sea inyectiva. 
Si f(x) = -(®?-2х)+2 > f(x) = - (х- 1? 43 
La Gr( f) es una parábola con vértice en V(1 , 3) . Figura 1.103). 
Sean x, , x, e Dom(f) = R , tales que f(x) = f(x) > Ax, - 1* 3 = - (х - D? «3 
s br ipm I| €» (x-12x,-1) v (x - 09 -x- I) 
S (7x) Y Q(,72-x) 
Obsérvese que se presentan dos alternativas de las cuales solo interesa la primera por cumplir 
con la condición de inyección. 
Por tanto , para restringir el dominio de f debemos considerar dos 
Casos 
a) Parasignos positivos (a la derecha del vértice) : 
x-120 c x21 
= f(x) = 3-(х- 1), хє [1 ,+00), es inyectiva 
b) Para signos negativos (a la izquierda del vértice) : 
x-1«0 e x«l 
e fx) = 3-(х-1У ,хє Cos, 1), es inyectiva 











FIGURA 1.103 








Cuando se trata de funciones seccionadas , esto es , si 
Ў). хє Dom(f,) 
7,0) , хє Dom(f.) 

fœ) = 


У.О). хє Dom(f.) 


donde: Gr(f) = Gr(f)UGr(f) UGi(f )U. . . - ОО) 
y Dom(f) = Dom(f ) UDom(f.) UDom(f,) О. . U Dom(f.) ; 
entonces la función f es inyectiva , si y sólo si 

i) Las funciones fi(x),i = 1.2,3,.... ,n,son 

inyectivas , y 

й) Ran(f) n Ran(f) = $9, Visj 
Es decir ‚ los rangos de las funciones ў; deben ser disjuntos 
dos a dos. 
La Figura 1.104 muestra una función f inyectiva seccionada 


Ў. ОЎ, „соп dominio x e [a , b) U [b , c] = [a . c] y donde se 
observa lo siguiente : 





FIGURA 1.104 
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a) f, es inyectiva y creciente en [a ,b], por lo que su rango es [f (a), f,(b)) 
b) f, es inyectiva y decreciente en [b , c] , por lo que su rango es [£,(c) , £,(b)) 
Además , de a) у Б), se observa que Ran(f ) N Ran(f,) = (0; luego, f es inyectiva. ш 


3-2х ,sixe [-2,1) 





Determinar si la función f(x) = 
-12+4x-3,sixe [2,4) в 


es inyectiva o no. Dibujar su gráfica. 
Sean f(x) = 3-:x,xe [-2,1) y fœ) =1-(x-2Y,x€ [2,4) 
i) Enf,:si fix) = fio) => 3-2x,2 3-2x, 
-x,,Vxe [2, 1), f, es inyectiva 
En f,:fj(x) = f(x) > 1-(x,- 2» = 1- (x, - 2) ex Їх,-21 = 1x,- 21 (1) 
Como xe [2, 4) , estoes, x 22 => x-22 0, luegolx-2] = x-2 





Entonces en (1): x, -2 = x,-2 5 x, = х,, Vxe [2,4), f, es inyectiva 
ii) Determinación de los rangos de f, y f, 

En f (х) = 3-2x,xe [-2, 1) 

Si-2<x<1 > -2<-2x<4 > 1<3-2x<7 

> 1<f/(0)<7 > Ra f ) = (1,7) 

En /,(х) = 1-(х- 22, хє [2,4) 

Si2<x<4 > 0<x-2<2 > 05 (х- 2) <4 
c» -4«-(x-2y <0 > -3<1 - (х- 2) <1 
c» Кап(ў,) = (-3, I] 

Luego, Ran (f) П Кап(7,) = {1,71 n €3,1] = ф 

Por lo tanto , la función f es inyectiva. 





2107-00 xe [-5. -9] 
зз ‚хе (1, 3] 





Determinar si la función f(x) = | 





| ' [х+ 1 
es inyectiva о по. 
¿ción Sean ў (х) = - (х+ 5) +5 , хє [-5,-2] y 1,0) = т хе 153] 
i) Enf -sif œ) = f(x) => -0+5 +5 =-( ASES 
= (x, +5F -(х,45) > Ix +5| =1x,+5! (1) 


Comox e [-5,-2],esdecir, x2 -5 = x+520 => lx+5l=x+5 
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Luego ,еп (1):x, +5 = x, * 5 > 1,=x,,Vxe [-5,-2], f es inyectiva 
En f, , eliminando las barras de valor absoluto obtenemos 














_ -(х-3)-1 _ -х+2 _ ui cm 
| = _ Bx 3 cR. 
Si fx) = о) => SEIT A LE d x +1 х, + 1 


= х +1= х, +l 55 х= х,, ў, es inyectiva 
ii) Determinación де los rangos de f, y f, 


La función f еѕ decreciente Vx e [-5 , -2] , pues su gráfica es una parábola con vértice 
en У(-5 , -2) y cóncava hacia abajo a la derecha del vértice. Entonces , Кап(ў,) = 


[f,C2 . f C5] = [4,5] 








3 1 1 | 
: « < ЭЙ bear ОЛ 
A 201 ы 
3 E EN 3 ёо 

rs uem as Ы 


= Ran(f,) = [-1/4, 1/2) 
Luego, Ran(f,) N Ran(f,) = [-4,5] n [-V4, 1/2) + 6 
Por lo tanto , la función f no es inyectiva. 





Definición 1.24: FUNCIÓN SOBREYECTIVA 


Їепог una | func 2H 


НЭЭ 


(EJEMPLO 7) Determinar si la función f : R — R | f(x) = 2x + З es sobreyectiva 


Solución. 1. Como y e R (IR es el conjunto de llegada) => y = 2x+3 


2. Despejando x se tiene: x= 2-2 xe Dom(f) = IR 


3. Aplicando f a cada miembro de (2) se sigue que 








fo) = (ZF) = юу-2(252) +30 10) =y,Vye R 
Portanto , f es sobreyectiva. т 
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Sea la función f : IR  IR| f(x) = x- 1. Determinar si es o no sobreyec- 
tiva. 








1. Sea y e IR (conjunto de llegada) => у = x?- 1 
2 хилээ” х= + Vy+1 > Эх = у+1>0 > Ran(f) = [-1, +09) 
3. Aplicamos f a cada lado de (2) : f(x) = ЇЄ-Ху +1) => fx) = (+ Чу +1 yY-1 
=» fa) = y .Vye 1-1, +) 
4. Comoel conjunto de llegada es R y Ran(f)= [-1 , +00) с IR, entonces f no es sobreyectiva. 
Obsérvese que toda función es sobreyectiva sobre su rango , es decir , toda función de la 


forma f : А э Ran(f) es siempre sobreyectiva. En consecuencia, para saber si una función es 
sobreyectiva bastará hallar su rango y comprobar si coincide con el conjunto de llegada. E 





Sea la función f : [-1, 5) 5 (C7, 5] 100) = 3 - 2x . Probar que f es 
sobreyectiva. 





1. Sea ye (-7, 5] (conjunto de llegada) => y = 3-2x 
2. Sixe[1,5) e» 15 x«5 

c -10<-2х<2 «€» -7«3-2x $5 > ye (-7, 5] 
3. Luego, Ran(f) = (-7,5] = conjunto de llegada . Por tanto, f es sobreyectiva. 





Definición 1.25: FUNCIÓN BIYECTIVA 
де! T Е nc ici 2 о, | 1 e A verd - sia 2 уед Е A m РА va n 
Ux elc Kem qued EL Р ЛЭГ ЛАЙ 


q sunat 
> Zee ety 
"Ces 1 1 Mm тҮ o а^ to 

I 


-sobreyect і FA py T M 
CM dran EN 4 ALIE Си a, Гоф A в-а 





Demostrar que la función f(x) = mx * n, m,ne [R,mx0,esbiyectiva. 





Debemos probar simultáneamente que f es inyectiva y sobreyectiva . En 
efecto: 


1. беах ‚х, e Dom(f) => f(x) = mx, +ny f) = mx, +n 


2. Si f(x) = f(x) > Mx, +n = mx, «n e» х =х,, / es inyectiva 





3. Sea ye Ran(f) = Rly = mx+n => х = шан 





4. Aplicando f acada extremo setiene: f(x) = f 


(о) 





у como f(x) = mx + п,емопсеѕ еп (о): f(x) = m (2—7) «n > f(x) = y 
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Por lo que f es sobreyectiva. 
5. En consecuencia, de (2) y (4) queda probado que f es biyectiva. ш 


Determinar si la función /:1-1,4)-»(-9,8111 (1) = 5 - 3x es biyectiva. 








1. Seanx,, x, € [-1,4) > f(x) = 5-3x, у fœ) = 5-3x, 
2. Si f(x) = f(x) => 5-3x,25-3x, > - Зх = -3x, 

e» x,=x,,Vxe [-1,4), f es inyectiva. 
3. Sea y e (-9,8] (conjunto de llegada) => y = 5- 3x 


4. Como f es decreciente (porque?) , entonces paraxe [-1, 4), Ran(f) -(1(4), f(-1)] = 
(-7 ,8] +(-9 , 8] „esto es , Ran(f) «conjunto de llegada, luego , f no es sobreyectiva. 


5. En consecuencia , f no es biyectiva. m 





FUNCIÓN INVERSA 





Sea la función f : A Э B ,cuya regla de correspondencia es f = ((x , y) | 
y= f(x),x e Dom(f) = А}. Si f tiene la propiedad de ser biyectiva , entonces se define la 
función inversa de f , denotada por f* , а la función 

f* = {(у.х)1х= у). хє Dom(f)) 
о bien , si 
y = fw) €» х= f*( y), Vx e Dom(f) 





Dom(f*) = Ran(f) y Ran(f*) = Dom(f) 
b) Según la definición de función inversa , si f es biyectiva , entonces f * también lo es . De 
aquí se deduce que : (f *)* = f 
с) Si f es una aplicación ў: A — B , tiene su función inversa f * : Ran(f) > A, si y sólo si f 
es inyectiva. 


Sea la función f : [3,5) — (2 4]l fp) = + . Hallar, si existe, la 
em x+2 
función inversa de f. 








ión 1. Probaremos que f es inyectiva y sobreyectiva escribiendo Јо) = 1 + => 
: » 3 ш ! 
a) Sean x, , x, € [3,5) , entonces : Тох) = 1+ х а? у f(x,)=1+ =й 
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a 3 | 
pp ode emm x 2 


2 














Sif(x) = f(x) => 1+ 
=> X,-2 = -2 t» x, = x,,f es inyectiva 


b) Sixe[3,5) = 3<х<5 >» 1$x-2«3 e 3< s 1 
> le- <30 2514 2-34 > 2<f(054 
x-2 x-2 


Ran (f) = (2,4] = conjunto de llegada , luego f es sobreyectiva 


2. Como f es biyectiva, según la Obs. 1.2 la, la función inversa de f es 
$*:(2,41>213,5) lx = f*0) 


3. La regla de correspondencia de f* se halla despejando x en términos de y , haciendo 
f(x) = y en la ecuación dada , esto es : 














PS xl E A 2у + 1 4 С 2у +1 s 
р x =» xy 2у=х+1 © х= yal = f*(y)= y-1 ‚„ує (2,4] 
4. Сото la variable y es “muda” , de puede escribir 
Ї"О) = arl „xE (2,4] = 


Sea la función f : [-2, 1)-» IR] f@)=2x+ 3 . Hallar, si existe, la función 
f* y dibujar en un mismo plano las gráficas de f y f*. 








Como el conjunto de llegada es (Е no podemos afirmar directamente que f es 
sobreyectiva. Previamente hallaremos el Ran(f) 


1. Sixe [-2,1) e -2<х<1 > -1€2x*3«5 > Ran(f) = [-1, )c R 


Luego , f no es sobreyectiva , entonces segün la Obs. 1.21c , la función inversa de f , si 
existe , tendrá la forma de la aplicación 


f*:Ran(f) => A < f es inyectiva 
2. Probaremos la inyectividad de f 
Sean x, , x, € [-2, 1), entonces si f(x) = f(x;) => 2x,+3 = 2x, +3 
> Xx, = x,, f es inyectiva 
3. Luego, f*:[-1,5)>[2,1)lx = f*(y) 
Si f(x) = y => y = 2x+3, de donde : x= qa E» f*(y) = 42 
Por lo que : f*(x) = i (x-3),xe [-1, 5) 
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En la Figura 1.106 obsérvese que el punto Р(0, 3) e Gr(f) 
es el reflejo del punto Q(3 , 0) e Gr(f*) respecto de I(x), 
O sea la recta y = x es la mediatriz del segmento de recta 
que une P con Q. En general el punto P(a , b) e Gr(f) es BD RT AE 
el reflejo del punto Q(b , a) e Gr(f*) respecto de la recta ЯНГ: у | ын 2; с 
y = х. De aquí que la Gr(f*) se obtiene por reflexión de E 24 7 

la Gr(f) , respecto de la recta y= x. ш | JEZ “Сайн 


уш 1:106 





PROPIEDADES DE LA FUNCIÓN INVERSA 





І. Sila función f : A — B es biyectiva y si f* : B — А es la función inversa de f , entonces : 
FL1: f*of - I, o f*[fG9] = x , Vx e A, siendo Dom(I,) = Dom(f) 
FL2: fof*=1, o ЛРГОО = y, Vye B,siendo Dom(I,) = Ran(f) 
IL Sif,gyhson funciones inyectivas o univalentes , entonces 
FL3: fogesunivalente FLS: Sih = fog => f=hog* 
4: (fog)* = g*of* FL6: Sih- fog > g = f*oh 





FL1: Seaa e Dom(f) = f(a) = b,donde (a,b) e f 
Esto implica que (P, а) є f*,oseaf*(b) = a 
Luego , paraa e Dom(f): f*[f(a)] = f*(b) = a 
Sixe Dom(f) => f*IfG)] = f*( y) =x e f*of =L 
FL2: Seaa e Ran(f),esdecir, «ваа e Dom(f*) => f*(a) = b,donde (a , b) e f* 
Lo cual implica que (b , a) є f „esto es , f(b) = a 
Luego,sia є Ran(f) => f [f*(a)] -10) = a 
ysixe Ran(f) => f[f*o)] = f) =x > fof* = 1, 
FL3: Probaremos que f o g es univalente. 
En efecto, seah = fog y sean x, ,x, e Dom(f o g) 
Si h(x) = h(xz) => (fogYx) = (Гов)ХХ,) > flgx)l] = Ла) (1) 
Six, ,x, € Dom(f) y siendo f univalente , entonces si f(x.) = f(x) > x, эх, 
Según (1): х, = р(х) y х, = р(х,) => р(х) = g(x), у como por hipótesis , q es 
univalente , entonces se sigue que : x, = x, 


Por lo tanto , f o g es univalente. 
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FL4: Demostraremos que (f o g)* = g*o f* 
En efecto , de FI.3 , f og es univalente , entonces existe (f o g)* 
De la definición de función inversa, si y = (f o gx) => x = (fog)*(y) (2) 
Si y = fig] => р(х) = f*(y) e x = р*[/Җ(у)] = (g*of*)() (3) 
De (2) y (3) se tiene : (f o g)*(y) =(g* o f*)(), Vy e Ran(f 0g)= x= Dom(f o g)* 
Es (fo gy” »g*of* 





iio Sif,g y h son funciones univalentes , tales que (f o р o h)* existe entonces: 
(fogoh)* = h*og*o f* 
FL6: Demostraremosquesi:h = fog => р = f* oh 
En efecto : 
I. Sih = fog => f*oh= f*o(fog) (Composición por la izquierda con f*) 


2: > f*oh = (f*of)og (Ley asociativa) 
3. > ftoh = 1.) og (Propiedad I) 
4 > (f*oh)(9) = (I, ‚° g(x) 


= 1, [800] = р(х), si р(х) e Dom(f) 
5. Pero Dom(f og) = {x|x e Dom(g) л р(х) e Dom(f)) 
6. Entonces: (f* o ћ)(х) = р(х), si хє Dom(f ор) 
r» f*oh = g,Vx e Dom(f o g) m 





Dada la función f = ((1,3),(2,5),(4,7),(3,8)) ; hallar f*, fof y 
fed". 
Solución. |. Sea A = {1,2,3,4} = Dom(f) y B = {3,5,7,8} = Ran(f) 
Por simple inspección f es inyectiva , pues no existe dos pares con la misma 
segunda somponente , entonces existe f* 


Por definición : f* = ((3,1),(5,2),(7,4),(8,3)) => Dom(f*)=Ran(f)= {3,5,7,8} 


2. f*og = (01, f*UfCOD.Q.. /*[/(21). (4. f*Lfe0D . (3, ГЭЭ) 
= {(1,/*@)).(2,]*(5)). (4 , f*0)) (3. f*(8)) 
-40,1).(2,2),(4,4),(3,3)) = L, 
= Identidad sobre A = Dom(f) = {1,2,3,4} 
3. fof* = {3 , flf*(90, (5, fl£* 0D , (7, fLÉ*ODD (8, FO) 
= {(3, f), (5, f2), (7, f(4).(8, 769) 
{(3,3), (5,5), (7,7), (8,8)} -1, 
Identidad sobre В 2 Dom(f*) = (3,5,7,8) m 


106 Capítulo 1: Funciones 
































Sean f y g funciones inyectivas tales que f*(x) = = ‚+ р(х) = = 3, 
si (g* o fu) = 3, hallar (f* o g)(u + 2). 
: a. Ex: ES _ Зу 
1. Sif*(x) = y = x = (у): pero, у= ыа 55 уса 
Luego, fiy) = " ‚ cambiando variables: f(x)- 25 
2. Ahora,si y = р(х) > х=р +3 a E 
- 3 у-! 
ARA n 3x+3 6 
: ж = р*(х) = = зээ» 
Entonces:  g*(y) nu (х) = E 733 34 o 
3. Dado que (g* o fXu) = 3 > g*[f()) = 3 => g*( 20) = 3 
| 3u Y. 6 Зи 3(2u - 1) 
4. Регоеп (2): в*(-20.) = 3+ *— = > g* une] on 
u-2 
5. De (3) y (4) se deduce que : 220-0 = 3 ¡ddedonde,u=2 
6. Рогіо que: (f* ор)(и + 2) = f*[g(4)] = (555) = f*(0)= 35 - 2, а 
Sea la función f(x) = (+ 22 - 7х + 9) (x - 1) : hallar f*(x) y dibu- 





(x-2)0 + x- 2) 
jar en un mismo plano las gráficas de f y f* 


1. Si f(x) = ORO > f(x) = 2x-3,xe IR- (-2,1,2) 
2. Como f escreciente (f es una función lineal de pendiente positiva) , entonces 
Ran(f) = R - (f(-2). f(1), f2)) = Ran(f) = R- (-7,-1,1) 
3. Siendo f una función inyectiva (verificar), entonces | | 
existe f* delaforma — f*:Ran(f) = Dom(f) 


4. Regla de correspondencia de f* , por dos métodos : 
a) Haciendo f(x) = y => x=f* y) 


Siyz2x-3 > x=>3(y+3) > (у) = 0*3 | 





> 150)-4/(х43),хє Б-14-7,-1,1) e 


b) Haciendo uso de la propiedad : f o f* —I, 
Si (f o f*)G) =x > f[f*G)] = x 
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Luego , aplicando f*(x) a la ecuación (f(x) = 2x - 3 tendremos: f*[f(x)] = 2 f*() - 3 
e x = 2f*(x)-3,dedonde: х) = 7 (4+3),x€ R-(-7,-1,1) zi 





Sea la función f definida por f(x) = [x] + Xx- [x] ,xe[-1,3] 
a) Hallar la función f* 
b) Graficar f y f* enun mismo plano. 





а) Dadoquex-[x]>0,Vx e R, entonces si 
[x] = пе x<x<n+1,neZ > 10) = ne Nx-n ,xe [n, n« 1) 
1. Veamos si f es inyectiva en todo su dominio 
Sean x, , x, e Dom(f), si f(x) = f) => п+ Yx,-n = n Yx,-n 
c» x = х, , fesinyectiva 
2. Determinación del Ran(f) 
[x] 2nensx«n-«l 
€» 0S x-n«l 
«€» 0€ Yx- n <] 
© nn Yx-n «n4 1 
€» nS f(x) «n1 > ує [п,п+ I) 
Luego , el Ran(f) es la unión de intervalos de longi- 


tud unitaria de la forma [n , n+ 1) , igual que su domi- 
nio , esto es 


Dom(f) = Ran(f) = Ü In.ns 1) 


Como no hay intersección entre los rangos , la fun- 
ción f es inyectiva => 3 f* 





3. Ѕіу=п+Ух-п > x2n«(y-nf > f*(y) = n+(y-n?,ye [n, n4 1) 
e f*(x)2n-(x-nf,xe[n,n41) 


4. Dibujamos las gráficas de f y f * dando valoresan (n=-1,0, 1,2) hasta cubrir el intervalo 
[-1, 3], estoes : 


-144х-41 ,хє1-1,0) -I*(x*1y),xe [-1,0) 
Ух „xe (0,1) x „xE {0, Т) 

f(x) = 1-4х-1 ,xe [1,2 , Р) = l+(x-1? ,re [1,2) 
2+WVx-2 ,хє(2,3) 2-(х-2Уу ‚хє [2,3) 
3 х=3 3 ,x=3 


5. Las gráficas de f y f* se muestran en la Figura 1.108 2 
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ОМ 1.22 Función inversa de una función seccionada 


Sea f una función seccionada definida por : 
f(x) ,x e Dom(f ,) 
Ў.) „хє Dom(f,) 
Кх) = «4 Х.х), хє Dom(f,) 


fo» „xe Dom(f,) 


n n 
tal que f: A BB, donde A = |) Dom(f;¡) y В = U Ran(f;) 
1 і=1 
Entonces se dice que f tiene inversa f* : В — А , si sólo si 
i) Las funciones f¡(x),1 = 1,2,3,.. . ,n,son inyectivas 


i) Ran(f) П Ran(fj) = 9, Visj 
Es decir , los rangos de las funciones f; deben ser disjuntos dos a dos. 


Hallar, si existe, la función inversa de 


М№+х-х2 +1l.sixe [-1, 1/2] 


ТО) = 5x 7 
х+ 








,sixe (2,4) 


Si existe f* , dibujar f y f* en el mismo plano. 
Solución |. Probemos la inyectividad de f 
a) Sean: ў, (х) = 1+V9/4- (x, - 1/2) y x,,x,€ Dom(f,) 
Si f(x) = f(x) e 1+ N9/4 - (x, - 1127 = 1 + N9/4 - (x, - 1/2) 
e» (x, - 112% = (x, - V2y > |x, - 1/21 = 1х, - 121 
Comoxe [-1, 1/2], x 1/2 > -(x,- 1/2) =- (x,- 1/2) = x, =х,, f,esinyectiva 





b) Sean: f(x)=2- X, »x, € Dom(f,) 


шу Е 
+1? 
a СА а 6 
Si fx) = fœ) — 2 xam te x *] 





Dx +l=x +l 
сә х 72x, f,esinyecuva 
2. Determinación de los rangos de f, y f, 

f, es creciente en [-1, 1/12] = Ran(f)) = [£,€D,f,0/2] = 11,5/2| 

f, es creciente en (2, 4) > Ran(f,) = (f,Q2), £,(4)) = (1/3, 3/5) 
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(Verificar analíticamente la obtención de los rangos de f, y f,) 

Siendo f, y f, inyectivas y Кал(ў,) N Ran(f,) =0, f es inyectiva => 3 f* 
3. Obtención de la función f* 
a) Enf,,siy = f(x) e» х= (у) 


Pero,y 2 1 + 9/4 - (x - 1/2) > x=} +494 -(у- ly = 45 + 8у - Ay? 


Como el Dom(f,) = [-1 . 1/2) .оѕеах 1/5 > ў (у) = 1 (1-15 + 8у- 42), Vy e [1, 5/2] 
o bien : f,*(x) = id -N54 8x- 4x?) 


b) Enf,,siy = јх) => х= f,*Cy) 


n]|— 


yy. = SES 
Dadoque: y=2 A = 2-у 


+5 
© fy em yy € C13, 3/5) 


101-5 + 8х- 457), ѕіхе [1, 5/2] 





n Р) = 





IS „sixe C1/3,3/5) ^— FIGURA 1.109 


2-x 


4. Obsérvese en la Figura 1.109 que las gráficas de f, y f,* son partes de las circunferen- 
cias €: (x- M2) +(y- 1) 29/4 y €,: (x- 1)? + (у- V2? = 9/4 , respectivamente. m 





Sean las funciones : р(х) = У|х2-4| -3,хє (oo,-4] U (0,2) y 
2-x? six e [N3 ,2] 
10) - 


1-Nx3-4 ,sixe (-оо, -4] 
a) Demostrar que f y g son funciones inyectivas 
b) Hallar la función h. 


er 


Solución. a) Ѕеап ў (х) -2-x'.xe [3 ,2] y 7,0) = 1-2-4 ,xe (оо, -4] 


l. Enf, :sif (0) = f(x) > 2-x? = 2-x? 9 lx, [= |х,| 


, tales que f =h*og 





Como xe [УЗ ,2],esdecir, x 0 => X, = х, , f,esinyectiva 

En f,:sif(x) = f(x) > 1-Vx2-4 21-Yx?-4 г> |х, l= 15,1 

Dado que x e (-99,-4],estoesx «0 > -x,2-x — x,—-x, , f,esinyectiva. 
2. Determinación de los rangos 

БО) = 2-x es decreciente en [V3 ,2] => Кап(ў) = [/(2), 7,03) = [-2,-1] 
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f(x) =1- Vx? - 4 es creciente en (oo, -4] => Ran(f,) = (f.(-e9), f,(-4)] 
= (200, | - 23 ] 
Siendo Ran(f,) f! Кап(7,) =ф , f es inyectiva, entonces existe f* 


Xx*-4,six! 24 > (x<-2) v (x22) 
3. Eng:lx: -4l = 


4-xi,six!«4 < (2«x«2) 


Interceptamos estos dominios parciales con el Dom(g) y obtenemos 


mod he (8) 
g(x) = 
4-2 -3,510<х<2 (g.) 


4. Eng,,seanx,,x, e Dom(g,) 
Sig(x) = gx) > Yx?-4 -32Nx?-4 -3= > lx, 1 = 15,1 
Como x € (-00,-4] , еѕ decir, x «0 > -х =-X, єє» ХүэХ, 5 Б ез inyectiva. 
Análogamente , рагах, , x, є Dom(g,) se prueba que x, =x, ; g,€sinyectiva 
5. Determinación de los rangos de g, y g, 
g(x) = Vx! - 4 - 3 es decreciente en (-00,-4] сэ Ran(g,) = [g,(-4), g,(-29)) 
= [2V2 -3, +00) 
g(x) = 44 - X - З es decreciente en (0,2) => Ran(g,) = (2,(2), g,(0) = (3, -1) 
Dado que Ran(g,) П Кап(е,) =ф , entonces р es inyectiva, Vx e Dom(g) 
b) Sifzh*os$ => fog* = (h*og)os* = h*o(gog*) сэ fog* = Pol = h* 
Luego,h = (fog*)* = gof* (Propiedad FI.4) 
1. Determinación de la función inversa de f à 
Enf,:siyz2-x e x=+V2-y > f*(y)=+vV2-y 
Como хє [V3 ,2] ,estoes,x>0 = f*(y)2N2-y 
En f,: si ул! -4х2-4 Sx=+vV4+(y - 1) > f*(y) =+V4 + (y - 1) 
Pero x € (-00,-4],esdecir,x<0 > f*(y)=-Vy?-2y+5 , ye (oo, 1 - 213 ] 


bun | 412 -х ‚хє [-2, -2] С.Э 
л FO) = 
-Yi -2x & 5 „хє (-оо, 1 - 243] (7,9) 


2. gof* está definida + Dom(g) N Ran(f*) + 6 
Como Ran(f,*) = Dom(f ) = | 43 ,2] y Ran(f,*) = Dom(f,) = (оо, -4] , vemos que 
sólo existen р o f,* y g,of,* 
Además : Ran(f,*) c Dom(g,) => Dom(g, o f,*) = Dom(f,*) = (ee, -4] 
Ran(f,*)c Dom(g) => Dom(g,of,*) = Dom(f,*) = [-2, -1] 
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3. (g ofw = g,[f,*69] = gi 12-21+5] = Чо? -2х+5)-4 -3 = Ix- 10 -3 
Pero хє (-00, 1 -2V3 ] ,esdecir,x< 1 => (g, оў, (х) e - (x- 1)-32-x-2 
(g, o f,')() = 87,091 = g(V2 - x) = ү4-(2-х) -3 = Үх+2 -3 

Vre2.-3., sie [-2,-1] 


^ Вх) =8glf*(0]1 = | 25 
-х-2 ,8хє(-оо,1-23| 





EJERCICIOS . Grupo 6 


1. Seala función f : [1 ,4] — [a , b] , tal que f(x) =x - 2x +3 . Demostrar que la función f 
es inyectiva y hallara y b para que sea biyectiva. 


2. Sif.g y hson función es de IR en IR , definidas por las ecuaciones: f(x) = 2lxl - х, 








Р(х) = > t > , h(x) =2x + 3 . Hallar el valor de verdad de las siguientes afirmaciones 
а) f es inyectiva b) gessobreyectiva c) hes inyectiva 
3. Sean las funciones teyectivas : f(x) = 33 -6x £4, x e [1,+00) у р(х) = E ‚х#-1. 


Si f*[g*(a)] =2, hallar el valor de n= f[g(a + 8/5)]. 


4. Demostrar que la función f : R> (1, Dl fo) = es biyectiva. 


х 

1-41х| 

5. 51р: AS By f: BC, son funciones inyectivas , demostrar que (f o g) : A>Ces 
inyectiva. 


6. Sif,gyhson funciones inyectivas , demostrar que si 


h=fog > f=hog* (Propiedad Fl.5) 
7. Analizar si las funciones reales f у g son inyectivas. 
-2x+ 10 ,х«0 -Х-10х-21,хє1-5,-1| 
{= q HTG (05453 | 80) = 4 |х-21-1 
л X3 gea] 555 2l 
8. Sea Іа función lineal f(x) = ax -b,xe [-3,3],a» 1/2 
а) 8180) = ҒО) + (х) = 2x " 3 ‚ hallar a y b 


b) 816(х) -1х-431-1х-1| , hallar, si existe, fog. 
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10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 
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Si f* es una función biyectiva tal que f* 2 - 4 ) = c , hallar el conjunto solución de 
P 3x 
> 
lainecuación f(c) T d 


Sea la función f inyectiva , definida en IR por la ecuación 


-41-х .x«l 
100) = x«Ix1,T1$x«2 . Hallar f *(-2) +2 f*(1/2) + 3f*(2) 


3х-5 ,2<x<4 


Sif y g son funciones reales tales que f(x- 1) = 3x+2 y g(2x+ 3) = 4x+4; hallar 
(g* o f)(x) y (f* og)(x) 

Decimos que una función f : А — IR, con A c IR es estrictamente decreciente si 
Vx, ,x, € Dom(f) : х, «x, => f(x,) > f(x,) . Demostrar que si una función о: А >B , 
con B c R es sobreyectiva y estrictamente decreciente , entonces: a) g tiene inversa , 
b) g*es estrictamente decreciente. 

x!'-2x 42,x S0 


Sea la función:  h(x) = 
-3-6x+2,x>0 


a) Demostrar que h es estrictamente decreciente. b) Determinar h* 


Demostrar que la función f(x) = 5 (12-4x+x?),xe [0,1)U [2,3] es inyectiva y 
hallar f* 
2-22 ‚ҮЗ <x<2 
Sean las funciones : f(x) = y р(х) -1х-2| xe [-4, -3/2] 
1-2-4 ,х«-4 i 
Hallar (g + f*) (x) 
x-3 


Sea la función f(x) = —— 


1 - A 
+ гс -l.xe(1,.2),demostrar que f es inyectiva y 
hallar f*. 20У 


x-] xe [-1,2] 
Sean las funciones : f(x) = | [2х]-2[х] ; go) = Eti x2 
МЕЕ EAS) 


Hallar si existen, las funciones f* , g* y (f o g)* 


- 2 (1-21 -5),1€ [1,4] 
Sea la función real f: A>Blf(x) = 2 
-2х+3 „xE [-2, 1) 


Haciendo las restricciones posibles , hallar A y B para que f sea biyectiva , de modo tal que 
el dominio restringido sea el mayor posible. 
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19, 
20. 


21. 


25. 


29. 


31. 


33. 


* 
 ” 


35. 


Si f(x) = 2x - 3a , hallar los valores de а de modo que f(a - 1) = f*(a* +2) 





Si f(x) = (Ix- 51 +1 4x) V5-x , hallar si existe , la función f*(x) 
En los ejercicios 21 al 34, se dan las funciones reales f , probar que son inyectivas y 
hallar , en cada caso, la función f* 
4-Nxi + 12x 27 , x €-1 2+1. хе [-4 , -2) 
fo) = 22. f(x) - 
х + Өх + б x20 Үх+2 ,хє1-2,2| 
| ээ „хе [-3,-2) -2x*- 8x -7,x «2 
К) = 4 |з] 24. f(x) = 
E ? x+6 < 
al 25203323 цг 
xX +4х-5,хє [-2, 1) x'*2x 42,xX1 
Fx) = fœ) = 
Х-3 ‚хє [5, +00) х-4 “Ж 
4x-x',xe (oo, 2) x Sgn (553) ‚хє (3,2) 
ТО) = E 28. f(x) - 
x5 x€Q0.4 кел: x € [2,-+00) 
2х-1 ,хє (-oo,-1) xt ‚хе 11,2) 
ЗОО) = 4€  ,xel-1,0] 30. f(x) Ld umm [x] .xe [-1, 1) 
x +4 хє (0, +оо) - Хх ‚хє [-9,-1) 
x!-8x-7,xe (3,-D0U(4,7] Vx-3 „xe [3 , +) 
fe) = 32. f(x) 
Y/-2x -,хє|-1,3) x! +2х-3,хє [-1, I) 


xX + lOx -21,xe [-7,-5S)U [-2,-I) -41-х ,xs0 
fe» = | 34. f(x)- 


1-31х41 .xeC€1,3) ж№+1 ,x>0 


En los ejercicios 35 al 40 , se dan las funciones reales f 
a) Hallar. si existen, las funciones f* 
b) Dibujar , en cada caso, las gráficas de f y f* en un mismo plano. 


x +2x+2,xe (-оо, -1) -X -2x „хє [-3,-1) 
ТО) = 36. f(x) = 
-Үх + 1 ‚хє [-1 , +00) 24N342x-x! ‚хє [-1,1] 
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37. 


39. 


41. 


42. 


43. 


45. 


. Sean las funciones : h(x) = l 
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-xX -4x-3 ‚хє (-оо, -2] |х2-4| E 0.2) 
fa) = 38. Те) = | 
3+Ух  ,xell,+o) =g Жх-1,хє(2,4о0) 


-4-(х4-2)у ‚хє [-5,-2) 
2x [x £3] ,хє(2,41) - QC 6x8), хє oo, -4] 


A RE. a y ux | лал банкыг 
4 „Six= -l i | 


X-i ‚х<-1 2x-1,x<0 
Sean las funciones: f(x) = y Р(х) = 


х+1 ‚х>- ] х ,х20 
Hallar, si existe , la función h = f o g* 


Sean las funciones f y g definidas por 


l0-N2-x ,х«-2 4-х ,х5-3 
fe») = » (х) = 
+4 „2<х<4 ү2х - 3 „3<х<4 


Determinar una función h , si existe, tal que g — h* o f 


2 -12x 42, -2« x € 3 
Sean 10) = 3% ‚х<-2 y ga) = [5+2 х> 3 
х-3 i 


Hallar la función h = f* o g indicando su dominio y regla de correspondencia 


Ix- 11 -3,xe (оо, 1 - 213] 
; р(х) = V 1x: - 41] -3,si 
NIEZ -Fete [2-1] 


хє (-о,-4] U (0,2].Si h= go f* , hallar la función f. 


Sean ў, р, h y t funciones reales definidas por 


2-x,x<0 Yx-1,x21 -1-4Х,х0 
ТО) = ; hb) = ` t(x) = | 


3-х,х»4 X 0) х-3 ,х»4 


Sit=hogof, hallar las funciones g y g* , si es que existen. 


. Sean las funciones g y f definidas por : 


X81 Sgn(x - 3) + x ,x«-9 
р(х) = [=] ,-9€x«0 y 10) = (x. Y7-x)|x: 2 49) . Hallar g + f*. 


Vix- 1148 ,x»0 


Sección 1.13 : Función longitud de arco 115 





FUNCIÓN LONGITUD DE ARCO 


Consideremos la circunferencia unitaria (radio = 1) con centro en el origen de coor- 

denadas : 
-1(х,ууе (6212 +у? = 1} с ЁС 

Fijemos el punto Р, = (1 , 0) como punto de referencia (punto inicial). Sea œ є [К el arco PP А 
donde Р = (x, y) es el punto móvil (punto final). Si œ tiene orientación positiva (œ > 0) 
entonces P se mueve en sentido antihorario desde P, (Figura 1.110a). Si a бепе orientación 
negativa (о < 0) entonces P se mueve en sentido horario desde P, (Figura 1.110b) 
Podemos decir entonces que a cada número real o le corresponde un único punto (х, y) de Іа 
circunferencia. Es decir , esta correspondencia es una función vectorial cuyo dominio es el 
nümero real a y su rango el par ordenado (x , y) que representa al punto P sobre la circunferen- 
cia. 
Se define entonces una función L de IR en IR? , tal que L(a) es el punto P cuya distancia a lo 
largo de @ a (I, 0) es а radianes. 





FIGURA 1.110 


Definición 1.26 : FUNCIÓN LONGITUD DE ARCO 





Se denomina función longitud de arco ala correspondencia L que asocia a cada longitud de 
arco e un PE Р(х YE quxt += | ¿Esto ез: 
2875 Sa ME, T LR, gR 


y Ld 


Lagu c ЭРЭ gh uL e eg 





Considerando que la longitud de la circunferencia unitaria es 27 , tene- 
mos las siguientes correspondencias entre puntos sobre € y los ángulos 
cuadrantales : O , 77/2. , п, 37/2 y 21 
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L:a-(x,y) Significado 


а) L(0)2 (1,0) Al arco cuya longitud es с = 0 le corresponde el punto (1 , 0) 

b) L(1/2) = (0, 1) Al arco cuya longitud es a = 1/2 le corresponde el punto (0, 1) 
c) L(1)- (-1,0) Al arco cuya longitud es a: = л le corresponde el punto (-1 , 0) 

d) L(3772) = (0, -1) Al arco cuya longitud es a = 31/2 le corresponde el punto (0, -1) 
e) LON = (1,0) Al arco cuya longitud es с = 27 le corresponde el punto (1 , 0) 





Como la distancia 27 corresponde a una revolución levórica (senti- 
do antihorario) sobre Y y la distancia -21t corresponde a una revolu- 
ción dextrógira (sentido horario) sobre €, es evidente que al arco a y al arco a + 2r le corres- 
ponde el mismo punto (х, y) є €. Por tanto, es fácil notar que la función L : R => Fes una 
función periódica de período 27. , es decir: 
L(a+21) = L(a) , Vae R 
lo que implica : 
L(a-42nmz) = L(o) , Vae IR, VneZ 
para n revoluciones levóricas si n e Z* y dextrógiras si n e Z 
Ejemplos: 1. 7л) = (л+3х 2л) = (т) = (-1,0) 
2. L(9172) = L(172* 2x2n) = L(172) = (0, 1) 
3. L(-21172) = L(-n/2 + (-5) x 2m) = L(-1/2) = (0, -1) 


OBSERVACIÓN 1.24 Enel AOQP de la Figura 1.110a, el ángulo central POQ tiene por 


medida el arco a , entonces 


Cateto opuesto Cateto adyacente 
Seng = == шу : Cosa m A Es 
Hipotenusa | Hipotenusa i 


de modo que el punto Pe € si puede expresar por P = (Cos а, Sen а). Luego , la función 
L : IR — 7 nos servirá , ahora , para definir las funciones trigonométricas. 


* 








En esta sección estudiaremos las seis funciones 

trigonométricas , empezando por las funciones circulares básicas 
que son el Seno y Coseno , éstas se denotan por Sen y Cos ; y se 
definen como sigue ; 
Para cada ae R ‚еп а y Cos a son , respectivamente , la 
segunda y primera coordenada de la función P = L(a) , siendo 
P el punto cuya distancia , a lo largo de la circunferencia €, 
desde P, = (I , 0) es a , esto es: 
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Entonces, а) Sen: IR R 
a => Sen a = ordenada de L(a) 
b) Cos: IR — IR 
a — Cos a = abscisa de 1 (о) 





a) Mediante el uso de la definición de función circular , hallar Sen(1/2) 
y Cos(z/2) 

b) Hallar todos los с tales que Sen o = 0 

c) Hallar todos los o tales que Cos a = 0 

d) Hallar el valor de Sen(31/4) y Cos(31/4) 


a) Сото 14712) = (0,1) y L(r/2) = (Cos 7 1 Sen 5 ), entonces : 





(0,1) = (Cos 5, Sen 5) & Cos5=0 y $еп =! 


b) Si Sena = 0 « L(a) = (1,0) б L(o) = (-1,0) 
€» а=0+2пп б a=T+2nr,Vne 7 


єё»51-28,0,2Х,4К, +11. U E35, TE Es... $ 
Sa= [-31t,-27,-1,0,1,21,32t, . .. |= ne, nez 
c) Si Cosa =0 
€» L(a) = (0,1) 6 L(o) = (0,-1) 
€» a= 5 +207 Ó a=>31+2n1,ne Z 
B E ате T MEE PN 
бэх ат}. үеэ 0 ag Erie m 
E .3 EUN S. Sm e 2 1T 
2054. Па рр а fes To ys 


d) Sea u = (x, y) un vector unitario en la dirección del vector (7 











Y (-1 , 1) 
и = =» U = 
li vll X2 
Por lo que si =й\= [= Le 
r lo que si L(37/4) = и = (- T ; F) 
Entonces: Sen (37/4) = x y Cos(3rn/4) = - 2. ш 





- 


prc солу. Lem ACA 4 
n 252121: 1714 21, “$ -4 
B Эс. A А e L8] h 5 „422 8 





La correspondencia que existe entre los puntos de la circunferencia 
€: x! + у? = 1, extremos de los arcos a. , y los puntos del plano IR? 
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hace posible establecer , entre otras , algunas relaciones típicas de la trigonometría como las 
siguientes 
а) AlserP(Cosa, Sena)e 0: х? + у? = 1 , se obtiene la relación fundamental 
Cos?a + Sena = | 
b) Dado queP es un punto de la circunferencia unitaria , tanto su abscisa como su ordenada 
en el plano cartesiano varían entre -1 y 1 , y como tal 

-1<Sena<l < |Senal 1 

-1<С050<1 e [Cosal €I 
c) De L(a + 2пп) = L(o), Vae IR y ne Z.sededuce inmediatamente que 

Со5(0:+ 2пл) = Cosa y Ѕеп(о + 2пл) = Sena, VoeIlIR, Ynez 

“Моёа Las restante funciones trigonométricas : tangente , cotangente , secante y cosecante se definen 


en términos del Seno y Coseno , por lo que debemos eliminar los с € [R tales que Sen с = 0 y 
Cosa = 0 


Definición 1.27 : LAS OTRAS FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS 





Sean los conjuntos : D = (ae Rlaenz,ne ZI y E- (a elRlaz > +плт,пе 2}. 
Entonces definimos ; 








a) Te: E>R c) Sec: E IR- 1, 1) 
| More чеп | е: 1 
F. а Теа = C a —Seco = Сос С 
РЫ) Сов: D>R d) Cosec: D> IR- CI, I) 
1 M Cosa 29 2414 vui] 
й = > = —— 
И, а — Cotga Seno! a. — Coseca Seno 
Además ‚siae IR y L(a) = (х, у), por la Definición 1.27, se tiene 
a) Sena = y c) Tea = Х ‚ CAD e) Seca = 2 , HEAD 
b) Cosa = х d) Сора = 5, у#0 f) Coseca = $ , y«0 


г" E 225 ч | | | 
EJEMPLO : 43, Hallar el valor que toman las funciones trigonométricas en el arco 





a = 51/3 
Como Эл = 27- a , la Figura 1.113 muestra a la circunferencia €: x^ + у? = 1 





en la que о > 0 y cuyo punto terminal Р(х, y) está en el IV cuadrante. 
El triángulo rectángulo ООР tiene ángulos de 30? y 60? y por geometría sabemos que la longitud 
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del cateto opuesto al ángulo de 307 (ОО) es la mitad de la hipotenusa . Esto es, six= 1/2 e y<0, 
entonces de x? + y? = | se obtiene: y = - УГ-22 --43/2 


Por lo que ; L(3 т) LL тээ 
a) sen(3 n) = у=- Y d) Сов (5 л) =2=- $ 
b) Cos (2 п) жу 2 5 е) Sec (3 т) = = =7 





с) те(2 л) = m - Үз f) Cosec ($ л A 


1.14.1) PROPIEDADES DE LAS FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS 


TEOREMA 1.2: Arcos que difieren en 1/2 


Para todo a. e IR, donde las funciones trigonométricas respectivas están definidas , se 
cumple: | 






1. Sen (u+ 172) = Cos a 4. Сор (0+ 772)-= -Tga 
2. Cos (0+ п/2) = -Sen a 5. Ѕес(о + 1/2) = -Созесо: 
3. Tg(a4 372) = - Cote a 6. Cosec(o- 7/2) = Seca 


Demostración. Recordemos que si V = (x, y) es un vector en IR" , el ortogenal a dicho vector 


es V- = (- y x). Geométricamente e! vector Y+ se obtiene mediante un giro 
antihorario de 90° del vector v (Figura 1.114). 
Ahora , como a los números reales а y a + 72 les corresponde , respectivamente los 
puntos P(x , y) y Q(- y , x) , apoyándonos en la notación del vector ortogonal podemos 
escribir : L(a + 7/2) = [L (o)]* 
Es decir , si 

L(a) = (х,у) e L(o41/2) = (х,у) = Cy.x) 

Entonces: (Cosa, Sena) = (x, y) © [Cos (a +11/2), Sen (a + 71/2)] = (-у, х) 
Por lo que : 


1. Sen (a + 1/2) = x = Cosa 4. Cotg (o кл?) = È = -Tgo 


2. Cos (04172) = -y = - Sena 5. Sec (a + 1/2) = = -Coseca 


а= 
vy 


3. То (a +1/2) = $ = -Cotgo 6. Cosec (а + л/2) = 1 = Sec a 
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TEOREMA 1.3: Arcos iguales y de signo contrario 





Рага todo à e Е, donde las funciones trigonométricas respectivas están definidas , se: 
cumple 


і. Sen(-a) =- Sen a 4, Cotg(-à) = - Соро 
2. Costa) = Cos o 5. 5ёс(-0) = Seca 
3. Tego) == Tga. 6. Cosec (-0) = + Созес ог 


Demostración: En efecto , estas igualdades son consecuencia de que los puntos P=L(a) y 
Q = L(-a) son simétricas respecto del eje X . ya que por estar еп una 
línea vertical les corresponde la misma abscisa , en tanto que sus ordenadas difieren en 
signo (Figura 1.115), por lo tanto, si 
00) = (x, y) © LCo)2 (x,- y) 
Luego, se sigue que : 


1. Sen (-a) =- y = -Seng 2. Cos(-a) = x = Cosa 
_ Sena) _ -Sena _ Cos (a) _ 
3. Tg(-o) Cos (co) СЫ EN -Tga 4. Cotg (-a) = TN Cotg о 
M O үл лг 
5. 5ёс(-0) = teta Cos Seca б. Cosec (-a) = Sos Cosec o 





- FIGURA 1.114 — FIGURA 1.105 


TEOREMA 1.4: Arcos complementarios 





Para Ж 0: IR , donde las funciones trigonométricas están definidas „ве cumple 
1. 5еп(5/2- о). = Cosa 4, ‚Сов (7/2 в) = Тро 

(2. Gos(u2-0) —Sena | — 5: Sec(1/2-8) = Coseca 
„3 TB (2-0) = Cogo —— б. Cosec(u2- o) = Seca. 


-——-—-— - 3 





' 


A AS E Ván 


4 
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Demostración En efecto , haciendo uso de los Teoremas 1.2 y 1.3 , se tiene : 

1. Sen (1/2 - o) = Sen [(-o) + 1/2] = Cos(- а) = Соко 

2. Cos (1/2- à) = Cos [(- о) 4 1/2] = - Sen(-a) = - [- Sen(o)] = Sena 

3. Тє(л/2-а) = Tg [(- о) + 1/2] = - Cotg(- a) = - [- Cotg (a)] = Cotg a 
Los otros casos son similares. 





TEOREMA 1.5: Arcos suplementarios 


Para todo qe IR , donde las funciones trigonométricas están definidas „ве cumple: 


|, Seën (r- a) = Sefro: 4: Cotg (t -0).=- Сова 
2. Сов(л-0) = - Cos o 5. 5ёс(7-0) = -Seciu 
3. Tg(m=a)=-Tga 6. Cosec (i-o) = Соко 


La demostración se deja como ejercicio. 


TEOREMA 1.6: Arcos que difieren en л radianes 


Vx« IR . donde las funciónes trigonométricas están definidas „9 cumple 


|. Sen (о + п) =r Sen XX 4, Cotg (a E 7) = Cote ©: 
2. Со (ст) = -Cosa 5. Sec (QF m) = -Ѕеса 
3. Тр(о+л) = Tga 6, Соѕес (o m; = - Cosec о 


La demostración se deja a cargo del lector. 


En la circunferencia unitaria de la Fi- 





gura 1.116: о = longitud del arco QP y 
Р = (-3/5 , 4/5) . Hallar un punto T de la circunferencia tal que 


la longitud del arco ОТ sea a + zm. 


Solución SiL(a) = Р(х,у) > L(a) = (-3/5 , 4/5) 
y si T = L(a + 71/2) = (а + 31/2) +27] 





Na "A 4 


"FIGURA 1.116 - 





Entonces: T = L(a + 31/2) = (о + 5) +1] = -L(a+ 53 (Teor. 1.6) 
--ЇЦоур (Teor. 1.2) 

; = b + INIA а 
Luego: T = -((-3/5 , 4/5)] --($.-3])- Ee 2 
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Si la longitud del arco QTP es a y la 


longitud del arco QT esa - 57/3 , hallar 
4 Sen B - 3 Cos D , donde В es el ángulo formado por OQ y 
OT. 


Solución Сото el radio de la circunferencia es r£ 5 , desig- 
nemos un vector unitario U en la dirección de OP. |: | | 
Entonces : FIGURA 1.117 








е a ES ouk | m. +) M. 
u=L (0) = KEYI = (- 5 ©) , de donde : Cos а = - sy Sen a. = 5 
Ч ОТР za ra= e «<a = 509 
-— 5 Sen B = Sen (a: - 7) (1) 
ОТ = iB e a-4n-25B > р -с-2 > 
Cos В = Cos (0: - 7 ) (2) 
En (1): Sen В = Sena Cos E 3" Соѕ а Ѕеп т = (2) (5 ) - (-3) (23) - id 


Cos В = Cos œ Cos $; + Sen о. Sen 5 -( 211 ) + ($ di pe шэн 


Por tanto: 4 Sen B-3Cosß = TEE AE е2 Е = E 





IÓN 1.26 Periodicidad de las funciones trigonométricas 
Las seis funciones trigonométricas son periódicas 
a) El período de Sen , Cos , Sec , y Cosec es 27 
b) El período de la Tg y de la Cotg es x 


| EJEMPLO б | Sif(x)= Sen(ax +b) y р(х) = Соѕ(ах +b) ,a 70, demostrar que f y g son 
funciones periódicas con período T = 21/a 








1, Supongamos que f(x) 2 Sen(ax + b) es una función periódica con período 
T»0,entonces 
1) Sixe Dom(f) =R © (x * Т) є Dom(f) = 
ii) 3T»0lf(x«T) = f(x), Vxe Dom(f) =R 
2. En particular, para x = 0: f(0 T) = f(0) = f(T) = f(0) 
3. Pero f(0) = Sen(0 + h) = Senb = f(T) = Ѕеп р 
4. Porotro lado , evaluando f(x + T) se tiene : 
f(x + T) = Sen[a(x + T) +b] = Sen[(ax + b) + aT] = Sen(ax + Б) Cosa T + Cos(ax + Б) Sen aT 
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5 Ѕіх= 0 => f(T) = Senb CosaT + Cos b Sen aT 
y por (3): Senb = Sen b Cos aT + Cos b Sen aT 
6. La igualdad será válida si se cumplen simultáneamente que : 
(CosaT = 1) ^ (SenaT = 0) 
En ambos casos: а--27,4л,6л,....,пл,пє Z par 
Уат = nrt,neZpar > T = пл/а , ne Z par 


7. Luego, si f es periódica, su período mínimo lo obtenemos eligiendo п = 2 , esto es : 
T2194. 


8. Con g(x) = Cos (ax + b) se procede en forma similar . m 


P ) RA Determinar el período de la función f(x) = Sen 2x + 2 Sen 3x + 3 Cos 5x 





Solución. Si la función f es periódica y su período es T > 0 , se debe cumplir la condición : 
f(x* T) = f(x), Vx e Dom(f) = 
Esto es : Sen(2x + 2T) + 2 Sen(3x + ЗТ) + 3 Cos(5x + 5T) = Sen 2x + 2 Sen Зх + 3 Cos 5x 
Por el ejemplo anterior sabemos que las funciones Seno y Coseno tienen como período пл 
sine Zpar,o bien 2nr,sine Z 
Sen (2x +2T) = Sen2x > 2T = 2nm.n ez 
Luego, 81: Sen (3x + ЗТ) = Sen Зх > ЗТ = 20,7, п,є Z (1) 
Cos (5х + 5T) = Cos 5x > 5T = 2n,1,n,€ Z 


dedonde: T 28 2327 2 2mm 2 MaMa M 


> п, =2n,n ,73n,n,- 5n 


Los menores valores de n, , n, y n, para que se cumple la condición 


f(x Т) = fx) , Vxe Dom(f) 
lo obtenemos conn = 1,estoes n, = 2,n, = Зу n, = 5queal reemplazarlos en (1), resulta 
que: T 22m i m 





1.14.2) GRÁFICAS DE LAS FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS 





Usaremos el círculo unitario para dibujar las gráficas de las funciones trigonomé- 
tricas. Una mirada a la Figura 1.118 muestra lo siguiente 


1, А = (1,0) es el origen de los arcos а 


2. п(а) = т(АР) = т(%АОР), es la medida , en radianes , del arco a desde el punto 
A = (1, 0) hasta el punto genérico P = (х,у). 
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ОР = (Cosa , Sen o) es el vector unitario 
x = OH = Cosa, es la proyección del vector unitario OP sobre el eje X (abscisa del 
punto P). um uM 7 

y = HP = OC = Sen о, es la proyección del vector | 
unitario OP sobre el eje Y (ordenada de P) 


AT - Tga 
En efecto, AOHP & AOAT 

HP . AT ., Зөв. AT .. єє quu 
“ОН DA 7C (Cue р он 
PN - Cotga 





En efecto, AOHP = AOBM | 
e = БМ 9 шоо = DM ВМ = Сова 6 
Pero, AOBM = AOPN «> ВМ = PN 
> РМ = Сора 
OS = Seco (Verificar) 
ОМ = ON = Cosec o (Verificar) 


5, 


хай 114 А | MA 


Id 
| 


TES 


El máximo valor de la función Seno es | y el mínimo es -1 , es decir , es acotada , pues : 
-|<Sena<l,Vae R 

Como Sen с = - Ѕеп(-о) , Vo. e IR , la función Seno es periódica impar (Т = 2x) y como tal 
su gráfica es simétrica respecto del origen. 

La función Seno es positiva Va e [0 , л], y II cuadrantes, y negativa Vo є (л, 27), 
III y IV cuadrantes. 
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4. Escreciente en el I y IV cuadrantes, y decreciente en el II y Ш cuadrantes 
5. La gráfica de la función Seno se conoce como la curva senoidal u onda senoidal. 





1.120: Gr(Cos) = {бо , Созо) іо є (0, 251) 





1. La función Coseno es acotada , pues su гапро = [-1, 1], Vo e IR 

2. La función Coseno es una función periódica par, pues Cos а = Соѕ(-о) , Vae R y como tal 
su gráfica es simétrica respecto del eje Y. 

3. Es positiva Va e [0 , 7/2] U [3172 , 2r] , 1 y IV cuadrantes, y es negativa Va є (1/2, 31/2), 
II y НІ cuadrantes. 

4. Esdecreciente en el I y Il cuadrantes y creciente en el ITI y IV cuadrantes 

5. Сото Sen(a + 7/2) = Cos а , la gráfica de la función Coseno se puede obtener trasladando 
la Gr(Sen) a una distancia л/2 unidades a la izquierda. De este modo, la Ске) se conoce 
también como onda senoidal. 





e a A e 
+ 
2 ! 





(а, Tga)lae R y аж 





FIGURA 1.121 : Gr(Tg) = 
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1. La función tangente no es acotada , dado que su rango = IR 

2. Es una función periódica impar (T = t), pues: Tg a=- Tg(-a), Vae Dom(Tg). Su gráfica 
es simétrica respecto del origen. 

3. Es positiva Va e [0, 1/2) U [r , 3172), I1 УТ Ш cuadrantes , y es negativa Vo є (1/2, л) U 
(3172 , 2л) , II y IV cuadrantes 


4. Escreciente en todo su dominio. 





1. La función cotangente no es acotada toda vez que su rango = R 
2. Es una función periódica impar (T = л), pues: 
Cotg(a) = - Cotg(-a), Va e Dom(Cotg) 
Su gráfica es simétrica respecto del origen 
3. Es positiva Vae (0,7/2] U (1,31/2],I y Mi cuadrantes, y es negativa Ус e (7/2 , r) U 
(37/2 ,2л) ,П y IV cuadrantes. 
4. Es decreciente en todo su dominio. 
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1. La función secante no es acotada pues su rango = (-со , -1] U [1 , +оо) 

2. Es una función periódica par (T = 27) , pues : Sec о = Sec(-a) ‚Уо e Dom(Sec o) y su gráfica 
es simétrica respecto del eje Y. 

3. EspositivaVo є [0 , 1/2) U (3172 , 2n] , I y IV cuadrantes y es negativa Ус є (1/2 , 31/2), 
II y III cuadrantes. 

4. Escreciente en el I y H cuadrantes, y decreciente en el III y IV cuadrantes. 


$, 


ҮРЕ УЧ Ө 12 ЗЭРЭГ 
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1. La función cosecante no es acotada, pues su gráfica se extiende indefinidamente hacia + оо, 
Su rango es = (-co,-1] U [1 , +00) 

2. Es urta función periódica impar (T = 271), pues Cosec a = - Cosec(-o) , Wa e Dom(Cosec). 
y como tal su gráfica es simétrica respecto del origen. 





3. Es positiva Va e (0,7), у Il cuadrantes, y es negativa Va e (л, 210), HI y IV cuadrantes. 


4. Es decreciente en el 1 y IV cuadrantes , y creciente en el Пу III cuadrantes. 


¡Nota Cuando empleamos la variable х en lugar de & y escribimos y = Senx o y = Соѕх, 
entendemos que x puede tomar cualquier valor real y las funciones se evalúan con x medido 


en radianes. 


1.27 Conociendo la forma básica de la gráfica de las funciones trigono- 

métricas es posible dibujar otras más complicadas. La discusión de 

traslaciones y reflexiones estudiadas en la Sección 1.4 es aplicable para las funciones trigono- 
métricas , cuyas reglas de correspondencia están definidas de la forma 





y = aSenbx , y = a Cosbx 
y = a Senb(x- h) y = a Cos b(x - h) 
y = ktaSenb(x- h) 2 у = К+а Cosb(x - h) 


donde a , b , h y К son números reales, a £0,b #0 
Para cada una de estas funciones : 


= |a| = Amplitud de una onda senoidal = 4 | Улс: Ул! 


= |h] = Defasamiento de la gráfica de la función correspondiente 
T = 27/61 , es el período fundamental de las funciones dadas 


“В | Dibujar un ciclo de onda senoidal definida por las funciones : 





1. f(x) = 4 Sen (2x- n) 3. f(x) = -2Sen (25) 


2. х) = 3Cos (5 х+ E) 4. Јо) = 2+ Cos (x- E) 





1. ТО) = 4Sen2(x - 7) 55 42-44 be 2 qm 


Período de la función: T -25/5| > Т = л 


Apelando a la forma básica de la función Seno , dibujamos un ciclo de la función en el 
intervalo [0 , t] , según el orden siguiente 
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а) у = Sen 2x , con amplitud A = I 

b) y = 4 Sen 2x , con amplitud A = 4 

с) y = 4 Sen 2(x - 172) , con defasamiento o traslación horizontal de la gráfica en (b) , 7/2 
unidades a la derecha (Figura 1.125) 


2. 30) =3Со (2 х+ ®) = 3С» E (x45) а= 3, be n2. h= 25 


Período de la función: Т = 21/|1/2| «1-4 


Según la forma básica de la función coseno, dibujamos un ciclo de la función en el intervalo 
[0 , 4] . El orden es el siguiente : 


a) y = Cos (3 х) , con amplitud A = 1 


b) у= 3 Cos (5 х) con amplitud А = 3 


! 


C) .y = 3 Cos 5 ( x + 2) , con traslación horizontal de Іа gráfica еп (Б) , 2/3 unidades а 


la izquierda (Figura 1.126) 


түү 
ші EM 
c 
Ч А 


[ 
b 
- 


TU em dic у 
7 è - ^ i g 
de URS. ж” 





— FIGURA 1.125 


3. f(x) = -2 Sen (5%) >a=-2,)=213> T& Aj & 3 
Dibujamos un ciclo de la onda senoidal en el intervalo [0 , 3] , del modo siguiente : 


a) y = Sen (5%) , con amplitud А-1уТ-3 
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b) у= 2 Sen (225) ,conamplitud А = 2 y T = 3 


C) y = - 2 Sen ЭР) , reflexión en el eje X de la Gr( f) en (b) . (Figura 1.127) 


4. f(x) 2 24--Со5(Х-1/2) >a=1 ,b=1 o haws KEA y T=2x 
Según la forma básica de la función coseno , dibujamos un ciclo de la onda senoidal en el 
intervalo [0 , 27 + 772] , del modo siguiente : 
a) y = Cosx,xe [0,21] 


b) y = Cos(x - 1/2) , desplazamiento horizontal de la gráfica en (a), 1/2 unidades a la 
derecha. 

c) y = 24 Cos(x - n/2) , desplazamiento vertical de la Gr( f) en (b) , 2 unidades hacia 
arriba . (Figura 1.128) 


, X EE e” 
NN 7 Jc Ye ^ 
а) Фф) х: 
ETS Y. 
ыг 





“FIGURA 1.127 _ FIGURA 1.128 
Nota Las gráficas de las funciones más generales de 
ТО) = aTegb(x-h) , f(x) = aSec b(x- h) 
Кх) = aCotgb(x-h) , f(x») = a Cosec b(x - h) 
pueden analizarse en forma semejante . Sin embargo , para éstas funciones , no existe amplitud. 





1.14.3) OTRAS GRÁFICAS DE LAS FUNCIONES SENO Y COSENO 





Las funciones definidas como la suma de funciones seno y coseno se presentan 
con mucha frecuencia en aplicaciones de matemáticas. En particular si representamos por h la 
suma de dos funciones f y g en las que intervienen seno y coseno , con el mismo dominio , de 
manera que 

h(x) = Р(х) + р(х), Vx e Dom(f) N Dom(g) 
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entonces la gráfica de h puede obtenerse a partir de las gráficas de f y g mediante la adición 
gráfica de las ordenadas , esto es 
Gr(h) = Gr(f) + Gr(g) , Vx e Dom(f) N Dom(g) 


Sugerencias para dibujar la gráfica de la función h 


LI 
.. 


. Elegir las funciones f у g indicando sus períodos y amplitudes. De aquí deducir el período 
fundamental de h. 


2. Construir las gráficas de f y g con el período fundamental de h. 

3. Elegir un número suficientes de valores de x de donde se trazan líneas verticales. (General- 
mente se eligen aquellos puntos donde las gráficas de f y g interceptan al eje X o en las 
intersecciones de ambas gráficas.) 

4. Sobre estas líneas verticales , con una regla o compás , se suma gráficamente las distancias 


dirigidas f(x) y g(x). 





Dibujar la gráfica de la función : h(x) = 2 Sen(£) «3 Sen (+) 


Solución. 1. Sean f(x) = 2Sen(ž) y s) = 3Sen(4) 
2n 


La amplitud de f es 2 y su período es T = 127 4n 
La amplitud de g es 3 y su período es T = A = бл 


De modo que el período de hes T = бл 

2. Dibujamos un ciclo para g (trazo fino) y un ciclo y medio para f (trazo punteado) , tal como 
se indica en la Figura 1.129. 

3. Elegimos los puntos x = п, 21 , Зл, 4n y 5л y el que corresponde а la intersección de las 
gráficas de f y g . Sobre esos puntos se trazan rectas verticales. 

4. Sobreestas líneas verticales se suma gráficamente las ordenadas de los puntos correspon- 
diente en las gráficas de f y р. Por ejemplo , en x 2 x, , f(x,) y g(x,) son ambos positivos de 
modo que el punto (x, , h(x,)) puede obtenerse midiendo distancia dirigida f(x,) y sumando 
ésta a la distancia dirigida g(x,) . АГ, el punto (x, , h(x,)) se encuentra por encima del punto 
(х, g(x)) . En x 7x, , f(x,) es positiva y g(x,) es negativa , de modo que el punto (x, , h(x,)) 
está debajo del punto (x, , f(x,)). 


5. Como h(-x) --2 Ѕеп(2) -3 Sen (=) =- х) = h(x) == h(-x), la función h es periódica 


impar. Por tanto , si se tiene la Gr(h) en (0, бл] se puede obtener su gráfica en |-бл , 0] por 
propiedades de simetría respecto al origen . | m 
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1. Sean: f(x) = Cos2nx y g(x) = 2 Cos rx 


El período de f es T, = at =| ,yeldeges T,= = =2 de modo que 


el período de hes T = 2 

2. Dibujamos dos ciclos para f (trazo punteado) y un ciclo para g (trazo fino) , como se ilustra 
en la Figura 1.130. 

3. Dividimos el período fundamental de h en 8 puntos , desde los cuales trazamos líneas verti- 
cales. 

4. Sobre estas líneas verticales , mediante la adición gráfica de las ordenadas obtenemos la 
gráfica de h(trazo oscuro)enxe [0,2]. 

5. Como Cos(-x) = Cos x => h(-x) = h(x), Vx e Dom(h) . Luego, si se tiene la gráfica de h 
en [0,2] , se puede obtener fácilmente su gráfica en [-2 , 0] por propiedades de simetría 
respecto al eje Y . т 





La función del siguiente ejemplo no contiene funciones de seno у Соѕепо , sin embargo se 
puede llegar a éstas por medio de las identidades trigonométricas, 


Dibujar una gráfica de la función 
jos ҮЗ Cosec (1/12) - Sec (11x/12) 
© 2Sec (nx/12)- Cosec (лх/12) 
Por medio de las identidades recíprocas correspondientes se llega a la fórmula : 
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fo9s Y 3 Cos (£2 (ш) 


> f(x) = Cos (7 ) Сов(7® х) - аа х) = Cos[ El х +2) = "Сов 7. z +2) 
De donde , el período de la función es: T = E = 24 


Conociendo la forma básica del Coseno podemos dibujar un período de la función en el interva- 
lo [0,24] , con el orden siguiente : 
a) y = Cosx,con amplitud A = 1 y período T = 2л 


b) y = Cos (15 ) con amplitud A= 1 y período T = 24 


c) y = Cos P (x + 2), con traslación horizontal de la gráfica en (b) , 2 unidades 


ala izquierda. 
El trazado de la gráfica de la función f se deja como ejercicio. 1) 





Dibujar la gráfica de la función h(x) 2 x + Sen x , para xe [0,27] 


l. Sean f(x) = x y g(x) = Senx 

2. Sedibujan las gráficas de f (trazo fino) y g(trazo discontinuo) en el mismo 
plano coordenado (Figura 1.131) 

3. Se traza los puntos en los valores de x para los cuales Sen x = 0, estoes, x 20,7, 27. En 
estos puntos la Gr(h) intercepta a la Gr( f) 

4. Seobtienen otros puntos de la Gr(h) mediante la adición gráfica de ordenadas , eligiendo 
algunos valores arbitrarios de х, tales como х= 77/2 y х= 31/2 
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5. Como h(-x) = -x- Senx => h(-x) = -Һ(х) la función h es una función impar y por ello su 
gráfica es simétrica respecto al origen . Por lo tanto , si se tiene la Gr(h) en x e [O , 211] , la 
posición de la Gr(h) en x e [-27 , 0] , se sigue de las propiedades de simetría. ш 





Dibujar la gráfica de la función definida por h(x) = L Sen x para 
хє [-п,0) n (0, x] 


ena e 


Solución: 1. Obsérvese que h(-x) = E Sen(-x) = - 1 (-Sen x) = L Sen x = h(x) 


entonces h es una función par y por ello su gráfica es simétrica respecto al eje 
Y . Por tanto , primero dibujaremos su gráfica para x e (0 л]. 


2. Сото -1 < $епх= 1 , ysix>0 > ->< Senx € 


«| 


IgA 
X x 


3. Sean: f(x) -- l y (х) = 1 , cuyas gráficas son hipérbolas equiláteras que tienen por 


asíntotas los ejes coordenados. 


4. Si dibujamos las gráficas de estas hipérbolas para x > 0 notaremos que la Gr(h) se encuentra 
entre las gráficas de f y g. 

5. Dado que Sen(1/2) = 1 la Gr(h) corta a la Gr(g) en x = 1/2 . Además , la Gr(h) intercepta 
aleje Xenx = п, pues Sen n -0. 

6. Ahora bien , como Sen x » 0, V x e (0, л], en este intervalo la Gr(h) se encuentra arriba del 
eje X. 

7. De toda esta información se dibuja la Gr(h) en (0, n] , según se muestra en la Figura 1.132. 

8. La porción de la Gr(h) en x e [-n , 0) se dibuja de acuerdo con las propiedades de simetría 
respecto al eje Y. 


9. Obsérvese que existe un punto abierto en el eje Y lo cual indica que en x = Ola función no 
tiene sentido , es decir, f(0) no existe. a 


Hallar el período y dibujar la gráfica de la función 
f(x) = |Sen nx | 


"Solución. Si f es periódica > 3T»0lf(x* T) = f(x), Vxe Dom(f) = IR 

En particular, parax=0 є Dom(f): f(T) = f(0) 
Pero como f(0) -18еп01-0 y f(T) = | SennT| , entonces| Sen xT| = 0, cuya solución 
e:n Takte b-kertterTei41:2.3.4.-...9f 
Luego , el período mínimo o fundamental de la función fesT = 1 
Obsérvese que si usáramos la fórmula T = 2л /|b | para hallar el período de la función f obten- 
dríamos , T = 2л / 1 = 2. Esto significa que cuando se trata de funciones trigonométricas de la 
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forma 
f(x) = k+la Senb(x-h)! o f(x) = ktla Cos b(x - h)l 
el período de estas funciones , por el valor absoluto, se recorta en la mitad , esto es 
11251. л 
T= {= 
2 15| |b 
Como f(x) 2 0, Vx e Dom(f) = R = 0< [Sen nx] <1 „es decir, Ran(f) = [0, 1], 
entonces conociendo la forma básica de la función Seno , dibujaremos las ondas senoidales 
sobre el eje X , tal como se muestra en la Figura 1.133 











Dibujar la gráfica de la función definida por 
ТО) = Cos 5 [x]+Cos5x,Vxe [-4, 4) 


A n 
Dando valores a n hasta cubrir el intervalo [-4 , 4}, esto es , si n=-4,-3,-2,-1, 
0,1,2,3 y sustituyendo cada valor de n en f , se sigue que : 





Silx]=n & nsSx«n4l c 21515 


1 + Cos(13/2) „хє [-4,-3) 1 + Соѕ(лх/2) , x e [0 1) 
.Cos(tx/2)  ,xe[-3,-2) Cos(nx/2)  ,xe[l,2) 

399554 asco xeL2,- |. ^9 р тезле [2.3 
Cos(nx/2) ‚хє [-1, 0) Cos(nx/2) .хє13,4) 


Obsérvese que el período de la gráfica de у = Соѕ(лх/2)еѕ Т = ir = 4 ,luego , dibuja- 
remos dos ciclos para esta función y sobre ella trazaremos la Gr(f) en cada subintervalo de 
[-4 , 4). Las gráficas que corresponden a las funciones y = + | + Соѕ(лх/2) tienen un 
desplazamiento vertical hacia arriba o hacia abajo indicado por las flechas en la Figura 1.134. 
Geométricamente , el 

Ran(f) = [-2,-1) n C1, 1) U (1,2] " 
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FIGURA 1.134. 





Dibujar la gráfica de la función definida por 
f() = [Sen 5 х], paraxe [0,4] 





Sea g(x) = Sen vo o T= 5 =4 ,luego,si dibujamos un ciclo de la Gr(g), 


entonces la gráfica de f consistirá en segmentos de rectas horizontales que son las 
proyecciones de la Gr(g) en cada intervalo unitario en que se ha dividido su período. 


Como f(x) є [-1, 1] = [Sen $ x] =4-1,0,1) 
Ahora, definiendo el mayor entero se tiene 


[Sen 2Х1--1 > - 1<Sen $ x «0 
n 3. $ n 
e (n< 2 < 51) U (57s P х<2л) 
© (2<х<3) Џ (3<х<4) 


| Ѕеп 23] = 0 0< Sen 5 x«l 





n л E 

e (os 2х < 5) U (2 < и) 
€ (0<х<1) U (1<х<2) U {2,4} 

[Sen 2x] = | €» 1 SSen $x<2, no pueden ser , entonces : Sen 2х = lox= 1 


-l,sixe (2,3) U [3,4) 
ор ^ Қо) = 4 0O,sixe [0,1) U (1,2] U (4) 
É E E. 
La gráfica de la función f se ilusta en la Figura 1.135 " 


EJERCICIOS . Grupo 7 : Las funciones trigonométricas 137 


EJERCICIOS . Grupo 7 


1. En la circunferencia unitaria de centro (0, 0) se tiene dos arcos QP У OR cuyas medidas 
son 77/6 y - 51/4 radianes , respectivamente. Si Q = (1,0), P = (x, y) у R = (r,s), 
hallar xr + у. 


2. Enlacircunferencia unitaria de centro (0 , 0), hallar la pendiente de la recta que pasa por 
los puntos L(a) = (1/2, 3/2) y L(a + 3172) 

3. El rayo OP, donde=0 es el origen de coordenadas y P = (2N3 , 2) corta a lacircunferencia 
unitaria en el punto Шо). Hallar E = Cos(a + 1/2) - Sen(a - 7/2) 

4. $1 Ѕеп х Seny = 3/4 , x+y = п, hallar Cos 3(x- y) 

5. SiT esel período de la función f(x) = Sec (31/2 + 14x/3n) у Т, es el período de la 


función g(x) = Tg (23-7) „hallar T, +T,. 

* En los ejercicios 6 al 15 , dibuje una gráfica de la función definida por la ecuación indicada. 
6. f(x) = 2 Sen(x - 1/4) 7. f(x) = 3 Cos (x - 1/2) 8. f(x) = -3 Cos (x + r/6) 
9. f(x) = 6Cos(x- 1/6) 10. f(x) 22Sen(372-x) 11. f(x) = 2 Sen (3x + 31/4) 

12. f()z > Sen(2rx - 6/5) 13. f(x) = SCos(3x 1/2) 14. f(x) = -2 Sen (3x- 172) 

15. f(x) = 2 Sen (1x/2 + 1/2) 


** En los ejercicios 16 al 19 , construir una gráfica de la función definida por la ecuación 
indicada . 

16. f(x) = 2+2 Sen (лх/2 + 1/6) 17. f(x) = 1+ Cos (2x- 17/3) 

18. f(x) = 2-3 Sen (nx - 1/3) 19. f(x) = -3 +2 Cos(nx/2 + 21/3) 

<, En los ejercicios 20 al 31 , mediante la adición gráfica , dibujar una gráfica definida por la 
ecuación dada. 


20. f(x) = Cos x + 2 Sen x 21. f(x) = 3 Sen x+ 2 Cos x 

22. f(x) = 3Cos x 2 Sen x 23. f(x) = 2 Ѕепх- 3 Соѕ х 

24. f(x) = Sen nx + 3 Cos пх 25. f(x) = 2 Cos nx + 3 Sen rx 

26. f(x) = Sen 27х + Sen 31x 27, fo > Sen 27x - 2 Sen(1x/2) 
28. f(x) = x- Senx 29. f(x) = 2x- Cos х 

30. f(x) = x! - Cos2x 31. f(x) = x+ Sen (лх/2) 


* Enlos ejercicios 32 al 34 , halle el período de la armónica compuesta 


32. f(x) 2 2Sen 3x + 3 Sen 2x 33. f(x) = Sen (лх/3) + Sen (лх/4) 
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34. f(x) = Sen (21x + 1/3) + 2 Sen(3nx + 1/4) + 3 Sen 5лх 


€ Enlos ejercicios 35 y 36 , indicar el período de la función y construir su gráfica. 





2 _ 1 /|Senx] Sen х 
35. f(x) = [Sen xl + | Cos х| 60012 a |Cos х | 


37. Construir la gráfica de la función f(x) = a Cosx + b Sen x reduciéndola a la forma 
f(x) = A Sen (x - x) . Examinar el ejemplo f(x) = 6 Cos х + 8 Sen x 


38. Presentar en forma de armónica simple la función f(x) = Sen х+ Cos x y luego construir 
su gráfica. 


< Enlosejercicios 39 al 46 , dibujar la gráfica de la función definida por la ecuación dada. 
39. f(x) = Sen (5 [x]) - [Sen (5 x)] , Vx'& [-3., 4] 

40. f(x) = Cos [2x Jr + Cos (x - In . Vx e [-2,4] 

41. fœ) = 5 | Sec (лх)] + Sec (лх/2) - Те ( 2 [xD ,Ух1-4,4| 

42. f(x) = Sen (5 | х D + Соё(тх/2) 43. f(x) = Cos ( 5 [x] ) + Со8(тх/2) 


44. f(x) = Sec( 5 [xD 45. Ро) = Tg 5 [2x D 46. f(x) - Senlx- 1| 


47. Para qué valores enteros de n , la función f(x) = Cos(nx) Sen(Sx/n) tiene un período igual 
a 37. 
| l,sixe [2a , 2a + 1) 
Sea la función f(x) = , dondea e Z ; definimos la fun- 
O,sixe Qa+1,2a +2) i 


48 


ción g por р(х) = (x- [x D foo +11 - $009] Ѕеп(лх/2). Es g una función periódica. En 
caso afirmativo , hallar su período. 

49. Sea Іа función f tal que f(x) = Sen( 5 [х |) + Sen( $ x), Vxe [-2,2]. 
Hallar el rango de la función y hacer un dibujo de su gráfica. 

50. Hallar el período , el rango y dibujar la gráfica de la función 


f= Sen 2 х - Cos $ х 


51. Hallar el período y dibujar la gráfica de la función h(x) = | Sen Зх | - | Cos Зх]. 


52. Seala función f(x) = Уі + Ѕеп 2х + VI -Sen2x , hallar analíticamente el período y luego 
dibuje su gráfica. 


53 


2х-1 E ES =] I „eg 
Sean las funciones : f(x) = : р(х) = 
Cosx,0<x<3/2 


[4 + Sen x] , x 20 


Hallar la función f + р y dibujar su gráfica. 





(2.1) INTRODUCCIÓN 


La noción de límite de una función es el tema central del cálculo, es tal vez el más 
importante, pues está íntimamente ligado a los conceptos. entre otros. de continuidad, deriva- 
da e integral. Es por esto que, antes de dar una definición formal del concepto de límite, 
analizaremos ciertas definiciones y una serie de ejemplos que sentarán las bases y a la vez 
facilitarán la comprensión de los diversos términos que intervienen en la definición rigurosa 
presentada en la Sección 1.2, 


Definición 2.1 : VECINDAD DE UN NUMERO REAL 





Se llama vecindad o entorno de un número real х, , al intervalo abierto (x, - € , x, + €) que 
tiene como centro a x, y como radio a € >0, y que se denota 


V (x) = 6,-6 , x t E) 
Vecindad reducida o vecindad con exclusión de Xx, es el entorno anterior sin el nümero 
Хү, Se denota 


V*G Сү ixts)-1i1x) 
Una interpretación geométrica de esta definición se muestra en la Figura 2.1 
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FIGURA 2.1 


Por ejemplo, son vecindades del número x, — 2 los siguientes intervalos 
(2- 15,2 + 1/5) > У,,(2) = (9/5, 11/5) 
(2-1/2,241/2) > У, (2) = (3/2, 5/2) 
(2-1/8,24 1/8) - {2} => V *(2) = (15/8 , 17/8) - (2) 


к 
| OBSERVACIONES 2.1 
a) Esta claro que con la disminución del número positivo e, las vecindades correspondientes 


У.(х,) disminuyen, es decir, si 
O«g,«£,«e, > У. 0) E Vo) c V.) 


b) Si € < €, < £,. la intersección de las vecindades de x, , V. (x,) y У, (x,) es una vecindad 
de x, , es decir : 
Vx) = Vx) П У, (х) 


c) Para dos puntos cualesquiera de la recta real , X, , X, , existen vecindades que no se 
intersecan. 
En realidad , six, eR, x, ER y x, «x, , existen £, > 0 y Е, > Otales que 


VG) N У, (x) = Ф 


MT p 
Esto ocurre cuando se toma: Е = £, = z Gu - Xp) 





Definición 2.2: PUNTO DE ACUMULACIÓN 


Seael conjunto S € R y x, € IR , entonces x, se llama punto de acumulación de S , si y sólo 
si , todo intervalo abierto centrado en х, contiene por lo menos un puütox e S , distinto de 
Xy Esto es 
x, es punto de acumulación de S + V V.*(x)) y €> 0, se cumple: 
LEE ((x,-£,x, €) -(x)) n S*6 
o equivalentemente | 
x, es punto de acumulación de S €» (Ve> 0, 3xe S) / 0 < lx xu bm ECC 


La Figura 2.2 muestra una ilustración geométrica de esta definición. Si x e S pero no es punto de 
acumulación de S . entonces se dice que x es un punto aislado de S. (Véase la Figura 2.3) 
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С FIGURA22 - 





Sea el conjunto S = (3 , 7] , determinar si los siguientes puntos : 
a) x,=3 b) x,27 с) х,-8 
son o no puntos de acumulación del conjunto S. 





Construyamos previamente un radio є »О , muy pequeño , tomando 


_ 17-3] 
n 
Luego, construyamos vecindades reducidas para cada x, con € = 1/3. Asi: 
a) Parax, 23e 5: V,,*t(3) = 3- 1/3,3 + 1/3) - (3) = (8/3, 10/3) - (3) 
> ( (8/3, 10/3) - {3}) n 3,7] = (3,108) + 6 
b) Parax, 27e S: V,4*(7) = (7- V3,7 + 1/3) - (3) = Q0/3,22/3) - {7} 
> ( (20/3 , 22/3) - {7} n 8,7] = Q0/3,7 + 0 





, ne N yeligiendo n = 12 obtenemos є = 1/3 


|8- Эг 


c) Рагах, 865: Aquí tomamos £z —— ysin=5 > g-1/5-02 


V,,'(8) = (8-02, 63. {8} = (7.8 , 8.2) - (8) 
> ((78,82)-18) П G,7] 26 


En consecuencia, son puntos de acumulación de S , x,-3yx,-7. 
No es punto de acumulación de S , x, = 8 га 


En la Figura 2.4 podemos observar que cualquier х e (3, 7) es punto de acumulación de S 
(Verificar para х, = 5). En general , todo x, € (b ,c) es punto de acumulación de (b.c), incluso 
b ус. 





(EJEMPLO 2) Comprobar que el conjunto A = (1,2,3,4.6) no tiene punto de acumu- 
lación. 
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Solución En efecto, elegimos £ = d/2 , donde d es la menor distancia entre dos elementos 


consecutivos del conjunto A , esto es, є = 22 - 5 . Con € elegido cons- 


truimos las vecindades V *(x,) 
(1-05,1+0.5) - (1) = (0.5, 1.5) - {1} 
(2-0.5,24 0.5) - (2) - (15,2.5) - {2} 
(3-3.5,3+ 0.5) - (3) = (2.5,3.5) - (3) 
(4.6 -0.5,4.64- 0.5) - (4.6) = (4.1,5.1) - (4.6) 


Luego: (05,15)-(1) N A= , (25.35-09 | A26 
(1.5,2.5)- (2)) ПА = 6 , ((4.1,5.1)- (46)) n A2 $ 

Por tanto, el conjunto A no tiene punto de acumulación. me 

En general , todo conjunto finito S = (x, ,Х,,Х,,------ X.) no tiene punto de acumulación. 


Determinar los puntos de acumulación del conjunto - 
S={xlx=1/n , ne N} 


lución Al definir S porextensión,S=41,1/2,1/3,1/4,..... ) , vemos que el único 
punto de acumulación posible es x = 0 , pues si x = 1/n sólo necesitamos cons- 
truir una vecindad reducida У *(1/п) , donde £ = 4/2 , siendo d la distancia entre dos elementos 


- | 1 
consecutivos de S , entonces: Е = < — — 


n tid 
Dado que, para todo valor de £ existirá siempre un valor de n suficientemente grande como para 
que x = 1/п < £,entonces , 


(Un)e (0-£,0+€) - {0} „es десі, У *(0) П xeS XQ 
Por tanto , x = O es un punto de acumulación del conjunto S. за 











« Р” 
4 ^- 
= ‚ 204 


" 4 "e i 
PER 


Е: ac аиы m ————— ETE фе 





" $ Bd "ATT 

a” Ай 442: аіл poa У лал ра. 

E A A E тар AREAS 
FIGURA 2.5 


Definición 2.3 : CONI ACOTADO 
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Por ejemplo , el conjunto S = (-2, 2) está contenido en la vecindad V,(x), luego , está acotado 
per 2 , pues: txl «2€» -2< x «2,VxeSS 


| Nota. Otra forma equivalente de definir un conjunto acotado es como sigue. Un conjunto S CR se 

dice que es acotado si existen números a y b tales que para cualquier x € S se cumple la 
desigualdad а < x € b. donde a yb son las cotas inferior y superior de S , respectivamente. 
Formalmente : 





SclíResacotado < da,belR| а< х <Б, Vxres 


Es evidente que si algún número c es una cota superior о inferior de un conjunto S , entonces 
cualquier número mayor o menor que c es también cota superior o inferior de S. Entonces la 
existencia de una cota superior o inferior de un conjunto asegura la existencia de infinitas 
cotas superiores o inferiores para dicho conjunto. 





Porejemplo, para el conjunto S = {хє R | - 1 « x € 3) = (1, 3] cuyarepresentación en la recta 


real es 
мм»... сэ. 
-I x 3 B 
los números ,...,-3,-2,-1 son cotas inferiores de S , siendo -] la mayor de estas cotas , pues 


x2 -1, Vxe (-1,3]. Del mismo modo. los números .3,4,5,... son cotas superiores de 5, 
siendo 3 la menor de estas cotas, porque x 3, Vx (-1 , 3]. 


Definición 2.4: FUNCIÓN ACOTADA 





Se dice que una función f: А — B es acotado sobre un conjunto S c А, si el conjunto de- 
imágenes f(S) está acotado , es decir, si existe un número real г> 0, Hamado cota, tal que 


Ifo)l«r,vxeScA 
o equivalentemente 
f(x) es acotada sobre S €» Эт. M| m< (х) < M, VxeS 
donde m y M son las cotas inferior y superior , respectivamente. 


M LO 4 Determinar si la función f:x — 1 + У5 + 4х - x? es acotada sobre 
S =[-1,4]. 


Solución Regla de correspondencia de f: у = 1 + У5 + 4х - x? 
c» y-1=V9-(x-2? e (х- 2) +(у- 1)? = 9 


La gráfica de la función f (Figura 2.6) es una semicircunferencia de centro С(2, 1) y radio 3. 
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Dominio de la función : 
fesreal > 9-(x-27» 20 => (x-2y € 9 
Sel£x< 5 
Luego, S cDom(f) = [-1,5] 
Obsérvese que la función es creciente para x e [-1 , 2] 
> Ran(f) = [7(-1) , f(2)) 2 [1,4] 
Se concluye que Vxe 5 = [-1,4], se tiene: 
Хх) € [1,4], por lo que , la función f es acotada inferior у 
superiormente. Bii 





FIGURA 2.6 





Hallar el menor número M con la propiedad de que 
4x -2x' M , Vx eR 


Solución Sea f(x) = 4x-29 -2-2(x- 1? => y-2- -2(x- 1) 
La gráfica de f es una parábola con vértice en 





V(1.2). 

Si 2(x - 1)?=2 - f(x) y como 2(x- 1)?>0 ,VxelR , entonces 
2-р) 20 e f(x) < 

Estoes, f(x < M > Me (oo, 2] 


Por lo que, M = 2 es la menor de las cotas superiores de f(x) para 
los cuales: 2(х- 1)? 20, Ухє К m FIGURA 27 


| Nota. Las propiedades de los números reales más usuales para la acotación de funciones, 
son las siguientes. 


NR.1: Sia» 0Alxl «a & -a < х <а 


a<b = 
NR.2: Sia yb tienen el mismo signo y 51: 
abc 


A |= Q |= 
Tiro O | 


NR.3: УасВ , lal = а? 
NR.4: VaeR,l-al=la! 
МЕ.5: Va,beR .,|а-51-1-4| 
NR.6: Va,beR , 1261 = [2111 


NR.7 


Va, ,beR , b20 = |р |= kd 


NR.8: Va,beR ,la+bl<lal + [01 (Desigualdad triangular) 
NR.9: VaeR , 2220 
NR. 10: Sia« х« => |x| «max (lal 151) 
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Ejemplos: 

1 Si-3«x«1 ce |х| <3, porque 3= тах { 1-31. 111} 

2. Si-5«x-2«8 > |х-2| <8, porque 8 = max (1-51, 181] 

3. Si-6<2x-1<-4 e |2x- I| «6, pues6- max (1-61 , 1-41} 

NR.11: Sia«x«b c x«w , u=max (lal . 161} 

Ejemplos : 

l. Si-5«2x 4 3«2— (2х+ 3) < 5, pues 5 = тах {1-51 ,121) 

2. Si 2<x+1<7 > (x4 1) < 7 , porque 7 = max {|2| ,171) 
МБ.12: Siixi-n«ensxc«n-el,vVmeZ 
Definición de la función Valor Absoluto 

fœ) , si f(x) 20 


| fool = 
- f(x) . si f(x) «0 
Ejemplos 
1. 3x-2 > 0 = l3x-2|= 3x-2 
2. 2=1<0 c 12 -11--0(2-1) 


xl 
x—3 


xl 














x-3 








NOCIÓN DE LÍMITE DE UNA FUNCIÓN 


Hasta aquí se ha visto todo lo concerniente para tener una idea de límite de una 
función. Para introducir esta idea comencemos con un número L y una función f definida en 
las proximidades de un número х, (punto de acumulación) , aunque no necesariamente en х, 
mismo. 

Ahora , una traducción de 
lim f(x)  L (2.1) 
? x. 
podría ser : 
“ Cuando х se aproxima a x, , f(x) se aproxima a L ” 
“ Para x próximo a x, , f(x) tiende a L " 
" Cuando x tiende a x, , f(x) tiende a L” 


Como en la mayor parte, nuestro interés está relacionado con los valores de f(x) en los 
puntos x cercanos a x, (traducción matemática de una vecindad de х,), las vecindades des- 
empeñan un papel importante en la noción de límite de una función. 
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Luego, si deseamos considerar lo que sucede a f(x) cuan- 
do x — x, , podemos usar vecindades para describir el movi- 
miento del punto (x , f(x)). 

Dada una vecindad N y una función f , podemos construir 
una faja horizontal en el plano XY que contenga a todos los 
puntos (x , y) tales que y e N (Figura 2.8). Un caso importante 
se presenta cuando existe una vecindad M de x, tal que todos 
los puntos (x , y) están en la faja con tal que x e M. En este 
caso cuando x — x, , el punto (х, f(x)) quedará finalmente en 
la faja horizontal determinada por N. FIGURA 2.8 





MPLO 6) Sealafunción у) = 25-:3552 , xa? 


a) Para qué valores de х se tiene que f(x) e М,, (3) 
b) Para qué valores de x , f(x) e У (3) 





Solución Si f(x)= 2 DS) c» f(x)z2x-1,x*2 


a) Como el Dom(f) =R - (2) , se trata de hallar una vecindad 
reducida en x, = 2, esto es, M = V,*(2) , para el cual 
f(x) e N = V,,(3). 

En el diagrama de f ( Fig. 2.9) se observa que f(a) -с y 
f(b) =d. 
Dado que : ce Vp) => c=3-1/2=5/2 
de V,(3) > d=3+1/2=7/2 
Ahorasi, f(a) 220-1 = 5/2=2a -1 = а=7/4=2- 1/4 
f(b)=2b-1 = 7/2-25-1 = b=9/4=2+1/4 FIGURA 2.9 
Luego, Vx e У|„*(2)= (7/4, 9/4) - (2) , se tiene que f(x) e У, (3) 
b) Sif(a)=c => 2a-1=3-€ e a=2-eE/2 
f(íb)=d = 2b-1=3+e€ & b=2+€2 
Luego, f(x) eV. (3) , Vxe V,,*(2)= (2 -£/2,2 + €/2) - (2) a 








Para la función f(x) =x+2 

a) Trace su gráfica y lea límite de f cuando x — x, , siendo x, = 4 

b) Construya la figura geométrica que ilustre los entornos 

c) Para qué valores de x se tiene que el valor funcional de x esté en la vecindad N = V (1). 





3 





a) SeaL el límite de f cuando x > x, , entonces por la notación (1.1) 
L= lin f(x) 2442-6 
х 4 
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b) La gráfica de la función junto con Jos entornos se muestra 
en la Figura 2.10 , en donde el número х, = 4 aparece sobre 
el eje X en la vecindad М = V (x,), el número L sobre el eje 
Y en la vecindad N = V (L). Además se tiene la vecindad 

- M =V (x,) CM. 
c) Deseamos calcular los puntos extremos de una vecindad 
M = (a,b) tal que f(x) eN . Luego. si 
fíla)=c >a+2=6-€ © а=4-Е 
=> xe У (4) 
Fb)=d = 5б-2-6-6 < b-4+€ FIGURA 240 


Porloque, f(x) e V(L) , Vxe V (4) al 





Definición 2.5 : FUNCIÓN ACOTADA EN UNA VECINDAD N 





Dada una función f:IR — IR y una vecindad N = V *(L) o N =V (L), se diee que f(x) quedará 
en N cuando x se aproxime a x, , si existe una vecindad M = V *(x ) o M= V (x) tal que 
х) є №, Vxe M. | 
Formalmente : 

f(x) quedará en N , cuando x — x, . si 3M = V (x) | }(х)=М, Мем 


El Ejemplo 7 muestra que las condiciones de la Definición 2.5 se cumple si se tomar =s. 
Al elegir г = ѕ se halló la máxima vecindad posible M = V (4). Si se elige otra vecindad más 
pequeña se sigue cumpliendo la definición. Estoes,sis< r => V (4) c V (4) у, por tanto, 
se puede elegir a s = 1/20 s = r/3 o cualquier otro número menor que г, y la definición se 
sigue cumpliendo. 


EJEMPLO 8] Sealafunción f(x) = 2- lx 
a) Trace su gráfica y lea límite de f cuando x > x, , si x, = 0 
b) Determine los valores de x tales que f(x) quede en la vecindad de N = У (1) 
Solución ау Haciendo uso de la notación (1.1) , se tiene дие: 
L= hm f(x)-2 
с-0 


b) La gráfica de la función junto con las vecindades M y N se muestra en la Figura 2.11. 
Cualquier vecindad N de 2 debe ser de la forma N = (c , d) , donde c < 2 < d . Buscaremos los 
puntos extremos de una vecindad M = (a , b) tal que f(x) eN , siempre que x e V (x). 


Si у=с > с=2- 1202 €» х= t У4-2с >a=-v4-2c у b= V4-2c 


En la Figura 1.11 se observa que si xe (-V4-2c , V4-2c) = V (0), entonces 
fœ) e (c,d) = У (2), Vx eV (0) 4 
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Sea la función g : x — х + Sgn x. Quedará g(x) en la vecindad 
М = (- 12, 1/2) cuando x se aproxime a 0? 





x-1, six«O0 


БИЙИ :00) =x+Senx=4 x ,six=0 


xttl, six-0 | 

El Dom(f) = IR y g(0) = 0 + Sgn = 0. Sea М = (a , b) cualquier vecindad de сего, 

esto es M — V (0). La gráfica de g , mostrada en la Figura 2.12 , pone de manifiesto que 

cuando x — 0, g(x) no queda en la vecindad N = (- 1/2, 1/2) , pues tenemos : 
(b/2) eM y g(b/2) eN. 








FIGURA 2.12 


EJERCICIOS . Grupo 8 


Sea la función f(x) = | x+ 1| , donde el Dom(f)={xeR | N8 -11-31 (бєх-х €0)). 
Hallar todos los puntos de acumulación del Dom(f) y comprobar que existe un único 
x, € Dom(f) que no es punto de acumulación del Dom( f). 


Sea A = {1/n |n e Z} , hallar un punto de acumulación de A 


FIGURA 2.11 





qe 
. 


ә фм 


. Determinar el menor núméro М соп la propiedad de que Vx e IR 
a) 3+36x - 12x < M b) 2-x^-x^ «M 
4. Determinar el mayor número m con la propiedad de que Ух e IR | 
a) m < 9x? - 48x - 36 b) m € 5x? -20x + 16 
24x x e 8x2 
MTA eda 
que Vx e [2,5],entonces, m < f(x) € M 


un 


hallar el menor número M y el mayor número m , tal 


6. Determinar si las funciones dadas son acotadas inferiormente, superiormente O no son 
acotadas. 


4) f= cu .xeR-(1) h) f= 
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a) Ї(х)21х-21-3 „xe R е) f(00)=-1+V3+2x-x , xe [-1,2] 
b) f(i)z4-2x-x! , xe К fy fus=lx-21- [xe 1| ев 
c) Кх) = х2 + 25-6, xe [2, +20) g) х) =8- Ух + 8x-7 , xe (oo, 9] 


х + 5х? + 5х? -5х-6 
х +4х+ 3 


7. Establecer si f(x) quedará finalmente en la vecindad N cuando х > Xy Si la respuesta es si, 


producir una vecindad M de x, tal que x e M = V (x,) implica que f(x) e V (L) ; si la respuesta 
es no , mostrar porque no , utilizando un dibujo o un argumento algebraico. 


a) f:x>(1/x), N= (0,2), x,=1 
b) f:x (Ux), х,-1/2 
c) Ї:х-э (1-2х) , N= (5/2,-32) , х,-2 





d) fix> [cn , N=(1/4,3/4) , x,=1 


е) Їх-ЭЇх| , Ме (a,b) ,a«1«b , x =1 
f Ї:х- likl , Ns (a.b) , х= 0 
8) f:x Зх; N= (2,4) , х =1 


8. Demostrar que f : x > (mx b), т> 0, quedará finalmente en toda la vecindad 


10. 


de mx, + b cuando x > x,. (Sugerencia : Observe si N = (c. d) es una vecindad 


É | : с-а d-b 
de mx, +b , entonces (c -b „а - b) es una vecindad de mx, , luego (< Жон ) es 
una vecindad de х,). 


. Demostrar que si (a , b) es una vecindad de О y si (c , d ) es una vecindad de 1, y además, 
si f es una función f : x => (1- 5 х + тх), т> 0 , entonces f(x) quedará finalmente 
en (c +a , 4+ b) cuando f(x) tiende а cero. 


Se supone que cuando x tiende a x, , f(x) queda finalmente en (c , 2). Demostrar que 
| f )| queda finalmente en (-1 , max(lcl , 141)) cuando x х, 








2.3) EL LÍMITE DE UNA FUNCIÓN 


Empezaremos en esta sección con la definición formal de límite de una función 


numérica. Dos ejemplos previos introducirán una idea clara de esta definición. 





Sea la función f(x) = x? - 1 . Qué ocurre con f(x) al tomar x valores muy 
próximos a 2? 


Solución Рага tener una idea del comportamiento de la gráfica de f próximo a x = 2,- 
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podriamos usar dos conjuntos de valores de x , uno que se aproxime a 2 por la derecha y 
por la izquierda. La Tabla 2.1 muestra los correspondientes valores de f(x) para varias 
elecciones de x próximos a 2. Al marcar estos puntos se observa que la gráfica de f es una 
parábola (Figura 2.13) con un hueco en el punto (2 , 3). Se observa además que, en la 
medida que x es un número cercano a 2 ; f(x) está muy próximo al número 3. Decimos 
entonces que “el límite de x^ - 1 , cuando x — 2,683” y escribimos , según la notación 
(2.1) 


lim (x*- 1) = 3 ЇЕ 
x2 


TABLA 2.1 




















FIGURA 2.13 FIGURA 2.14 


x-2 
x32 -2 


Cómo se comporta la función f cuando x está próximo a 2 pero no es exactamente 2? 


Sealafunción f(x) — 





Solución  Могатов que la función f no está definida para x= 2 , porque cuando x 22 , 
ambos , numerador y denominador son cero. Pero racionalizando el denomi- 
nador encontramos que 
fo) = x42 +2, x#2 => Dom(f) = [-2,4 e) - (2) 
Como en el Ejemplo 1 , hagamos una tabla de valores de f(x) para variar elecciones de x 
cercanos a 2 por la derecha y otras por la izquierda. La tabla 2.2 y la Figura 2.14 muestran que 
cuando x está próximo a2 , f(x) está próximo a V2 +2 +2=4. Portanto , el comportamiento de 


x-2 
Үх+2 +2 


para x próximo a 2 , pero distinto de 2 , es el mismo que el comportamiento de 
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Ух + 2 +2. Así pues , estimamos que 


lim минээ _ = lim(/x+2 + 2) = "m 


хә2|-/х+2 + 2 x2 


TABLA 2.2 


19 ) |2 ET qmm зө н 1 ES 
09 | 3 Ot 9 x f E 7 г ^ К -1€9- - 1 Y: j Ё 
= zs 2 1 |11 LD p 1 F Aak ¡o esu 
2 | ч, Ди, 
AN E E ї : - 


NA + 
| 


А 4 
Mano. 





{ +» 3 ta 
! ^4 | у 1 A rxrvost 
ti | A &. 1 7, 3153 
5 + / 
9 159,9 hs 1 À 
1 46.00.09 Y эе. 54 
ХАГ 3 E £ 


De la tabla 2.2 podemos rescatar lo siguiente 
f(1.999) = 3.9997 y f(2.001) = 4.0003 
de modo que si : 
1.999 < x < 2.001 = 3.0007 < f(x) < 4.0003 
о bien, si : 
2-0.001 < x <2+0.001 => 4-0.0003 < f(x) < 4+ 0.0003 
-0.001 < x-2< 0.001 => -0.0003 < f(x) -4 « 0.0003 


Entonces basándonos en la propiedad : |x| <a = -a<x<a 
podemos escribir 

0«1х-2| < 0001 = 1£(9-4|< 0.0003 (2.2) 
La desigualdad | x- 2| < 0.001 asegura que si x dista de 2 en menos de 0.001 entonces f(x) dista 
de 4 en menos de 0.003. Lo cual significa que podemos hacer que | f(x) - 4| sea tan редиепо 
como se quiera haciendo que | x - 2| sea lo suficientemente pequeño. 
Una torma más precisa para describir este hecho es usando dos símbolos para estas pequeñas 
diferencias. Generalmente se emplean e (epsilon) y б (delta). Entonces dado cualquier número 
positivo € , podemos hacer que | f(x) - 4! < £tomandolx- 21 lo suficientemente pequeño , es 
decir , existe un número positivo б , tan pequeño como se quiera, tal que, si 

0«Ix-21«8 2 1 До) -41 < ғ (2.3) 

Estaes la afirmación (2.2) con € = 0.0003 y 6 = 0.001 
Por tanto , 51 asignamos a ғ cualquier valor positivo , por pequeño que sea , encontramos un 


valor apropiado para ё , de modo tal que (2.3) se cumpla y decir que el límite de f(x) cuando x se 
aproxima a 2 es igual a 4, que expresado en símbolos se denota 


m 2 709 Е 


La discusión previa conduce a la siguiente definición formal del límite de una función. 


Definición 2.6 : UNA DEFINICIÓN RIGUROSA DEL LÍMITE 


- 
ч Tin E “рч 
A E b he MMC Мәс +, тҮ 
| " 150011 y” Y 1 104 
- ^ J 
Y Ai А. 11€ Е 4 
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| 0-« Ix - xl < ё entonces |1(х)-1,| < € д 
Formalmente : o CA 
| “| ҮЕ» 0 ,36» 0 |sixe Dom(f) y 
a lim f(x) -L => 4 
Kay | E » 
O«lx-xI«6 = Ifo)-Ll «€ 


| OBSERVACIÓN2.2 El antecedente de la Definición 2.6 nos dice que existe una $> 0, 
tal que 
0 <|х-х„| < б = (хех) л (-ё< х-х„<8б) 

€» (xx) ^ (x,-Ó< x<x +8) 

€ xe (x,-0 , x,+0)- (x) 
es decir que x pertenece a la vecindad reducida V,*(x,) y cuya interpretación geométrica es 

Variación dex 
X,- 0 ыг x, +0 


0«|х-х,|« 6 2 VG 


| OBSERVACIÓN 2.3 хє Dom(f) ^ хє V, (x) 
=» хє Dom(f) л ((x,-0 , x8) - 1x) 
De aquí se desprende dos alternativas 
a) Sixe Dom(f) N ((,- 6 , x,+0)- {х,}) * 6 , entonces x, es un punto de acumulación del 
Dom f). 


b) Sixe Dom(f) N ((x,-0 , x,+0)- (x,]) = 6. entonces x, no es punto de acumulación del 
Dom(f) , es un punto aislado, y ocurre que el límite de la función en х, no es único, toda vez 
que siendo el antecedente falso, la implicación es verdadera para cualquier valor real de L. 


Como los dominios de las funciones son intervalos y sabiendo que todo punto de un intervalo 
es un punto de acumulación, nuestro estudio de límites se basará únicamente en el caso de que 
x, sea un punto de acumulación del dominio de f. 


"OBSERVACIÓN 2.4 ЕІ consecuente de la Definición 2.6 nos dice que existe un número 
muy pequeño ғ > 0, tal que 
1 70)-1 | «єє» -e< f(m-L<e 
«€» L-£« р(х) < L«£ >» (х) є (L-e£, L+e) 
es decir, f(x) pertenece a la vecindad V (L) y cuya interpretación geométrica es 





L-e L L+e 
|р) - Ll « £ » V(L) 
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| OBSERVACIÓN 2.5 Рага que la función f tenga límite L en x, , esto es, si lim f(x) = L 
existe, se concluye que : > 
a) La función f debe estar definida para todos los números suficientemente próximos a x, , 
aunque no necesariamente f(x,) = L 
b) La magnitud del número б depende del valor del número ғ y cuanto menor sea ғ , menor 
habrá de ser 6. 
c) Si se elige cualquier б, > Otal que 6, < ô, el límite L no varía , sigue existiendo. En efecto, 


según la Definición 1.6 (€ - б): 
0«|х-х,| «6 -110)-11 «e 


818, < 6,setiene: — O« Ix- x,| < 8, implicaque 0< |х-х,| «6 
y por transitividad : 0«|х-х, «6, => lfe)-Ll « € 
es decir, con б, también se puede usar la Definición (Е- б). 
| OBSERVACK La imagen geométrica de la Definición 2.6 es la siguiente 





a) Dado un número pequeño £ > 0 , entonces 
IfGO-Ll <e «e» foe l-e же) | 
Significa que el conjunto de imágenes f(x) se encuentra ка i 
en la zona acotada por las líneas horizontales y =L-€,| | | 
y-L-t,esdecir,en la vecindad V (L) . | | 


la Gr(f) , determinen a su vez el intervalo (х -6 , x,+0)| A 
sobre el eje X , de manera que para cada x «x, , la función | 
esté dentro de la zona horizontal limitada por las rectas| f | 
y = 1.-&, у = L+e, y donde. Dom(f) N V,'(x) = Ф 


c) Como todas las xe [Dom(f) N V,*(x.)] deben tener sus 
imágenes f(x) en la vecindad V (1) = (L-£ , L+ £), se debe cumplir 
f [ Dom(f) п Vjx)] c V (LD) 
d) En términos de vecindades , la Definición 2.6 se puede expresar de la siguiente manera. 








La elección de la 6 apropiada 


En general, como ya sabemos , la elección de 6 depende de la 
elección previa de £. Para demostrar la existencia de un límite necesitamos probar que dado 
cualquier € > 0, podemos encontrar una б > 0, ta! que 





- 
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0 <lx-x | <8 = | f&œ)-L| <€ 


Los pasos a seguir son los siguientes : 


1. Se descompone [fœ - L| en dos factores , uno de los cuales necesariamente tiene que ser 


|х-х,| , esto es 
If(9-Ll = | x-x1 1р(х)! 

. En seguida se busca que acotar o mayorar la función g(x) hallando dos números positivos 
0, y M, para los cuales , se 

0« [x-x,| «6, «160015 M 
Ahora el valor de M lo hallamos asignándole a ô un valor ё = б, según la forma que tenga la 
función f. 
a) Silafunción f es un polinomio de variable real hacemos 6, — 1 
ро) 
Р(х) 
tal que g(x) = (х-а) (х-Б)... ,dondex=a , x=b,etc., son asíntotas де f se elige Іа 
más cercana a х,. Suponiendo que es x = a , hacemos 


b) Si f es una función racional de la forma: f(x) — 


21 
T 7 la - x, 


c) Si f(x) es una función que contiene radicales de indice par , el acotamiento de g(x) se 
hará a partir del dominio de f. 
. Elegido б, , Construimos g(x) de la siguiente manera 
Si 0 « [x- x,l < 6, , entonces 
Ix - х, | lg(x)l implica | f(x) - LI < lx - x,l M 

Luego, sil fG) - L| <€ , por transitividad se sigue que : 

Ix-x,| M < є siempre que |х-х | < M = 6, 
. Ahorasi escogemos ô corno el menor o mínimo entre ё, y б, , esto es, si б = min(6, , €/M}, 
entonces para 0 < [х - х, | < ё se cumplen las desigualdades : 


0«lIx-xl«8, , 120)1< Мм , 0«Їх-лх,1 « 6, 
y es cierto que si 


О < Ix - x, | «6 > |f(x)-Lİ = Ix - xl lew] < Ix - x,l M< € 


con lo cual el lim f(x) = L , queda demostrado. 
Xx > Х, 


EJEMPLOS ILUSTRATIVOS 


EJEMPLO 1] Utilice la definición de límite para demostrar que 
lim (4x-3) 27 , xeIR- (1) 


а — | 
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Demostración Puesto que f(x) = 4x+3 está definida Vx €IR - (1) , cualquier intervalo 
abierto que contenga a 1 , excepto posiblemente 1 , satisface el primer requi- 
sito de la Definición 2.6. 
Ahora se debe demostrar que VE» 0 , 36» O0, tal que si 
O<lx-1125 => |(4x+3)-7| < ғ (о) 
с»0«1х-11«6«.»4|х-11«є 
с»0«1х-11«6 = |х-1|]< £4 


Esta proposición denota que ё = €/4 es satisfactoria , pues con esta elección de ё se tiene el 
argumento siguiente 
0<lx-Il< = 4lx- 11 « 48 
=> |4х-41< 4% 


c 1(4х-+3)-71 <€ (porque 48 =£) 

Por tanto , se ha demostrado que si Ө = #/4 , entonces se cumple la proposición (a). Esto 

demuestra que lim (4x +3) = 7 E, 
x1! 





EJEMPLO 2 Demostrar que: lim (x? + 2x- 1) = 7 
= — х- 2 


Demostración Según la Definición 2.6 , debemos probar que 
(ve>0,35>0) | sixe Dom(f) = R-(2), y si 
0<1х-21< 8 = |(2+2х-1)-71 <€ (о) 
Como la elección de 8 depende de £ , partiremos del valor absoluto | f(x) - L| para transformarla 
en otra que contenga а los factores [ р(х) 1 y 1x - 2] , esto es: 
1. |о2+2х-1)-7| = 122+ 2x- 8| = 1x « All x - 21 = lgwllx-2l 
Luego , la proposición (a) se puede escribir 


0«Ix-21« 8 = 182031|х-2| < ғ (1) 
2. Por hipótesis el término| x- 21 está acotado por 8 , esto es| x - 2] < ё 
Falta por acotar el factor | р(х) | = |х+4] ,es decir, hallar un número M > 0, tal que 


Ix +41 <M. Para tal efecto, se restringe la б que se requiere eligiendo б, € 1, ya que f(x) 
es una función polinomial. 


3. Estoes,si: Ix- 21 «8 € $ = Ix-21 «1 e» -1«x-2«1 (NR.D 
E 5<х+4< 7 
€ 1х+41< 7 (МЕ 10) 


e 12(х)1<7 3M 
4. Recuerde siempre que la proposición (1) es e] objetivo por lo que debe pedirse que 
0«Ix-21« 8 ә 7[х-21< € 
c» |х-2|< £7- $, 
De esta forma se han impuesto dos restricciones a 6: 0, € 1 y O, < €/7. Para que ambas 
restricciones se cumplan debe tomarse 0 como el menor de los dos nümeros 1 y £/7 , esto se 
puede escribir con símbolos: ô= min (1 ,€/7) 
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Si se utiliza esta б , entonces se tiene el siguiente argumento 
0<1х-21< 8 ь 1х+41< 7 y 1х-21 < #7 
Multiplicando miembro а miembro el consecuente obtenemos 
0«|х-21«6 = 1х+411х-21 «7 (8/7) 
> |х?+2х-8|< € 
c» |(х?+2х-1)-7|<є 
En consecuencia se ha demostrado que para cualquier £ > 0 , la elección de 6 = min {1 , e/7) 
hace verdadera la proposición (о). Esto demuestra que : lim (2-2Хх-1)-7 "m 








EJEMPLO 3 Demostrar que : lim (2+ : --3 


Demostración Según la Definición 2.6 , debemos probar que 
(V£»0 , 35>0)l sixe Dom(f) - R- (0, 1/2), y si 


0<1х-01 « = 2533 (-3)| <е (a) 





1. Para hallar 6 en términos de ғ partiremos de | f(x) - L| para transformarla en otra que 
contenga a los factores | (5) | y 1x - 0| 





2x3 
2221 3 +3| = 81552 {|!х1 = 812601 lxl 
Luego, en (0): 0«1х1«68 > 8lg(m1!x! (1) 
2. Por hipótesis|x| < 6, falta por acotar la función g(X) = 5-1 51 esto es , hallar un núme- 


21 > 
ro M>0tal que |gG)] < М . Como la gráfica de f(x) банн una asíntota en x= 1/2 cercano 
a x, = 0, se debe imponer una restricción a ô con el fin de obtener una desigualdad que 
contenga el factor | g(x) |. Esto se logra eligiendo 


Pel 2 0-1 





. 1 1 1 3 1 
« E: E 1 ¿A шз 
3. Silxl« < 8, > х| «2 © 199349 3 «2x-1«-5 
es ek. ЭГ: = | | «2 (NR.10) 
2x- 1 3 2х - 1 


с |р(х)| < 22M 
4. Ahora,en(D: 0«|х1 « = 8()|х| < ғ 
> Ixl < 216 = б, 
Por tanto, eligiendo ô= min (1/4 , £/16] se tiene el argumento 


0 [xl «5 = | <2 y 1х1 < ғ/16 


= | |х| < 26716) 
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ES 8|; |< 16 (£/16) 
em Y 


« € 








lo que hace verdadera la proposición (0) => lim (2H > 3 īa 


: 2x e 
Demostrar que lim (23) == 





| A кы. 2х : | 
Demostración Si f(x) = ws wr DOS ,x+-1, х + 3/2 , debemos probar que: 


(Ve>0,35>0)l sixe Dom(f)- R-1-1,1,3/2) y si 
2x 
0«Ix- 1 «8 = laz 6D <£ (a) 


1. Para determinar 0 en términos de € partiremos de | f(x) - L| para transformarla en otra que 
contenga a los factores | g(x)l y | x- 11. 








Hic |- Qx*«3)&-D| |. 12х43| у, 11 
2x!-x-3 (x+ 1) (2x - 3) Ix 11 12x- 3] 
= leo! Ix- 1l 
Luego.en(a): 0«1х-1-«6 = 10(х)11х- 1 < ғ (1) 


2. Búsqueda de una б apropiada para acotar | р(х) | 
Como x * 1 = Оу 2x - 3 =0 son dos asíntotas verticales de la gráfica de f, siendo x= 3/2 el 


punto más cercano de x, = 1, el supuesto 8 lo elegimos de : ё = 1 |а-х,-413 - 1-1 


- «Є > o~- =- ——Á - — — _— 
3. Silx 1| «8x 8, > Ix [< <» < x-1« <» «X Є 


De aqui acotaremos cada uno de los términos де р(х) 











3 9 lI 
a) 3«2х«3 e 2 «2x«3« 11 o (25431411 
3 5 3 l 1 2 1 
Bb Т2х« l1 G5 „= «2:с3470-2-45-24 «i| | «2 
2 3: 2 2 5-3 3 21-3 
7 9 4 1 4 1 
9 q«x«1« e $« x3 1—7] 
12x +31 11 4 44 
Entonces : |zolLIl——É L EN ж <= =M 
ma 50270 1] e Ian « 7 


4. Luegoen(D: 0« [x- 1l« 8 e (2) х-1 <E 
=» |x- Ц < 78/44 = б, 
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Por tanto, eligiendo 8 = min (1/4 , 7£/44) se tiene el argumento 


Е AA y |х-1 «45 
|х-1112х-3| 44 
12x 3] 44 
> —— [xl < 
11531 57! 50718) 
2x 
2x'-x-3 E | SE 
En consecuencia , se ha probado que si se elige 6 = тіп{ 1/4, 76/44) se cumple la proposi- 
ción (a). Esto demuestra que lim f(x) =-1 E 


xl 





x- 2 15 
x'-229-4x48 / . 


(1-2 (G8 4x43) — xbk4x43 


LO 5 Demostrar que lim (-5 


Demostración Si ((х)- .x*-2,x*2 


(x-2y(x-2)  х+2 
Ahora aplicando la definición de límite se tiene : 
lim (2423) - 15 65 (ves 0,3820) sixe Dom(f) - R- (2.2). ysi 
xi-4x*3 15 
0<1х-21 «5 o пин 4 | «єє (0) 


1. Para determinar ё en términos de £ , partiremos de | f(x) - Ll y convertirla en los factores 
leod] y [x- 2] , esto es 





x'p4x-3 15|-114х-9 1 . 
аа eat 
= 1 ерэ!х-21 
Luego en (a): 0« |х-21 «6 => 1180011х-21 «e (1) 


2. Búsqueda de una 8 apropiada para acotar | g(x) | 
Obsérvese que la gráfica de р presenta una asíntota vertical en х = -2 , no muy próxima 
ax,=2,esdecirla -x | e (0. 1], por lo que eligiendo ô, < 1 acotaremos | g(x) |. 
IBN 


3. Silx-2|<1 O -1<x-2<1 © 3«x42«5 © 2769 





21 1 
= = <4+ PECES 


13 








(NR:10) 


2 


13 
“я = |4+ ES 
= 8091 « 12 = М 


4. Luego,en(D:0«| x-21 «8 = 1 (5) Ix«2] <E 
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с |x- 2|« e =й, 


Eligiendo 6 = min(1 , 12£/13) se tiene el argumento 


1 13 
0«|1х-21-6 = |4+ 5 |< 3 Y |х-2| « 12 € 




















13 
> 185 :5|5 р 55s 
ES 12 
Pec | |х- 2| « (15) (159) £ 
Lo өр 
xX +4x+3 15 
x+2 | SE 
Se cumple la proposición (о) , lo que demuestra que lim x A = H m 
LO $6] Demuéstrese que: lim =] 
| мєр 
Р, 1 
Demostración Sea f(x) = —— => Dom(f) = (3, + ео) 
Ух-3 
Entonces , probaremos que si 
lim ) 21 €» (ve>0,35>0) | sixe Dom(f) = (3, +0), y si 
x4 X- 
1 
0«|х-41«6 = а| єє (о) 
Үх-3 
1. Para determinar ô en términos de € partiremos de | f(x) - L| 
] 1-43х-3 4-х 
2 19-0 MEENE энэ 
Үх-3 4х-3(144х-3) 





Сото el denominador es positivo V x e Dom(f) , podemos prescindir de las barras de valor 
absoluto y escribir 


Чуй Л ж a с ЕБЕ 
qe Vx -3 (14 Nx-3) 
Luego,en(o): 0«1x-4l «8 > gu Ix-4l «e (1) 


Ix-41 = р(х)|х-4| 


2. Búsqueda de una 6 apropiada para acotar р(х) 
Obsérvese que g(x) es el producto de f(x == h(x) = como f(x 
que g(x) p ТО) = 2-5 y Ч == у ТОО 


es una función que contiene un radical de índice par , el ЕЭ ЛЫН de h(x) lo haremos a 
partir del Dom( f) , esto es, si 


153 > 12330 c 1415351202 22 21 (2) 
1--4х-3 
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La gráfica de f presenta una asíntota vertical en х = 3 , muy cercana al punto x, = 4 , es decir, 
|а-х,| e (0, 1], entonces restringiremos la ё que se requiere eligiendo : 


5,= lla-xl- 113-41 = 5 


3. Si 1х-41< 3 e -$«x-4«1 














2 
Lera 2 ! (3) 
Sy <х-3<5 а ваг 
1 
El producto de (2) por (3) da: р(х) = ————————— < 12-М 
> Чх-3 (1+Ух-3) 
4. En(Dsetiene: 0« |х-41 <8 = V2lx-4|<e => х-4| < ел2 = 
Por lo que, eligiendo 3 = min(1/2 , £/V2) se tiene la proposición 
0<1х-4| < 6 = min(1/2,€N2) = |}(х)-1| < € 
En consecuencia se ha demostrado que : lim І >) zl ш 
х — X- 
Demostrar que: lim = 
4 х») бтз +3 P 
Demostración Sea f(x = A. „ A ,x*-l,xs*1l 
о) 4х243 -2 х+ 1 
Entonces , probaremos que si 
lim (32713 +2) - 2 e» (Уғ>0 , 35>0) | sixe роњ)  R- (-1,1), y Si 
4 2 + 
051х-1 «8 - (353352 „|, (a) 


1. Para determinar una ё en función de £ , nos apoyaremos en | f(x) - 1.1 





vx ух+3 +2 2| = | E EJ -3 |х-1-3160911х-1 
Еп(0): 0«1х-11«6-» 3160)1|х-1-«є (1) 


2. Búsqueda de una $ apropiada para acotar | g(x) | 
E hipótesis el término |x- I| está acotado por O, , entonces para acotar IgG] elegimos 
LI 
3. Construcción de g(x) a partir de la hipótesis 
Silx-1l<l &-1«x-1«1 e 0<х<2 = 0«2x«4 (2) 
510<х<2 =œ 0< x'«4 € 3«x! 433«7 > ҮЗ < 1243 < N7 
Sumando (2) (3) se uene : Үз «42-3-2х«4-7 
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22M  (NR0) 


| | | | 1 | 
TIE uU ЫН Л эй a T Soon LIP 
4-47 J4x?4342x 3 Ax? +3+ 2x 43 
| 
4. Luegoen(1): 0«|х-1«6-31(--1|1х-1-є 


43 


=> Ix- И < 3 e=0, 


Por tanto , eligiendod = min{ 1 , V3 £/3) se cumple la proposición (о) 
0« Ix- И « 8 min[1,V3€/3) > |0) -21 «e 
con lo cual se ha demostrado que : lim f= 2 # 
A — 





1/5] + 1 ) 20 
I5x ~ 11 
Demostración Previamente, determinemos el valor де | х- € enx,=1 > [1-1/5]=0: 
luego . busquemos el intervalo en el cual varía x (entorno de x,) . Esto es , si 
[к= УЗ 20 = 0 < x- 1/5 <1 > 1/5 < x «6/5 
Pero como x Æ 1/5 , entonces x e (1/5 , 6/5). Además , si 
1<5х<6 > 0 < 5х-1<5 = |5x- 1l = Sx- 1 


Demostrar que : lim (EE fm 





Luego , la regla de correspondenciade f es: f(x) - , xe (1/5, 6/5) 


| 
5х — 1 
Demostraremos entonces que : lim ) ч ‚51 xe (1/5, 6/5) 
x3 \ 9х — | 4 


En efecto , segün la Definición 2.6 , debemos probar que 
(V£»0,38» 0) | six eDom(f) = (1/5 . 6/5), y si 


0«1х-11 «89 | ¿2-2 <E (0) 


1. Determinaremos una en términos de £, apoyándonos en la expresión | f(x) - L| y conver- 





tirla en otra que contenga como factores alg(x)| y |x- I! .Estoes, 


E ut =2 | 
5х-1 4 








22 5 
== | 1-2 БООХ-1 


Luego,en(o): 0«|х-1-«6 => 3 |р(х)|1х-1|< е (1) 


2. La cota superior M = |р(х)| lo hallaremos a partir del Dom(f), es decir, si : 


Ls > < 1<5х<6 >» 0«5x-1«5 = 152 l 


5 5 5 Jx—] 
Significa que no hay cota superior para g(x), pues cuando x está muy próximo a 1/5, g(x) 
crece sin límite. Luego, necesitamos restringir aun más el Dom(f) alrededor de x = 1, tal que 
| 4 


җе ШР =ч" „е, 4 6 
Ix «6, € -$.«x l< < 5 <х<< С (1/5, 6/5) 


ос 
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3. Construcción de g(x) a partir de б, = 1/5 


| D... m 
Si4«5x«6c€»3« 5x-1«5 e << s] <3 


1 
5х- 1 








ә | 1153 


: 2 Bl 
4. Luego, en(1): 0<1х- 1| < 8 = 4 (5) lx-11<e 


=> Їх-1| « I e = 8, 
Por tanto, eligiendo 9=min( 1/5, 12€/5) se cumple la proposición (о) 
i E zii 
О<|х- 11 < 8 = min(1/5,122/5] => E 4|56 


De este modo queda demostrado que lim f(x) = 1/4 ы 
xi 


Ix-31 - Ix «21 
Ix- 4l 





Sea f(3)- ‚ sie=7/5 , hallar una ӧ tal que 


lim f(x) =- 3/2 


Solución Dado que x + 4 y x,= 2 , hallaremos el dominio de la función en el entorno del 
número х, = 2 imponiendo una restricción аё = 1. Esto es, si 
0«[x-2| «1.&»-1«x-2«1 «»1«х«3 
En este intervalo, por definición de valor absoluto 
Ix-31 =-(x-3) , Ix «2| 2 x 42 y lx-4l ==(x-4) 
Entonces , regla de correspondencia de f(x) se reduce a 


AR 2, у= 2, sare (0,3) 





f(x) = 


224) = - 3 , por la Definición 1.6 , probaremos que 





Luego , si lim ( 
(V£» 0,38» 0) | sixe Dom(f) = (70,3). y si 
2x- 1 3 
O<lx-21<85 = |2-1-(3)| «e (о) 


1. Сото nuestra elección de 5 depende de £ , partiremos del f(x) - L| para transformarla en otra 
que contenga como factores al р(х) 1 y Їх-21 „esto es 


EZ 
x-4 


Por tanto la proposición (о) se puede escribir : 


0«|х-2| «8 = 7 Їв0011х-21 «e (1) 





= ГЭЭЧ xc. ii = 
.3|-415:31-4| 27] lx-21= 5 Їесд!1х-21 


2. Laacotación del р(х) | la haremos a partir del Dom( f) 
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811сх«3с»-3«х-4-1«-»-1« -i- €= 1 
х-4 3 


1 2 
=> | 52351 > Igo9l «12 М 
3. Luego, en(1): 0«1x-2|] «5 => 2001х-21«є 
=> |х-2| < 25/77-6, 


4. Eligiendo ё = min(1 , 22/7 } se ha demostrado que lim f(x) = ~ 3 
x2 


Por lo que, si £=7/5 => 5 = піп {1,2 (2)) = 2 Г 





Usando la definición de límite , demostrar que 


lim (У5х+6) = 4 


Demostración Рог la Definición 1.6 , debemos probar que 

(Ve>0,35>0) | хє Dom(f)= (-6/5 ,+ ео), y si 

0«|х-2| «6 =>1V5x+6 -4|< ғ (a) 
l. Dado que la elección de 3 depende de £ , partiremos del valor absoluto | f(x) - L| para 


transformarlo , mediante el proceso de racionalización , en otro que contenga a los factores 
ебх) | y Ix- 2]. Esto es 





(5x + 6 - 16 5 
¡A eel E 3. 1р ора ој) 
У5х+6 +4 (жЕ Ti & 
Luego , en (a) : 0< |x-2| «8 => 5 g(a)1 х- 21 < е (1) 


2. La acotación de g(x) se hará a partir del Dom( f) . esto es 


$15х+6>0 > VS1+6+4>4 = M 


М5х-644 4 


=> р(х) < 1 


3. En(Dsetiene: 0«|х-2|«8 = 5(L)Ix-21 <e => |х-2| < 46/5 


4. Eligiendo ё = 4£/5 se tiene el argumento 
0« Ix-2|] «6 = р(х)<1/4 y Ix-2] < 4/5 


5 5 
A Їх-2| < 4£/5 
V5x+6 +4 4 » 
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-51х-21- 4 
Х5х+6 +4 +4 е JE 5) 


> m— -4| «є 
Por tanto , se ha probado que si se elige ӧ = 4£/5 se cumple la proposición (о). Esto 
demuestra que lim У5х +6 =4 m 


| OBSERVACIÓN 2.8 Límites que no existen 


Los problemas más comunes que conducen a la no existencia del 
límite de una función f(x) cuando x > x, , son los siguientes 


1. Distinto comportamiento de f(x) a la derecha y a la izquierda de x,. Por ejemplo , discutir la 


existencia del límite: L= lim E l a- ! 








¿Sea f(x) = 


six>1,f0)=1 y parax<l, ОР —-].Estoes, к tiene distinto comportamiento cuando 
x se aproxima a 1 por la derecha y por la izquierda. Esto significa que no existe el lim fo» 


. Enla Figura 2.16 se observa que 


2. Comportamiento no acotado. 
Por ejemplo , discutir la existencia del lim 5-4) 


Sea ў(х) = E 1: En la Figura 2.17 vemos que cuando х se acerca a 1 por la derecha, f(x) 


crece sin limite o cota , mientras que si se acerca a 1 por la izquierda , f(x) decrece sin cota 


y como lim f(x) no se aproxima a un número real L cuando x 1 , ѕе dice que no existe el 
Х--» 


límite. 





FIGURA 2.16 FIGURA 2.17 





EJEMPLO 1 12 Demostrar que: lim 332 no existe. 


— — HU — — x4 





Demostración Supongamos que existe el límite y que si 


lim (22 





) =L ¿ (ve>0) | sixe Dom(f) y si 
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0«|1х-41«6 = | Bega -L|<e 


. Haciendo uso de la propiedad NR.9:lal - [b] < la -b| , se tiene 























Si Xx +2 p <E = Feat pes © 155521 ену 
х-4 - х-4 
1 
e Ix-4l > € Igoollx-41» (1) 
сэн icis Я ТЯТТ: 
2. Acotaremos la función р(х) a partir del Dom(f) . esto es 
Si 0<х<4 = 0«Nx«2«2«Ix 42«4 
] | 1 1 і 
=> — < <=“ < = = М 10) 
4 Nx+2 2 213 2 a 
3. Luego, en (1): 1 Ix-4l > шон. = 1х-41 > 2 = 6, 
2 ILI -є ? 
Contradice la hipótesis : |x - 4] < 5 
4. Entonces lo supuesto es falso , por lo tanto , no existe lim RT | ха 





EJERCICIOS . Grupo 9 


< En los ejercicios del 1 al 6 , aplicando la Definición (ғ - д) del límite , determinar los 
números 9 > 0 para los valores de € dados. 








A: lim (/x--2) = 23, € = 007 Ё. lim (22° - De ln €: 602 

E lim (32-3х-45)-3 , £= 0.04 Á. 2 (A +х-4) = 10, ғ = 0.033 
9-1 d -1 E. 

P^ Am. 3х-1 pes 0:047 бы! A ES A ‚ ё=0:013 


< En los ejercicios del 7 al 40 , demuestre , aplicando la Definición 2.6 que el límite es el 
número indicado. 








22-х-6ү 7 х-4ү. 1 
E lim (520. За) = 4 8. lim 4-4)5-34 
: x+4Y_5 
"n a 107 2 xs а с ub 
L lim (2442) -.2 12. lim (2*1) 2.4 








xin V6x- 3 r2 VX4 2 
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4. 23 2 20 
13. iim ка = шс = —28 14. im (2 3 = 5 
х-э-1 хо! 3417: 2x — | 
4 23 2 
15. lim PAN 208 16. lim ! = 4 
x1 x+l x323'*x— с 
17. lim L - 4x) = 3 18. lim = ~ 3 
х-э-1 Y x x-WM2* x + Ти 
19. im (22) =з 20. "pue ==. 1 
х-»-1 dr zm х^.=®+2 2 
21. li m (2 ==) =0 22. lim ==) = 
ин -114 х-э! х? = 5 4 
23 bm HE E 24. im (A 
х-э3/2 * 10x — 44/3 х-»-4/5Х 25x +10 5 
25. lim "AX Y ng 26. im (3-2) = 1 
x30 * 64x — Í x4 4 
27. lim (x*4flx(4 - 1)1) = 0 28. lim 4— х?) = 45 
li x | І 
29. == — 30. li = — 
М ах) 25 lim(-577) 2 
Зх — m 3x—2 
31. im ( —-——— Ie A 32. lim 22---) RT 
m 1- IJ Е x31/2* 2 — |х + 11 
| [х]+2 16 х Ix 51 ix + 21 
33; 1 1 = 8 34. | e M єр 
15512 x? ) 25 m | I2x — 11 | 
| x24 [55 Jy 
35. lim (———2— ) = 5 36. lim (———)- 
x—3/2 Ix — 21 x33/2 * | xl - [x] 
2 
37. 11 ( =— x*1 |-- 38. lim ( 2 tjus a 
x31/2* х2 3x + 1 хә-1\ Зх -2 
1 1 X 
39. lim [Еа 0. li 
pii [5х — 1l" js 2 y ШП | I3x — 4l ja 


4i. 


42. 


Hallar una б > 0 , tal que si 





51-16 3 


Sea f una función definida por f(x) = x* - x - 3 
a) Calcular L = lim f(x) 
x2 


5x^- 4x 3 І 
6 


О«Їх-21-6 = 


b) Encontrar un valor de б > 0 tal que 
0 <lx-2|< 8 = |fœ@-4|< 02. Ilustrar gráficamente 
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TEOREMAS SOBRE LÍMITES 


La demostración del límite de una función utilizando la definición de límite resulta 
muy laboriosa. A fin de calcular límites de manera más fácil se emplean teoremas, cuyas demos- 
traciones están basadas en la Definición (Е- д). Estos teoremas . así como otros que aparecen 
a lo largo de este capítulo . están señalados con la etiqueta teorema de limites. 


Teorema 1 de limites : UNICIDAD DEL LÍMITE 





 Ellímitede una función, siexiste,esünico. Esdecir,si — Y "ad хх 349 
: ur | fe), y de test eis 272 


Demostración En efecto. sive, —£, — £/2, 36, » 0,0, >0, entonces de las hipótesis tenemos 
lim fo)zL, < ve, > 0,38,» 0, |5 хє Domi(f) y si 
х Х, 


0«Їх-х,| «6, > IfœW-L | «e, (1) 
Lj 10 -L,« МЕ,»0. 30,> 0 |sixeDom(f) y si 
O<lx-xw, l< б, = 170)-1., «e, (2) 


Como х, es un punio de acumuiación del Dom(7) , f está definida en algún punto х, = x, del 
intervalo (x, - 8, ,x,+0,) ! (x, - 5, , x, +0,), entonces si para este punto x, e Dom(f) se satisface 
0«|х-х, « 8 = inin(5,, d,) 

tenemos que 
IL, -L = -fa * f(x - Ll 
que , por conveniencia, escribimos de la forma 
IL -L «l-Cf(x)- Lo CfG) - LI 

y por la propiedad triangular 

IL, -LI sifa- I+ Hftx)- L,l 
Ahora , de (1) y (2) se deduce que 

IL -L| <£ +е, &lL,-Ll«e 
y haciendo uso de la propiedad de los números reales 

Silxl<e у £» 0 > x=0 

se concluye que : L,-L,=0 >L =L, m 
Nota. Esimportante darse cuenta de que al estar o no definido el valor de f(x) en x, no tiene nada que 


ver con el hecho de que existe o no el límite de f(x) cuando x —> x, No obstante , si ocurre que 
el límite es precisamente f(x.) se dice que el límite puede evaluarse por susiitución directa. Es decir 


lim f(x) = f(x) 
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Una aplicación interesante de la sustitución directa se ofrece en los teoremas 2 al 11 de límites , que llevan 
el nombre de propiedades de los límites. 


Teorema 2 de límites : LIMITE DE UNA FUNCIÓN CONSTANTE 





Si c es una constante , entonces para cualquier х, 


lim (c) 2 c 
хэ х, 


Demostración En efecto , si 
lim (c) = с = Ve> 0, 36» 0, tal que si 


XX, 


0<lx-x « 6 => |0) -сі < ғ (1) 
Pero, como f(x) = с > [с-с < = = £» 0, 
Luego , para cualquier 9 > 0 se cumple la proposición (1). Por tanto , se tiene que : 


lim (c) 2 c Гај 
E X 


0 


Teorema 3 de límites : LÍMITE DE UNA FUNCIÓN LINEAL 





Si m y 6 son dos constante cualesquiera , entonces 
lim (mx +b) = mx, b 
YE, 
Demostración En efecto, si 
lim (mx b) = mx, +b €» (Ve> 0,35» 0) | sixe Dom(f) y si 
AX 


0«|х-х,| «6 -170)-11 «є (1) 
> | (mx +b) - (mx, 40)| < € 
=> | 11х-х,| «s 
Para hallar la 6 apropiada consideramos dos casos 


а) Simz0 => 0«1|х-х,1|« 6 => х-х, < Лт 


Este argumento es válido si tomamos ё = -5- ‚у así concluimos que: 


| ml 
| (mx - b) - (mx, + b)| < e siempre que 0< [x - x,| <8 = £/| ml 
b) Sim=0 => f(x) = Б (constante) => f(x) = b = L 


=> 1х) -11 = 18-61 2 0, Vxe Dom(f); luego V 6»0,1a proposición (1) 
siempre será válida. 
Esto demuestra el teorema para el caso (b). E 
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‚ Teorema 4 de límites : LÍMITE DEL MULTIPLO ESCALAR 





Si c es una constante y f es una función real , entonces 
Lim [c f(x) ] = c| lim f(9] = cL 
xx, x3 X, 


Demostración  Enefecto, por definición de límite 
lim f(x) = L €» (У > 0, 35» 0) | SixeDom(f), y si 


0«Ix-xl« = 1fG9-Ll « e, 
Si escogemos €, = iei , entonces 
C 
0«lx-xl«6 => |f()-Ll < 1 


c» ЇсСИХ)-с1,.| <€ 





que es la definición de : lim [c f(x)] = cL 
XX - 


Teorema 5 de límites : LÍMITE DE LA SUMA Y DE LA DIFERENCIA DE 





DOS FUNCIONES 


Si limfty=L y lim р(х) = M => ldim[f(Q) + eg0)]=L+M 
X X4 XX, 3-9 х 


Demostración lim [ Нх)4803 1 = lim Йб) + lim р(х) = L+M 
Xx — Xy х Xy xiu 


Para cualquier € > O, probaremos que 36 » 0 , tal que si 
0«1|х-х,| «6 = 11) + р(х) 1 - (L* M) < е 


e |[f(x)-L] + (өЕо)-М1| < € (1) 
entonces por la desigualdad triangular 
li fœ) + во) - (L+M)I < (о) - LI + ео) - MI (2) 


conseguiremos quel [ f(x) + р(х) - (L + M)] sea menor que € haciendo 
| (5)-1.|«6/2 у lg(x)-MI < e/2 
Dado que: lim f(x) = L y lim g(x) = M 
xx, xx, 
sabemos que existen números positivos б, y б, tales que si 
0«|х-х,| «6, =>1f(0)-Ll < 2/2 
O<lx-x, kê, => |р(х)-М|< £2 
Tomando ahora б =min(8, , &,} , observamos que si 
O<lx-x,1<5 >1f(9-Ll<e2 у lg -MI < e/2 


e |f()-Ll + ро) - МІ < t ry qe 


£ 
2 
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y en virtud de (2): 0<1lx-x,15=1[ f(0+g009] - (L+M)| < € 
que es precisamente la definición де: lim | f(x) + gG)] = L+M 
Хэ X4 


En forma similar se demuestra que lim | f(x) - g(x)] = L-M 
X — Xs 


Por ejemplo, hallar lim (x* -3x 4 5) 
x2 


Usando las propiedades hasta aquí demostradas , obtenemos 


L = lim (42-3x+5) = lim (х) + lim (-3x) lim (5) СТ.51.) 
x2 r2 x2 x2 
= lim (X) -3 lim (x) + lim (5) (T.AL) 
x2 x2 х-э2 
= 2^-30)4- 523 


La propiedad de la sustitución directa es válida para toda función polinómica , tal como se 
establece en el siguiente corolario 


Corolario 2.1 LÍMITE DE UNA FUNCIÓN POLINOMIAL 
Si f es una función polinómica y x, es un nümero real entonces 


lim $0) = f(x 


Demostración Еп efecto , sea f(x) = а х"+....+ах+а, 

una función polinómica donde 550,5 s vay AE IR (constantes) 
Entonces las sucesivas aplicaciones de las propiedades de la suma y del múltiplo escalar llevan 
a que 


in fo а [Um x) +, ыза a] Ши) 





=D n Завь 
=0X+....+0,x +0, f(x) 


Teorema 6 de limites : LÍMITE DEL PRODUCTO DE DOS FUNCIONES 





Si lim f() = L y limg(x) = M => lim [f)-200] = LM 
й эх, X —3 Xa 3X. 


Demostración | Probaremos que Ve>0 , 35>0, tal que si 
0«|х-х,| «6 —1fG9*g00-LMl < € (1) 
En efecto : | f(x) + g(x) - L-MI = If. е(х) - М) + MfGO -L* MI 
< | f(x) + в(х)-М/(х)1 + IMfeo - L- MI 
< | fool lg) - MI + IMI fæ - LI (2) 
Dado que : lim f(x) =L € (ҮЕ,»0 ,38,»0) | sixe Don f) y si 
А 0« Ix-x,l «8, > 1fG)-LI «e, (3) 
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y Hm geo = М © (Ve,>0,30,>0 | sixe Dom(g) y si 


0«|х-х,| «8, > [0(х)- MI < e, (4) 
Entonces , relacionando (3) y (4) con (2) obtenemos 
1fG9*g09-L*MI «17031 e + 1MI e, (5) 
Acotaremos | f(x)| partiendo de lim f(x) = L para£,- 1, es decir: 
x — 27 


Рага є,=1 , 38,>0 | sixe Dom(f) y si 0« |х-х,| < 8, = |0) - Ш «1 
Esto es , еп (5): | ГО), во) -L*MI < (1+ ILI )е, + 1МІ e, (6) 
Рага que la suma del segundo miembro de (6) sea igual a € conviene elegir 





lirio: Y 67 21] 


Podemos hacer ahora que 6 = min(6, , б, , б,} y observar en (6) que si 


геп) + Iti 


con lo cual se cumple la proposición (1) y así queda demostrado que 
lim у(х). р(х) = L* M 5 
xx, 


u2 a2 





| Е = 
0« lx-x] «8 => 1£69-809-L-MI< t IL > | za. 


Corolario 2.2  Siexiste шэн НО) = L; , рага1-1,2,3.... , n, entonces: 


lim Пло) = Пи, 


x X, i-1 


Corolario 2.3 LÍMITE DE UNA POTENCIA 


Siexiste lim f(x) = L;,parai=1,2,3,...,n 
xx 
ysi f(x) = f(x), Viz1,2,3,...., nyL=L=L=....= L, = L,entonces 
lim 09) = | lim SO" = L^,ne 2 


Teorema 7 de límites : LÍMITE DEL RECIPROCO DE UNA FUNCIÓN 





li - «UM 2020-2104 e M0 
ма) = из o 


Si lim Р(Х) = М => 


Demostración En efecto , por la definición de límite se tiene 


> 1 1 е : 
hm |—]2 — © Ve>0,35>0| sixe Dom(l/g), y si 
m. za) M (Ме), y 
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0«lx-xl«8 =» |—— -4 < € (1) 





gx) M 
mo |-L.- L.|- М-ЕО)|  lI&9)-MI 
gx) M M • g(x) IM} lgx) | 
1 
Еп(1): 0 - ð — шилжин -M 2 
(1) «|х-х, «8 => МП [р(х)-М|<є (2) 


Ahora, si lim g(x) = M + Ve,>0,35,>0 | xe Dom(g) y si 
хх 








0« Ix-x,| «8, = Igo9- MI <e, (3) 
Dado que lg) - МІ < £, < М -є < р(х) < M+e, 
1 1 | 4.2 
"E М +€, g(x) * M - €, *M*M 
] 2 1 2 
< —— mm ———————‹—— 
Igo9! IMI IMlIgcol IMI? 











2 
Entonces en (2) : 
\ IM: 
=> |е(х)- МІ < 5 IMle=85 
Luego, eligiendo 9=minf0, ,6,), tendremos el argumento 


17:72 


| 1 1|. l&9-MI , 21609-М| , 21/2)М2є 
gx) M [м1 16091 Im]? Im]? 
Entonces, 51 хє Dom(1/g) y si 0 < |x - х, | «бээ инээ 
go М 
1 1 


Esto demuestra que : Jim 177118 =: limga M 


Teorema 8 de límites : LÍMITE DEL COCIENTE DE DOS FUNCIONES 





"Tr mici LN E DÀ SIR NE E 
a gol y AD р(х) = M => ME аб) = м — ,51М #0 
Demostración Еп efecto , haciendo uso de los teoremas T.L.6 y T.L.7 se tiene 


озү g : —- 5 Epp 
ed g(x) 3 um ys nud emm 9 я Sd Уо) Uim 25 


-449-8 . 
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Como consecuencia inmediata de esta propiedad se puede observar que 81 f(x) y g(x) son 
funciones polinómicas , entonces 


lim (1%) _ FG) 
xx, * g(x) g(xg) 
Por ejemplo.si f(x) = 3x? -2x * 6 y g(x) = х? + 3, ocurre que 

m (La -JO .30)-20)*6. 12-446 _, 

x2 \ g(x) g(2) (DS 4+3 
Cuando g(x) = 0 . se dice que el límite del cociente no existe (se simboliza co). El siguiente 
corolario da una condición cuando se presenta este caso. 








, siempre que g(x,) # О 


Corolario 2.4 Dadas dos funciones f(x) y g(x) tales que lim f(x) = L,Lx0 


y lim g(x) = 0 = lim (LY 


no existe. 
x, x>xp Р(Х) 


Demostración Supongamos, por el contrario, que existe un número real M tal que 











5 0265. 
lim -М 
ARO) 
| | (х) | a С) 
Entonces: L = lim f(x) = lim х) + f = lim g(x)| lim ——- 
md. Jim | el g(x) XxX g(x) | хх, 8(Х) 
= 0(M) = 0 
Lo cual contradice la hipótesis de que L x 0 . Por tanto. lim : c) no existe . 
X Хү 
x? 4 | 





Por ejemplo , aplicando el corolario 2.4 , se puede observar que lim 


| no existe , 
х-э3/2Х|1х1-1 


pues 51 р(х) = [x]-1 => g(32) = [3/2] -1=1-1=0 


Teorema 9 de limites: REDUCCIÓN DE UN LÍMITE ЕМ x, , A UN LÍMITE 


EN O 
Si АЛЫЛ Тр L . entonces jim fx -h = 1. 





‘Demostración Еп efecto , según la Definición (e - б) de límite : 
lim f(x) =L < (УЕ-0,36»0) | sixe Dom f) y si 


О0«|х-х,| «8 > 1/0)-1.| < е (1) 
Para la sustitución x - х, = h se tiene : 
€» (V£»0,38»0)l хє Dom(f) y si 
0«|h-0] «8 > |f(x, +h) -L| < е (2) 
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que es la definición de lim f(x, +h) = L 
h0 


Por tanto де (1) y (2): Шт f(x) = Jim fath) р 


Teorema 10 de límites : REDUCCIÓN DE UN LÍMITE EN hx, A UN LÍMITE 





EN € 


lim f(x) = lim f(hx) , siempre queh x0 
х — hx, х-эх, 


Demostración En efecto , si lim f(x) —-L (1) 
х — 0 


€» (ЧЕ»0,16»0) | sixe Dom(f) y si 
0«|х-їх,|«6 =1f(x)-Ll «e 


Ahora si, 0< |х-х,| < TT c» 0< |hx-hx,| «8, implica que | f(hx) -Lİ < € 
Entonces , para $, = Š se tiene . 
0«Їх-х,| «8, = 1/00)-1. «e 
que es la Definición (€ - б) de lim f(hx) = L (2) 
Luego, de (1) y (2) se sigue que : lim fa) = lim f(hx) al 
Y Wo Xx — Xy 


Teorema 11 de límites : LÍMITE DEL VALOR ABSOLUTO DE UNA FUNCIÓN 





Si lim f(x) =L — lim lfo9l = ILI 
xXx, xXx, 


Demostración En efecto 

Jim К) =L e» (ҮЕ»0,38»0) | sixe Dom(f) y si 

l 0O<lx-x,1<5 => 1/0)-1 <e (1) 
Por la propiedad де los números reales ; | lal - 1511 < la -b| , setiene 
| 7601-1141 < 1 - Ш «e 

Luego, en (1): (Ve>0,38>0) | six Dom(f) y si 

0«1|х-х,| «8 => 11/001-1111«є 
que es la Definición (є - $) де: Jim | fool = [1] a 
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TEOREMA 2.1. Si lim ТО) = y sia< L< b, entonces existe un número 
хх “ = 
8»01а« 0) <Б, Vxe он(/), que satisfaga: 0 < |х-х,| < 8 
Demostración Еп efecto , por una de las hipótesis : si lim f(x) = L 
х ә Xo 


© (Ve>0,35>0) | sixe Dom(f) y si0< |х-х,| «8 = | f(x)-Ll < € 
Estoes,si 17(5)-1| < & e» -e«fo)-L«e e L-e«fo)« L+e 
Si elegimos: a< L-e y b» L«& c» (£<L-a) y (e<b-L) (1) 
De la otra hipótesis: a<L<b © (a«L) ^ (L<b) 
< (L-a»0) л (b-L>0) 
De donde , tomando el número positivo є = min(L -a , b - L) , podemos definir : 
lim f) = L e (VE2 minL-a,b-L) 20,3820] sixe Dom(f), y si 


0«|х-х, «8 = L-e<f()<L+E (2) 
Ahora combinando (1) y (2) obtenemos 
0«|x-x| «62 а< L-e< Д) < L+e< b e а< ў) <Б si 


Teorema 12 de límites : LÍMITES QUE CONTIENEN RADICALES 





Siexiste lim f(x) = L e» т /(3) = Y lim fa) = VL 
гтл, У-23Х6 17334 
donde. Le Rè y neZ* o Le R y ne Z' impar 


Demostración. En efecto , de la Definición (£ - 9) del límite se tiene 
lim 5 (х) = VL €» (V£»20,38» 0)Isi xe Dom(f) y si 
хәл 
O<lx-x1<8 = İy f(x) — АЛ.| «є 


Casol, SineZ' y L>0 
Por el Teorema 2.1 ,a<L<h, tomando a=1/2 , entonces existe un número б, >0, 


tal que f(x)» 5>0 .Vxe Dom(f) y 0« Ix - xl «9, 


n n 
De la identidad: a~ b = cor E 
a" x a" buco gb"? + pn 


con а= ҮЛ) y b= YL ,Se tiene 


1 Ах) — 1. 
O ML ИШИНЕР у= = 
y + "(ху)"? L Fols RAE 
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Pero como УІ"! < UIC)" + ү (fe)? LF coc + VL"! 


cuando f(x)>0 y L>0, entonces 


f(x) - Ll 
isl Fay = ¡UGD ee (1) 
nf n-i 


Por hipótesis, lim f(x) = L, para €>0dado = Эё, > 0, tal que 
x X4 
0«|х-х,|«6, = |f()-Ll< e = Ме (2) 


Tomando 9=min(8, , ӧ,} y si 0 «| x - x,| «6, entonces se cumplen (1) y (2) simultáneamente, 


Ifc)-L 9-е 
luego (0 — ЗЕТ Е s =E 


Por tanto , queda demostrado que : lim Yfo) = NL 
x e 








Sine 2 impary L < 0 
Entonces,-L»0 у porel Caso 1: lim Y-f(x) = V-L 
xx, 


T 
Li 
та Ж 


Como nes un número impar: - lim Vf(x) 2- NL => lim Vf Go) = NL 
Х X, x 3x, 


Caso3. Sine Z'impar y L- 0 
Probaremosque: lim Уух) = 0 = 0 
32 
En efecto , sea el nímero £ » 0. Como lim f(x) = L = O, entonces para £” > О existe б> 0141 
х э Х, 


que si хє Dom (f) y si 
0«|х-х,| «6 > |0) -01 <e" > |У) -01 < Е 


que es la Definición (ғ - 9) де: lim y f(x) 20 
Xx — Xy 
Casod. Sine Z'par y L=0 
Probaremos directamente que: lim Y TO) = YO = 0 
x > X, 
En efecto, dado £> Оу como lim f(x) = L, entonces para 
х эх, 
е" > 0,38-0| sixe Dom(f) уя!0 < Ix-x,| « = |70) -01> £ 


(Tomando la raiz n-ésima) = | fœ -ol <e 
lo que demuestra que : lim Vf(x) = 0 o 
xx, 
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(2.5) LÍMITE DE UNA FUNCIÓN INTERMEDIA 


Como ya se indicado anteriormente el que 
im у(х) =1. 
0 


X—X 

exista o no, y su valor numérico L , si existe , depende 
ünicamente del comportamiento de f para x en la ve- 
cindad У, (x ). 

Si para x próximo a x, , f está comprendida entre dos 
funciones g y h que tienden al mismo límite L (Figura 
2.18) ha de tender también a L . Este hecho queda ex- 
presado en lo que se llama el Teorema del “sandwich” 
o del “emparedado” 





FIGURA 2.18 


TEOREMA 2.2 : Teorema del sandwich 





Sea V,*(x,) una vecindad restringida en x, , y sean f, р y h tres funciones tales 
que Vx e УЛ (x) , 6»0.se cumple que 
i) hx) 5 Д) < р(х) 
i) limh) = lim g(x) = > lim /0)-1 
x => 3, -Aig xXx, 


Demostración En efecto , de la hipótesis 1): 
Vxe V,*(x) , h(x) < 105) < р(х) 
1. Seane>0,5>0 talesquesiO < |x- х, | < б satisface h(x) < f(x) < р(х) 
2. Рага cada є > 0, existe un б, tal que 
lim h(x) = L €» Ує»0,38,»0| sixe У, *(x) у зї 
x X, ! 


0< Ix - x,l « 9, => |h(x)- Ll «e 


3. También рага cada £ > 0, existe un ё, > 0 tal que 
lim р(х) = L €» Ve>0,38,>0| хє V,*(x,) y si 


Xx — Xp 


0«|x-xl«8, => lg) -Ll < є 


4. Suponiendo que 9, y бё, se han elegido tan pequeños que las vecindades Vs, 0) 
y У, *(x,) están contenidas en la vecindad V,*(x,) y si 6 es el más pequeño de б, 
y $, , esto es, 6 = min(9, , 8,) , entonces para x tal que 0 < |x- x,| < se cumplen 
(2) y (3) , tenemos que 
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5. (|8()-11 <£) ^ (1600-1.| «Е ), lo cual implica que А 
(-E«h()-L«£g£)^(-E«g(x)-L«£&£) = (L-e<h(x) л (Р(х) < 1+) 

6. Ahora bien , puesto que h(x) € f(x) < g(x), entonces 
L-£«h(x) < (х) < р(х) < L+e > L-&£«f(o)«L«e e lfeo-Ll«e 
Por lo tanto : lim HA == L a 


Un ejemplo sencillo de la aplicación del Teorema del sandwich es el siguiente. 
Supongamos que: 3x?- 5x 44 < f(x) < 9? - 3, Vx 1/2 
Dado que, lim (3c-5x44) = 3(1/2)? -5(1/2) & 4 = 21/4 


x > 12 
y lim (9x43) = 91/23 +3 = 21/4 
х ә 1/2 
tendremos que : lim f(x) = 21/4 
xa 172 





TEOREMA 2.3: Límite de una composición de funciones 


Si lim f(x) =L y lim g(z) = x, . y se cumple que 
X — x, ?—318 


1). 7,65 un punto de acumulación dei Dom ( f o р) 
п) ysiexiste un nümeroc >0 tal que 
0« lz-z,| <c , implica que g(z) + x, 
entonces: lim f(x) = lim f[g(z)] =L 
xx 2 —» 3, 


Demostración En efecto , si 
lim f(3) 2L €» (Ve>0,38,>0) 1 sixe Dom(f) y si 
х х 


0« |х-х 1 «6, c | х) - 11 <€ (1) 
$1 х= р(2) = g(z) e Dom (f) y si 0< |g(z)-x,1< 8, = 171 2(2) 1- Ш «e (2) 
Si lim g(z) = x, < (Ve,>0,38,>0) | size Dom(g) y si 
£L 


0«12-2,| « 8, => 18 (2)-х,| < €, (3) 
Además, por hipótesis : 0 < Iz - z, <c c» g(z) * x, = | g(z) - x,l >0 
Entonces eligiendo ё = minc , 6,) , el menor de б, y с,урог(2), є, = б, 
tenemosen(3): Vze Dom(g) л 0«|z-z,1 « 8 = lg(z)-xl < 8, (4) 
De la combinación de (2) y (4) se sigue que 


0«12-2,| «8 = | f[ g(z)] -Ll < € 
donde g(z) e Dom(f) , es decir 
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hm fíg(z)]) =L= lim f(x) ya 
Z> Zy хә х 
Porejemplo,si f(x) = 2x-3 у g(z)=6z*-z +3, hallar 
a) lim g(z) =x, b) lim f(x) c) im g(z) | 
z 1/2 Xx, 2 


Solución. Aqui 2, = 1/2 es el punto de acumulación del Dom( f o g). Entonces 
a) lim g(z)= lim (622-2+3) = 6(1/2)2-(1/2)+3 = 4 => х= 4 
z-»12 z— 1/2 


b) lim f(x) lim (2х-3) = 2(4)-3 = 5 
x4 x-4 


c) lim fi glz)] = f[g(1/2] = f(4) = 2/4) -3 = 5 


EJEMPLOS ILUSTRATIVOS 








Sea f y g dos funciones que cumplen lo siguiente 
i) m < 6х) <M,Vxe (a-r,a*r) ,r»50 
i) lim g(x) =0 

xu 


Qué puede afirmar де lim f(x)* р(х) = O. Probar su afirmación 
xu 


Solución Роге! Teorema 6 de límites (T.6L) : 
lim f(x)- g(x) = 1 lim f(x) 11 lim g(x) ] 


De la condición ii),si lim g(x) = 0 — lim /(х):8(5) = 0 
x х? 0 


Demostración. En efecto , si 
1. lim р(х) = 0 < Ук,»0,36,»0 | sixe Dom(g) y si 


xa 
0« | x-al «8, «18001 «e, 
2. Si т< 10) M , Vxe (a-r,a *r) , r>0, entonces para 
0«|х-а| < r = | f(9l < К, dondek2 max(Iml , IMI} 
3. Como (1) se cumple Ve, > 0, si elegimos €, = €/k , entonces 
38,» 01510< 1х-а1 3, > 18(х)1 < ek 
4. Luego, si tomamos 9=minfr, б, ) se cumplen a la vez 
Ife)! € К y [2001 «ek = |](х)+р(х)| « € 
5. Portanto, V£»0,3Ó = min{r, ӧ,} tal que 
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0«Ix-al«6 c |) 68001 < ғ 
que es la definición (£ - б) de lim f(x)-g(x) = 0 


Por lo que queda demostrado la afirmación. iia 





Sea f(x) una función real no nula con dominio D = (0, с) y tal que: 
f(x») = ў) + f(y), Vx e D. 


a) Calcular lim f(x) b) Demostrar que lim f(x) existe Va e D 
x= 1 xau 
Solución 


а) ComoxsÜ,entonces si y= l/x, se tiene 


f(x- +) = fœ@+ t) 9 fof f(1) e К9-70-3(3) 
Aplicando límites : n f(x) = ни f(1) - lim f(1) 
> x x-1 


= 0)-11)-0 
b) En efecto , sia e D , entonces por la definición dada 
Жах) = f(a)- f(x) => lim f(ax) = lim f(a) + lim f(x) 
x1 x1 x1 


y porel Teorema 10 de límites (Т. 10L): lim ТО) = lim f(hx,),h*0 
x > 7 ХХ, 
se sigueque: lim f(x) = lim f(a) + lim f(x) 
xu x1 xil 
Pero,por(a). lim f(x) = 0 y segúnel T2L; lim f(a) = f(a) 
xI хэ 1 


“ lim f(x) = f(a) ,existe Vae D " 
xa 


Demostrar que si f es una función con dominio IR , tal que 1751 <M, 
VxelR, M»0constante y lim f(x) = L = 1111 < M. 
xXx 





En efecto , sil #)1 < M => М -1 о) > 0 (1) 
lin f(x) 2L © Ve>0,35>0l sixe Domff) y si 
XX, 





0<1х-х 1 <8 = IfG9-Ll «e 
c |L-fo)l «e (2) 
Pero comolL! - | fo9l < IL- f&9l] &1LlI-1f609l «e 
De (1), M-l f(»)l > Oy dado que 3L , Ve > 0, eligiendo e = M -| f(x)] , tenemos en (2) : 
ILI -1709| « М-1700| — ILI «M m 
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f(x) 
X 


) = L у M es una constante no пша, 





Demostrar que si lim | 
r-0 


entonces: lim 355) = ML 


x0 
Demostración Por la Definición (ғ - 0) del límite se tiene 


lim (709) = ү; od ҮЕ»0,36»0181хє Dom(f) y si 


u 
0«lx-0l «8 = | 459 - L| «e (1) 
Si x= 0 implica que M x > 0, siendo М x0 ; luego en (1) , podemos sustituir x por Mx, esto 


es: € 0<iIMxi<ó = | 245) -1| «e 


e 0<151< 8. cs | feo - ML | «Mie 


Sig, - Мі e y = 6/IMl.setiene: O«|xl «8, > | £79 - мы] <е 


que es la Definición (€ - 6) de lim Шог ӨМ») js ML Е 


EJERCICIOS . Grupo 10 





1. Seanf : IR R, g: IR IR dos funciones reales tales que 
1) f'G)-g(x)21,VxelR 111) lim f(x) = 0 
х-э0 


ii) gQ2x) = р(х) - (х), VxeR iv) Existe lim g(x) 
x —0 
Demostrar que : um g(x) = 
2. Sea f: R— R | fix + у) = fw- р(х) , Vx, уєіК. Demostrar que 
m. Р(х) = mom » lim fœ) 


3. Sea f una función real , x un punto de acumulación del Dom( f) tal que lim ЈО) = L,LeR. 
Demostrar que | im VPO) = NL? , ne 7* 


4. Sea f unafunción, x, e R,a e IR - (0) son números fijos. Usando la Definición (€ - $), 


demostrar que : jim „о = L = lim f (E хо ) =L 
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e 22 


5. Demostrar que lim f(x) = | es acotada en un cierto intervalo de centro 
х Xy 


en x,, es decir, existen k > 0 y n» 0 en R, tales queV x e Dom(f) que cumple 0 < |х-х,| « n. 
| TOPLE | сү . Considerando ан дог, mostrar que lim E Er E 
Х- Х, x2 X + 2 4 





se пепё: 





6. Sean f y g dos funciones reales definidas en todo R , tal que Vx, ye R ,se cumple: 
i) Л 6001 fœ) + go) 
ii) р(х+ y) = р(х) • gly) 
ш) lim р(х) = 1, y Hm (х) = 1 
х а xu 


a) Hallar lim (ўор) (x) b) Demostrar que L, 20 
x- 34 
7. Si lim f(x) = L, demostrar que 38» 014 que para 0 < | x-al <8 se tiene que 
ма 


| fœ) 1 < К, donde К es una constante positiva 
8. Si f: IR — IR es una función tal que (х) +0 y f(x+ y) = }(х)* fo), Vx, y e К. Demostrar 
quesi lim f(x) = L,entonces, lim f(x) = L f(a) 
х-э0 xu 


9. Sean f y g dos funciones tales que lim f(x) = 0y М> 0 para el cual existe бэ» 0 tal que 
[р(х)! <M siempre que 0 « Ix -a] <, ха. Demostrar que lim f(x)*g(x) = 
x-a 


10. Sea f y g funciones reales de variable real. Si lim То) = -L,eR*y lim | gx) = L € R*, 


demostrar que existen a , b , б e IR tales que, si 


feo 
0«|х-х,| «8, xe Dom(f/g) => a < TE « b 





2.6) TÉCNICAS PARA EVALUAR EL LÍMITE DE UNA FUNCIÓN 





En las secciones 2.4 y 2.5 , el estudio de los límites se basó fundamentalmente en el 
empleo de la Definición (€ - 8) para demostrar teoremas y también de la existencia o no de un 
determinado límite. Ahora el reto se presenta un poco más difícil : es analizar el comportamiento 
de una función f en un punto próximo a x, (punto de acumulación) perteneciente al entorno 
VERE Y. 

Además en ejemplos anteriores hemos señalado límites calculables por sustitución 
directa. En esta ocasión se presenta técnicas para reducir otros límites a esa forma, mediante la 
aplicación del siguiente teorema. 
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TEOREMA 2.4: Límite como propiedad local de la función 





Sea х, e IR un punto de acumulación de las funciones f y g, y f(x) = gx), V xe VŠ. 
Si existe el límite de g(x) cuando x x, , entonces el límite de f(x) también existe y es : 


lim f(x) = lim gx) = L 
x — Xp XxX, 


Demostración En efecto , supongamos que existe lim р(х) = L , entonces por la Definición 
х 2, 


(€ - 6) de límite 
lim р(х) =L + (ve>0,35>0) | sixe Dom(g) y si 


0«|х-х,| «8 = 1 (3)-1.| «s (1) 
Dado que por hipótesis f(x) = р(х) , Vx e V,*(x,), se sigue que 
0«Ix-xl«6 elfoe9-Ll «e (2) 
Por tanto , de (1) y (2) concluimos que 
lim f(x) = lim р(х) = L ЇЕ 
Xx— 3X4 хэ х 


Pasamos ahora а clasificar los casos que se presentan respecto al punto de acumulación x,- 
1. x, € Dom(f) y existe el límite de f , entonces: L = f(x.) 
2. x € Dom(f) y noexiste el límite de f (es indeterminado ) 


3. x, € Dom(f) y no está definido el límite de f , es decir, cuando se tiende a x, , entonces f(x) 
tiende a со 
(Este tercer caso lo estudiaremos en la sección de límites infinitos.) 


CASO 1. Cuando x, є Dom (f) 


El problema se resuelve evaluando el límite por sustitución directa , es decir : 
L= lim f(x) = f(x) 
x— Х, 


Sea la función f(x) = ya , hallar lim f(x) 
x3 


Solución Comencemos determinando el dominio de f , esto es 
2x + Зх - 2 (2х - DG 2) > 0 
х-2 х-2 si 





20 © 


e» xe l-2, 1/2] U (2, c9) 


f es real = 


Resulta que x, = 3 e Dom(f) , entonces 


L= lim f(x) = f(3) = V26} +3(3)-2 =5 z 


3-2 


184 Capítulo 2: Límites 


| Nota. Мо siempre ocurre que f(x.) = L . El siguiente ejemplo pone énfasis en ello. 


EJEMPLO -2] Dadala función З(3) = 





xi-2,six*2 
, hallar lim f(x) 
х- 2 


4 ¿Six =2 


Solución Obsérvese que el Dom(f) = IR , entonces 
х„=2є Dom(f) 

Como estamos considerando valores de x próximos ax,=2, 

entonces рага x, * 2 se tiene 


L= lim f(x) = lim 62-2) = (Q2y-2:22 
x2 x2 


Por definición f(2) = 4, luego: 
lim fœ + #0) Dr FIGŪRA 2.19 





3-х,8Хх5-2 
Sea la función f(x) = | , hallar lim f(x) 


3-x,six»-2 ын 





Solución | Comoel Dom(f)- R с»х,--2є Dom(f) y en la 
Gr( f) , Figura 2.20 , se observa que 


1. Cuando х se aproxima a x, = -2 por la izquierda , es decir . 
cuando x 5-2 , entonces f(x) = x * 3, у 


L= lim f(x) = $(-2)=3-2=1 
x>-2 


2. Cuando x se aproxima a х= -2 por la derecha, esto es x 2-2, 
entonces f(x) = 3-x , y 





I MU E FIGURA 2 20 
Se obtiene dos límites L, 4 L, , por tanto , no existe lim f(x) a 
x-2 
CASO 2. Regla de resolución de las indeterminaciones 
Cuando x, € Dom(f) 
" _ р(х) E 
L Si f(x) es una función racional de la forma f(x) = a > donde p(x) y q(x) son polino- 
mios y si el límite de f(x) cuando x — x, , toma cualquiera de las formas indeterminadas 
0 со 
— . — , оо - oo ~ 0 e oo 
0 со 


entonces la indeterminación se elimina tan solo factorizando los polinomios p(x) y q(x) . 
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Obviamente , si x — x, , entonces (x - x.) > 0, es decir, si р(х) =q) =0 €» (Х-х,) es un 
factor tanto de p(x) como de q(x). 








2-4 





EJEMPLO 4 Sea la función f(x) = x'-8 , hallar lim f(x) 
— ' x2 


Solución Dado que f es una función racional en la que 
р(х)-37-8 => lim р(х) = р(2) = 0 
x2 


д(х)=х?-4 > Нэг qa) = q(2) = 0 


Ocurre que el límite L de f toma la forma indeterminada 0/0 . Ahora la pregunta es , cuál es el 

valor real de f(x) cuando x está próximo a 2 pero no es exactamente 2. 

Las identidades algebraicas : x° -8 = (x-2)(2+2x+4) y x! -4 = (х- 2) (х+2) поз permiten 

responder la pregunta. 

(x - 2) + 2x +4) 
(x - 2)(x + 2) Ў 

Entonces , V x + 2 podemos cancelar el factor (x - 2) y obtener 

X +2х+4 
x+2 

En consecuencia , el comportamiento de f(x) para x próximo a 2 , pero distinto de 2, es el mismo 

que el comportamiento de g(x). 

Asi , en esta situación , por el Teorema 2.4 , se sigue дие: 


Reescribimos la función: f(x) = + 2 


р(х) = „322 


2 
lim f(x) = him р(х) = g(2) = (2Y *20)*4 =3 5i 
x2 x2 2-2 
IL Si f(x) = E y en p(x) y/o q(x) intervienen radicales de índice par o impar y si el límite 


de f(x) , cuando x => Хү» es indeterminado , la indeterminación se elimina racionalizando 


р(х) y/o q0). 
El factor racionalizando se busca a través de las identidades 


1. а?-6? = (а +6) (а -Б) 
2. а?-Б = (а-Б) (а? +ab +b’) 
3. а +b? = (а +Б) (а-а +b?) 
4. œ -bt = (a-b) (а +a*b c ab? + b^) = (a -b)* F(a , b) 
5. à -b5 = (a-b)(a*-a?b +аф? ab? b^) = (a-b)*F(a,b) 
En general 
6. a-b" = (a-b)(a"'-a"?b-c-a" °? +... . жаб"? +6" !) 


n términos 
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= (a -b)- F(a , b), paran par o impar 

7. а"+ b" = (a+b) (a™'-a" bra be... abrr*+b">*) 
NM UM 
n términos 

= (a * b)*F(a,b), para n impar. 
Enel caso 1 cualquiera de los dos factores es el factor racionalizante , en los demás casos es el 
segundo factor denotado por F(a , b) . Se puede decir que F es una función de dos variables a 
y b , pero como estas variables son funciones de x , en realidad F es una función de x . Ahora 
bien , si evaluamos el límite de F(a , b) cuando x — x, , obtendremos 


lim F(a,5) = lim (a^' «a^ ba" b..... tab"? +b" ') 


xX > х, xx, 


La homogeneidad de los términos de F (sus exponentes suman n - 1) permite que los n sumados 
tengan un mismo valor al sustituir x por x,, entonces para mayor comodidad podemos escribir 


lim F(a,b) = n. lim (а)! б lim F(a,b) = п. lim (b)"' 
A — Xp xx, хх, X— Xs 





Х-3 x3 


Solución 1. Lasustitución directa lleva al límite a la forma indeterminado 0/0 
2. Como x > 3, entonces (x - 3) > 0, luego buscaremos el factor (х - 3) 
racionalizando el numerador , esto es 


x р) = (М2х+3 -x) (V2x - 3 + х) Е: (М2х+ 3y -x? A -(x-3)(x+ 1) 
| (х-3)(42х--3 +x) (x-3) (N2x - 3 +x) (x-3) (N2x +3 + х) 
Si x € 3 , podemos cancelar factores iguales , obteniendo 
х +1 


(х)\=-—————,‚х=*3З 
е" 42х-3 +x 


4. Ahora,si f(x) = р(х). У хє V4*(3) . entonces por el Teorema 2.4 


: 341 2 
1 lim f(i) = lim g(o = g(3)2- ————-- = Wii 
ln ЈО) ка сш go) М6 +3 + 3 3 


Calcular: lim (.3:355-1 
122 3x42 -2 


3-45х-1 0 
I. S = зүгт к=» 2 = ьа 
nen y 3x -2 -2 ЈО) 0 


2. Six — 2 , entonces (x - 2) — 0. Buscaremos el factor (x - 2) efectuando doble raciona- 
lización. En el numerador el factor racionalizante es З + V5x - 1 y en el denominador , 
F(a ,b) = a? cab -b^,donde а= Зх +2 y bz 38 
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3. Si lim F(a,b) =n- lim oy c lim Fa, b) = 3( V8 Y = 12 


х 2, 


4. Multiplicando el numerador y denominador де f porel factor racionalizante correspondien- 
te , se tiene 


[(3-V5x - 1) (3 + У5х - 1)1-Ка,б) — [32 - ( N5x - 1 Y] - F(a , b) 


dde [ (УЗх+2 -2)-F(a,d)1(3+V5x-1) — [(УЗх+2)?-23](3+У5х-1) 
-5(х- 2)- F(a , b) 5 
T = Еа ‚Ь 
З(х- 2) (3 + NSx- 1) = EXC Зол A | iid 
wii Е 523514 210 
5. Рогїашо: L= lim fa) = £2 = -3 (34) 02 = Е a 





OTROS EJEMPLOS ILUSTRATIVOS 


En esta ocasión se presenta varias técnicas para reducir un límite que tiene la forma 
indeterminada a oro límite calculable por sustitución directa. A parte de las reducciones por 
factorización o por racionalización veremos otros por medio de artificios de cálculo. 


253: 545:2х-3 
Calcul 
di Boi fumo a -1384 4x-3 





T. _ 2-5 -2x-3 20 
Solución 1. Sea f(x) = c prec SM 
2. Paraeliminar la indeterminación debemos factorizar el numerador y el denominador cono- 
ciendo que un factor es (x - 3) y con la ayuda del teorema del factor (Método de Ruffini), 
tendremos 
(x-3) (2 * x 1) _ охл . 


35 MO = а єз guo 


s HE XS 1023 
(x - 3) (AX -x+ 1) 4x -x-l х7 


4. 51 (х) = р(х) ,Ухє V,*(3) , entonces por el Teorema 2.4 


ра cm y _ 28Y 4341 _ 11 
L= hm МИ) шй В BO) = es] = 17 = 





-— ыб #_, i 
"A RATE ~ 86m 100 
Solución: 1. Por simple inspección vemos que f(4) = L - 2 = oo. оо 


4-x 


2. Efectuando la operación indicada: f(x) — 2(х-4) (3-4) 
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3. Ahora el límite toma la forma indeterminada 0/0. Entonces , cancelando factores iguales 


———— ERA 
2(3х 54) 77 


obtenemos: р(х) = 


4. Si f(x) = g(x), Vxe V,*(4), entonces , por el Teorema 2.4 


L= lim f(x) = lim g(x) = g(4) = - 25 gj 
x4 x4 


nx**! (п + Dx" +1 
х?РЭ 





,n,peZ*; hallar lim f(x) 
-х"-х4!| x>1 





ón 1. Porsimple inspección: (І) = 5 


2. Como (x- 1) — 0, el binomio (x- 1) debe ser un factor del numerador y del denominador de 
f . Entonces : 


3. xP*t'!-xP-x4] 


x(x? - 1) - (xP- 1) = (x- 1) (xP - 1) 
(x- 1) (х- 1) OP +03. ox xàn 0 xl) 
= (х- 1) GP ere eel) 


4. En el numerador aplicamos dos veces , para la regla de Ruffini, х = 1 





n - (0+ 1) 0 0 O0. v0 0 68 1 
41-41-41-4 
0 
n-2 
=> Numerador = (x-1Y[nx""*+(n- 1) x^ ?-(n-2) x* 2 ...-3x 2x4 I] 
mr. 2-4 NS ajeng 2 
5, оер: ло) = © D)'[nx *(n-Üx *-(n-2)x""-«....- 3x^ + 2x 4 I] 


(х – 1) (ХР дР 2 xx^e.xa 1) 
6. De modo que si х 1 , podemos cancelar factores iguales , obteniendo 
х" .(0-1)х"7 54 (0-2 3... 3х 2x 1 


вх) =” ; 


ХЭ! 
A PE x«l 


n + (n-—1) + (n-— 2) + +3+2 +1 20050) 
7. Porloque: L = Нт х)---------------525302021-018-0 
хі 1-1-41-4....41-1-1 р veces | 


Wt n(n +1) » 
2p 


46 – 42x +-[6—2х 
436-4х2 





Sea f(x) = , hallar lim f(x) 
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Solución 1. Por sustitución directa: f(3) = е0 -0 


Obsérvese que en el numerador aparecen dos ceros , lo que indica que debe- 
mos descomponer f(x) en dos sumandos , cada uno con un límite indeterminado , esto es 

















2 f= Ж- T: X6-2x _ (V6-N2x)N6 +12х) |... Y6-2x 

36-42 36-42 N(6423)6-2:) (N6 +V2x)  V(6+2x)(6-2x) 

= 6 - 2х " 2 Хб - 2x | 

X(6 - 2«6 + 2х) (N6 +V2x) 4652 бєх (Уб +V2x) 55 

3. Si р(х) = de an + VS $ x*3,ysi f(x) = glx), Vxe V,*(3) 
| 1 і 
оу 1 = 3) = 0 = == 
crc анж A US : 
Je Yx27 -3 


EJEMPLO su Si $0) = , evaluar lim ТОО 


\х+16 -2 
Solución 1. Por sustitución directa: f(0) -0 


2. Сотох-э 0, buscaremos el factor х racionalizando el numerador y el denominador de f , 
cuyos factores racionalizantes son , respectivamente : 


F(a,b) = a?+ab +b? , donde а= Vx 27 y b= 127 
G(a,b) = a*+a pabi ab , donde а= Ух+16 y b= 416 


3. Según la notación: lim F(a,b) = n- lim (b)""' , para cada caso se tiene 
XA э Xp ХХ 
lim F(a,b) = 3 lim (827 = 27 ; lim G(a,b) = 4 lim (Y16y = 32 
х-э0 х-э0 x0 х-э0 


|Үх--27 - 3) + F(a ,b)] -Gía,b) 


4. Racionalizando : = 
acionalizando: f(x) [(Vx +16 - 2)- G(a ,b)] + Еа , b) 


[(Ух + 27 )°- (027 ?]+С(а„Ь) _ [(x+27)-27] -G(a ,b) 
[(Ух + 16 У- (Y16)] -Fía,b) — [(x416)-16] * F(a,b) 
Para х +0 , cancelando factores iguales, obtendremos 


G(a,b) 
F(a , b) 


> 70) = 





р(х) = ,X*0 ,ysif(x) = р(х),Ухє V,*(0) , entonces 





- j; 20 G(a,b) _ 32 
к= 0 AA 2 
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_ Хх+1-Ух+1 
NTE 


Solución 1. Lasustitución directa da f(0) = 0 


2. Ahora, buscar el factor х tal que elimine la indeterminación por el proceso anterior 
resulta bastante laborioso. Como x + Ї aparece en todos los radicales , un cambio de 
variables resulta más eficaz. Hacemos х + 1 = u^, donde n es el común índice de los 
radicales, estoes, nz m-c,m(3,4,5) = 60 = x41- vu? 


. hallar lim f(x) 





3. Сото х э 0 , entonces (x + 1) > 1, luego u => 1 
12 20 
4. Entonces: L= lim f()= lim (=) 
х-э0 иэ 1 uš- 1 


5. Obsérvese que aun subsiste la indeterminación 0/0 ; para eliminarla buscaremos el factor 
(и - 1) por el proceso de factorización , esto es 


| 12(1 QE ENT +u 7 
ИК ња (1 ЧЭ. tim (1-и)(1+и бш ияя Л) 
и-э1  u^-] u1 (и-1)(и"+и”+и”+....+и+]1) 
Г -0(1+u+0+,... t O  (DO7 8 = 
ur п+и?”+и”?”+...+и+1 1441 5 


3 a 


Ec Ир ТЭЭГ 


Solución 1. Por sustitución directa, f(0) = 0/0 


2. Nótese que х + 1 aparece en cada radical , un cambio de variables , parecería lo más 
conveniente , sin embargo , como х es el factor que se debe eliminar, éste aparece en los 
primeros términos del numerador y denominador. Entonces resulta más fácil buscar el 
factor х en los otros términos por el proceso de racionalización . Para tal efecto , sea 


F(a ,b) 2 à? + a?^b + аЬ? b? el factor racionalizante de Vx - 1 - 1, dondea Vx 4 1 y b=1 
3. Como lim F(a,b) = n- lim (5)? = 4 lim (1) —4;racionalizando ; tendremos : 
x0 x0 x0 





E Aa " (Nx + 1 -1)-Ё(а, b) 





F(a , b) 
dig AX 2 Á 
IO 4 (Nx + *1-1)*F(a,b) 
F(a ,b) 
he ED Gp Е 
F(a ,b) F(a LR 
e» fx) = -an © р(х) = ————————— ¿x 0 
х? Ух+1 + QuE) SL x=Vx+1 + 
F(a , 5) 525 
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4. Si f(x) = g(x) ,Ухє V 500), entonces 


] + 1/4 


0+14 => " 


L = lim f(x) = ын Р(х) = g(0) = 





М +? - ЧЇ-2х 


EJEMPLO 8 Calcular lim f(x), siendo f(x) = xx 


Solución 1. La sustitución directa da al límite la forma 0/0 


2. Obsérvese que los términos V1 +x? y V1-2x tienden a 1 cuando x — 0 , de modo que 
sumando y restando 1 al numerador se tiene 


PTT Gi-8-D-(i-2x-D0 _ 4їйх-1 411-2х-1 
х+ 2? xx xxx 


3. SeaF(a,b) = a? +ab + b? el factor racionalizante de V1 + х2 - 1, dondea = YI +2 y 
b=1 = lim F(a,b) = n- lim (6)! = 3(1) = 
x0 x90 


Sea Gía ,b) = a? a?b - ab? +b? el factor racionalizante de V1 - 2x - 1, dondea = VI -2x 
yb=1 >» lim G(a ,b) = ne lim (b! = 4(1) = 4 


n (1+2 -1)-Fía,b) — (Y1-2x - 1)* Са, Б) 
4. Rac al do: 5 _  _  _—_— ___——_—>___————_—_— 
ARCO: Jum =D (x43) - G(a , 5) 
¿PL —- 0-29-1 
— xl+x)-Fla,b)  x1+x)-G(a,b) 
Efectuando operaciones en los numeradores y cancelando factores iguales obtenemos 


g(x) = X 2 


y (1 x)* F(a , b) m (1 +) - G(a,b) жо 


“4222-0202 
(1) (3) (1) (4) 2 


| 


5. 51709 = gG), Vxe V,*(0) > lim f(x) = g(0) = 


Calcular: lim 


х-э0 


Е уугаал 2) 





Solución 1. Evaluando f(0) obtenemos Їа forma indeterminado e 


2. Buscaremos el factor x en el numerador y denominador simplificando previamente los térmi- 
nos de la función , esto es , haciendo uso del Teorema 10. L: lim шээг = lim Re se tiene 
x — hx xx 


3. h=m-c-m(2,3,4) = 12 (hesel común denominador) 


VIL +4х - VI ALtSx - 11431) 


Le hm fix i 
к» Eu is folam) на (ак t-i- бу 
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4. Como los radicales del numerador tienden a 1 cuando x > 0 , aplicaremos el artificio del 
ejemplo anterior (sumar y restar 1) 


Ү1+4х-1 А +3х-1 
1-41-6х 1-41-6х 
5. SeaF(a, b) el factor racionalizante de (V1 +4x - 1) ; а = У144х y b=1 y G(a,b) el factor 


racionalizante de (У 1+3x -1);a = М +2x y b= 1 
Entonces: lim F(a,b) = 3(bY = 3 y lim G(a,b) = 4)? = 4 
х-э0 х-э0 


=> f(12h) = 


6. Racionalizando se tiene 
(УІ +4х - 1)-Fía,b)1(1+V1-6x) (УІ + Зх - 1)-G(a, by (1 + У1 -бх) 
[(1 -V11-6x)(1+V1-6x)]-Fta,b)  [(1-V1-6x)(1+V1 -6x)] - G(ía,b) 


» [1+ 4x) - 1] (1+V1-6x) . КЕ + Зх) - 1] (1 +V1-6x) 
С [1-(1-63)] + F(a , b) [1 - (1 -6x)] - G(a , b) 
Simplificando y cancelando factores iguales obtenemos 
| 20 N1-6x) — 1441-6х 
3 F(a , b) 2G(a,b) ' 


7. Luego,si f(12x) = g(x) , Vxe V,*(0) => lim f(12h) = lim р(х) = g(0) 


f(12x) = 


р(х) = х #0 


doni). aped Т 








x? 
C = 
es Jim (> HE) 


Solución 1. Porconveniencia hallaremos el recíproco del límite , esto es 


L,= lim VI x - у Ape ME). lim Vx - 1 - Wen 
x0 х” x0 xt x 


2. Si Fa besel fectorracionalizante de (11-Х5-1):а-41-3 y B і 
=> Зэн F(a,b) = n. [шу '=3 мий (1)? = 3(1) = 


qax -1)- F(a ,5) ¡SS «fm 


(мІ 
3. Racionalizando: L = lim 
oade Ly Би он -F(a ,b) x (11-32 +1) 
(14х7)-1 (1-13) - 1 : x 1 
= L= lim [=== - —_—==>—)] = lim[=*= += 
tun x'-F(a,b) Al - x? F РЕТ ты) 
І | 


4. Luego,si L= 9 + tL 2 => Бү =2 a 
i 
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3 . 
Calcular: lim ( 3х 4 +х+6 


oem M A —————— 


x34 NX - 3x 44 x42 


Solución 1. Alevaluar f(-4) el límite toma la forma 0 





2. Trataremos de cancelar el factor (х + 4) mediante el siguiente artificio. Como V3x +4 tiende 
a-2 y Vx! - 3x +4 tiende a2 cuando x > -4 , entonces : 





(3x4 &2)-F(a.B) ‚ү, 
— (Ў3х+4 +2)+(x+4) — Ка ,b) 
(Nx! - 3x 4 - 2) - (x4) (Vx? - 3x +4 - 2)- G(a , b) rk) 
С(а ,b) 
Donde: F(a ,b)esel factor racionalizante de (N 3x44 +2) 
С(а ,b)es el factor racionalizante de (Ve -3x +4 -2) 
3. Si lim F(a,b) = п· lim (Бу! => lim F(a,b) = 3(2) = 12 
x-4 x-4 x—-.4 
lim G(a,b) = п. lim (b)! => lim G(a,b) = 5Qy = 80 
x—-4 x4 x—-4 
(Зх+4) +8 + (х +4) Зе +4) + (х+4) 
F(a , b) F(a ,5) 
4. Luego: f(x) = = 
(x - 3х+4)-32 жск 2 (x 4)(х - 7) + (х+4) 
С(а , b) С(а , b) 
3 
F(a , b) T4 
5. Cancelando el factor (х + 4) se tiene: g(x) = Ec. NN xXx *-4 
С(а ,b) ы, 
6. Si f(x) = р(х), Vxe У„*(-4) => L= lim f(x) = lim g(x) = g(-4) 
х-»-4 x—-4 
Por tanto , evaluando el límite en (5) obtenemos: L = 100/69 i 


Ү74 XE 2x -T) 


x-8 





Solución 1. Lasustitución directa f(8) da al límite la forma 8 


2. Cuando x — 8 , los radicales tienden a 3 y 2 respectivamente , luego buscaremos en el 
numerador el factor (x - 8) mediante el siguiente artificio : Descomponer - 7 = - 3 + 2(-2) y 


escribir 
Ут + -3 (Nx - 2) 
Цаг hec 
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3. Al racionalizar el primer sumando de f encontramos que 
х -2 , 20x -2) 
(x- 8) (7 + Mx +3) х-8 
4. Si На,Б) = а? +ab +b* es el factor racionalizante de los numeradores, donde b=2, entonces: 
m F(a,b) 23 ES (2) 55302) — 12 


ТО) = 


(Ух - 2) - F(a , b) 2 Vx -2)* Fla ,b) 
q -—— MÁ—M— ШЕ ш тш d— ЕЕЕ АЕ 4 GERE AAA E 
(x - 8) (7 + x +3) - F(a , b) (x - 8) - Еа , b) 
x-8 ” 2(х-8) 
(1-8) (47--Үх &3)-F(a,b) (0-8) + Ба, Б) 
5. Six: 8 , podemos cancelar factores iguales , obteniendo 


| 2 
¿o AA + 5 
(17--4х -3)-F(a,b) Еа.) 


6. Si 709 = ga), Vxe У,Җ(8) > L= lim f(x) = lim go) = g(8) 


c» f(x) = 


x*8g 





gx) = 


Por tanto , evaluando el límite de (5) obtenemos: L = 13/72 m 





Vx + Ух +3 - V8x+ ] : 
z———————————— Бай гїн! f(x) 
Vx + NS5x 4 -2Nx 43 x f 


Solución 1. Evaluando f(1), el límite toma la forma 8 


2. Obsérvese que tanto el numerador como el denominador contienen raíces cuyas cantidades 
subradicales son diferentes. En estos casos , para eliminar la indeterminación , el artificio 
consiste en agrupar los términos en la forma siguiente : evaluar cada raíz y restarle dicho 
valor , esto es : 


(Nx - D) c (Nx +3 -2) - ШЕЛ 
(Nx - (€ 3)-2( x43 -2) 


3. Comox 1l , entonces , (x- 1) — 0, debemos dividir numerador y denominador entre x - 1, 


f(x) = 


ii dx -1 + Ух-3-2 - V8x+1-3 
-Í х-1 x-i 
f(x) = Wa WEG IA 
Ух -1 y У5х+4 -3 SA 8 {мае 5-3) 
x-1 


4. Racionalizando cada término y хашааг obtenemos 


1 ] 2 8 
dear Чх-3-2  V8x+1 +3 


“2| 6555) 
E. * A Үх+3 +2 





р(х) = T x 
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5. Si f(x) = р(х), Vxe УЛ(0) > L = lim f(x) = lim g(x) = g(1) 
х1 x1 


Por tanto , evaluando el límite en (4) obtenemos: L = -7/10 ш 


Si f(x42) = N4-3x „calcular: L = lim, PERA 





Solución $Í. La sustitución directa de h=0, da al límite la forma 0 


2. Buscaremos el factor h en el numerador hallando primero la imagen de f(x) 
Si f(x+2) = V4-3x > f(x) = 44-3(х-2) = VIO-3x 
3. Entonces: f(-2+h) = V10-3(-2+h) = V16-3h y f(-2) = N16 = 4 


4: Tor Le im MESA на (V16-3h -4) (N16-3h +4) 





50 һ - 56 h(V16 - 3h +4) 
А 3 3 
ye L = lim -—-———!=-— ш 
Jim ( 16 - 3h 1 8 
Si fü) = Ух? + 1, calcularel límite L = lim : 2 
x 
Para qué valores de c existe tal límite ? 
Solución 1. Lasustitución directa f(0) da al límite la forma 0 
2. Buscaremos el factor x en el numerador conociendo que 
NI 3 - Ne? 
fcx = Йс+хў+1 y fO = А1 OL lim DEA 
3. Sea F(a,b) el factor racionalizante del numerador y si 
lim F(a ,5) = n- лэ by > lim F(a,b) = З lim (Ye + 1? = 3 VW 4 1? 
Xx —3X, 
4. Luego, "PL: el numerador se tiene 
: (N (с+ х) +1 - + 1 )- F(a , 5) .— (c-xx1-( 1) 
L = lim. —————————— n lim ———————, — 
x0 x- F(a ,b) x0 x- F(a, b) 
2 dim 6*3») _ jm BA IAN 
= him —————— = S AA 
x—0 x* Fía , b) x20  F(a,b) 
3c* с? 
5. Portanto: L = ————— = == = JL,VceR-(-1) а 


Mori? с 1) 
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! 7 ын T d .. (gof)(x42) 
EJEMPLO 16] Sif(x)-x-2 y р(х+1)=л? x, hallar. lim (ef rl 
Solución Sig(x*1) = x -x => р(х) = (x- 1) -(x- 1) = x - 3x42 

(gof)(x*2) = gl f(x+2)] = р(х) = xà -3x+2 
(fog)(x*1) = {[р(х+1)] = 2-х) = x -x-2 

















2- : -2)(х- 1) -1 1 
232 II Ll = (Хх-24Хх-1) л X шоо 
Б бое; х?-х-2 Hun (х- 2)(х + 1) tim (2 3 а 
dd E agp EU 
x>3 N3x - 3 x23 x'-x-6 3 x0 g(x) 
Solución 1. Si x э 3, епіопсеѕ x -3— 0,luego , haciendo el cambio de variables 
u = x-3 > x = u+3,tendremos 
- f(u) ; g(u) g(u) | 
2 lim ————-5 lim —À————Á—- E d zm 
uno V30633)-3 Y iae (153/-0283)-0 эй F 3 
3. Dividiendo ambos límites obtenemos 
2 
m A+ Su) f(u) = 15 iim Ки) = 15. lim N3u+9 -3 
u0 (Vu +9 - 3) g(u) и 0 g(u) u>0 щи + 5) 
. fu) : (3u+9) - 9 
=> lim = 15 пт-————— 
„-э0@ g(u) и-э0 u(u + 5) (N3u +9 +3) 
и 3 3 3 
= 15 аа = 15 5 
u—0 (u+5)V3u+9 +3 Qs. 2 
4. Porlo tanto : hm fe) 225 im 
0 Р(х) 2 
Sean m,nelR*; si lim (5 parta) = 12Ym-4n, y si 
"an Хүтжх -Үт+п , 





gím + x) fí(m- n4 x) 
Jim [-——Е——=—) = 9 Vim + п)? , hallar: LO om] 


Solución 1. Como x 5n,entones x - n 0; luego , por un cambio de variables : 
U=x-n > x= n+u, setene 


fím+n+u) g(m+n +u) 3 
2. lim = 12 Ут+п lim (----2--2-----1- 9 т+п) 
v0 vm +n+u -Vm А Y „50 a ra 


3. Dividiendo ambos límites se sigue que : 
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и — 0 


lim 


im n-u s үт + п 
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эр Via ач ) fm+n+u) _ 12%Хт+п 
em+n+u)  9Nm+iny 


. SeaF(a,b) = a? + ab + b? , el factor racionalizante del numerador , donde 


а= imn y bu \m+n+u, ysi lim F(a ,b) = n- lim (a)™ ', entonces 
x — Xo X — X, 


lim Fía, b) = 3 lim (Nm ny = З Ут + п) 

















5. Ahora, racionalizando los términos entre paréntesis en (3) , se tiene 
m HUm+n)- (m+n+u)](im+n+u +Vm+n) f(im+n+u) в. 4 Ym- n 
Re [(m -- п-+ и) - (m+mn)] + F(a , b) g(m + n +u) 3Ym + п)? 
ie Би (25 m-4n-4u ACIEM f(m+n+u) _ _A4Am+n 
u0 u - F(a , b) gm+n+u) | Am + n 
= (- аш 2 Ут+ п ) в fim+n+u) _ 4Vm4n 
3V(m + ny een g(Ím+n+u) | ЗУ + п) 
6. De donde , cambiando las variables u por x , obtenemos 
lim f(m * n x) = -2 w 
x0 g(m+n+x) 
EJERCICIOS . Grupo 11 
* En los ejercicios 1 al 48 hallar, si existe , el límite dado. 
. хі + Ах? + 5? + 4х +4 
Lh 2A d AA A AA 
базы x - Xe ч. хх + 5х2 + 8х +4 
3. ü 4х^ + 122° - 7x? - 48x - 36 4 ldm[28*289*8693 
х 2-325 4х + 120 + 21x? + 36x + 27 ad 3 + 5х2 +х- 1 
: x*-34-2x7^ : х?" - 1 
m NE. mía x 
d. х-1211-2х ius] ig mm x!-5x-6 x!-x-6 
: х +1 Е X x+4 ха! 
* s 2x -3x-2 3] ш. 122 х-4  x-2x 
11. lim 2-1) mne zZ 12. (AAA 
х1 5 -| х-э0 х 
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(1+х) - (1+5x) (1 + mx)" - (1 + пх)" 





13. lim я 14. lim — ——— — —— ,m,n Z* 
х— 0 хєх х-э0 Хх 
(à -x-2y? x!9 2x 4] 
15. lim ——————— — 16. lim | === 
аша (х5 - 12x + 16)" х-э13 x"*-2x4] 
: n Lan - п- 1 Д 
FL Tim кы лг Энн) i8. "lm Bay жаага) dez 
x1 х-| xa (x - ay 
п+1 
i» ly НЕ ШЕЕ 20. lim (2. 
х-э! (x - 1) O, КЕК” 
' y"*" - gmy^ х? + (2а - 1)х2 + (а? - 2а)х -а? 
22 энэ xP*" - а? х | ® PUN X + (2а + IE + (а? ta) +а? 


... T п+2 _ n+3 n+4 n-l. n 
23. lim nx (n - 1)х 2nx"*+ x 24. lim nx (n+l 4! 
х-э! l -x? xd1l x*-x'-x-41 


Va? -x? + N(a - х)? 


` 2 v2 
26. lim | £229X -Y 


25. lin -———— 
P qr ue Чаа хэа\ а - ах 
. За Чх-а -2 Ма x : Үх? -2x+6 -Nx! + 2x- 6 
21, | DA e 2286. 28. NAC LX O - Мх t2x-6 
Rud 2Ya -Nx £a ) цаг х2-4х-3 | 
29. lim (2632231 30. lim AAA EEES DETTES 
кө Baix 2245 «50 Va +x -Na-x 
31. lim EN io) 32. im (22621 L) 
х-»э27 - x>8 
33. 34. lim 4х? - шог = лэ 14х 
Jim (Seia 2415- 2-5) lim | | 
эв сї (827) 36. lim (FU nui. N22 « V4 
x0 3116 + бх x-— 1 (х - р)? 
37. шп (Meita алиа) 38. EB 5) 
x мн. 
3 3 
39. lim 18 + DL Nod 12 = 40. lim FR 127-5| 
x x0 x+ X 
VI +x -41-х : x 
41. 42. lim [ —————————— 
Jim ( тээж пан VI =) Ша | сг ад! 
43. lim 44. 


3 2 
xd mid, lim (254-2 —] 
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Eri 
T" As] 46. fim (22) 
im [2537 тан 

47. lim (225525 n NEST 4) 


* En los ejercicios 49 al 58 , evalúese los límites funcionales 











a+ hb) -f0) 
49. um Las m» , Si fí х) = A xz0 
50. m LALA si fe) = X. ‚х=0 
са 
51. lim f(h*1)-f() ac Bh g(x) - g(2) 
h=>0 h х-э2 X- 2 
si f(x) = 3x-5» +1 xzÜ g(x) = DEIN xz-1 
= х ? y х 
52. m LEA , Si fto = х+2 ‚ EA 
pm x-3 
53. li im RI si f(x) = x' , definida Yx є(0 , +œ} , допдег= тп, m, ne 3* - {1} 
54. im SE 30-9 y 0 
h=>0 4h 
. f(a* x)- f(a) , bx 
55. Ar э. 94 fi) = 5-3 XD 


56. lim Du cud , si f(a+1)= У2х-1 ,x2 0/2 


ST nm Jer 2) - ma „ 51 f(x) = V5x+ 1 2- 1/5 
58. im H Si g(x- 1) = Vx? -2x , xE(-0,1]U[3,-+00) 


* En los ejercicios 59 al 100, los límites necesitan de un artificio para ser evaluados , hállelos. 


59. lim (3: e uM c. üm magn wem) 
x4 x2 x-2 
^ PEE e 


65. 


69. 


71. 


73. 


75. 


77. 


79. 


81. 


85. 


87. 


89. 


91. 
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im (Wer -Btr ) 64. tim (2 ас: аз) 
кыр = пап иа) lim (аньс сэв коса m,neZ*'mc«n 
um х-» 0 
lim Ү16у-х - 2 4x) 68. im [1:6 8.5.5 2) 
x2 2-N2x* i 425 - x N6x - 5 
sur gern A 
wi EE: xy + Ух+3 - 4 72. lim (лаве ыл) 
Ди, М? -3x+2 3х-2 x0 X 
lim (BE -8 -xNx+6 +x- 2) 74. lim жэлЗ 21) 
х 2 Х-2С-Хх-2 13 x*-9 
NN ED er) 
Jim. ( MU 8 75. ш " NE Eu T 5) 
Ne , 
"т Ти" : s. "m 
liin (BES 2 Үзх-2 тг М2 ) 82. lim (38x18 -Vx +3 а) 
х ә | 2259 x-9 
lim PRU Бырс) 84. lim Virx - Mex) pp. q.ez 
(УІ ^ . (NI 2 " 3 
lim | VI+ x) - М +x e] 86. lim (Pcia) 
lim ( 3 ]х+1 тй +4x- 1 ) 88. lim (2552-15220 420 0) 
lim (LA Vx ) (1 -Nx)...(1- ЭЭ) w an 
m (1 - xyr! y —4 
cf NE-x 4 NEXÀ -2 : Vxl1-3VYx41 
AB x o m „ы M 
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93, 


95. 


99. 


101. 


102. 


103. 


104. 


105 


106. 


107. 





d dE eR] 94. lim (Мы ыызы) 

m (32028 96. LI "om EX a 

lim (513:-5 -зУзх-5 2х-6) 98. lim эв NM T | 

хэ? DA Jim (E 

lim (iaa 5 атый цо (Ei 120 х Via | 
x>1 x-] \ lim гэсс 


Sean PG, 4) y Q(x, 25-х) puntos diferentes y sea М(х) la pendiente de Іа recta que 
pasa por P y Q. Hallar el lim M(x). 


x3 


Hallar la posición límite del punto P cuando c — 1 , donde P es la intersección de las rectas 
Y, :3x*5yzl y £,:(2* c) Sc?y =1. 


Desde el punto A con abscisa хє [1,4] , ubicado en la gráfica de f(x) = x? - 4х +6 se 
traza una recta paralela al eje X , que сопа a la recta y = xen el punto B ; desde el punto 
B se traza una recta paralela al eje Y , que corta a la gráfica de р(х) = 4Ух en el punto C. 
Si desde C se traza una recta paralela al eje X , se determina que ésta corta a la recta 
paralela al eje Y , que pasa por A , en el punto (х, h(x)) . Calcular 


lim [us - Nx? + 14x а=) 
x2 yx - 32. 


, por qué по existe h(0) ? Demuestre analiticamente que lim h(x) 
x- 


existe y calcülelo. Apoye su respuesta gráficamente. 


x*-9,Ssi x*-3 1 
Si f(x) = , encuentre el lim f(x) y demuestre que 
4 8 X-—-3 1-3 


lim. f(x) + f(-3) . Dibuje la gráfica de f. 


х -4х+ 5x-2 


Sea la función f(x) = PTE ar 


, Se tiene que lim f(x) existe y es distinto de 
x 
Cero. y lim f(x) = 12; hallara,b yc 


2x* + (2a - 1)? - (4a? +а)х + 2a* : x!-mx-2x 2m 


we g(x) = m , hallar 


Si f(x) - 
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la suma de los mayores valores dea y m , tales que lim Хх) = 5а? +28 y lim р(х) = m?- 8. 
108. SivwekR , Jim Рх) = 2w+3 y lim g(x) = 1 -w ; determinar 
ву Шш Дө СОУС D) oO 


109. Si (х) =x+ 1-2 230585 , hallar: lim LD 
i fœ) 2 x*Nx'-2 y р(х) + аг: lim = 


_x-2atx+ax : E 237 
110. Si f(x) = A 7 a>0, y E f(x) - 2a - 5 , hallar el valor de a. 


111. Si(gof)(x) = 4-4x+1 у f(x) = 2x- 1 , hallar: Шш FABRE 1)] 


1.531.. 1 $24.52 
112. Si tim 122291122 -al 


= 16 , hallar todos los valores de a 
Aa | х-а | 


45-х-3 : 
113. Sea f(x) = —————— ——————— , hallar el valor de lim f(x) 
q x-X3-x-N2x1-5 +3х ший 


(Sugerencia: SiL , es el recíproco del límite L de f , entonces L= ІЛ.) 


> 2yn+1 2 = n+Z_pn2yn+3 
114. Hallar: lim 22% O+ D + Ont *2n- 1)" - nitt 


хі (1-х)? 
(Sugerencia: Multiplicar el numerador y denominador por -1 . luego aplicar tres veces Іа 
regla de Ruffini) 
(n+ 1) п п(п- 1) 3х2 2х1 
115. Calcular: lim NX + ЕЕ г + Ух + Ух -n 
xl 

116. SeaP(x) = a, x «a, x' +... +а х" y seame j* . Demostrar que 
и “Уг+Р(х) -1 a 
1590 х сот 


2.7) LÍMITES LATERALES 











Sea la función f(x) = EE 
-(х-1 
1. Six«1 = x-1<0,implica que |х-11--(х-1) = (х) = 2 =- 
+(x-1) — 





2. Six>l => x-1>0, implica que |х-1| = +(х-1) > f(x) = zm] 


х-1 
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Argumentamos que el lim f(x) no existe por que f(x) se aproxima a - 1 cuando x — 1 por 
la izquierda , mientras que f(x) — 1 cuando x se aproxima a | por la derecha (Figura 2.21) 





FIGURA 2.21 FIGURA 2.22 


Una forma natural de describir esta situación consiste en lo siguiente : 
Si f es una función definida en los intervalos (a , x) y (x,, b) y si 
1. xe (a, x) talquex<x, y x—>x,,se escribe: x  x- 
2. xe (x, b) talquex» x, y x x,, seescribe : x э xt 
Entonces los nümeros 
L= fa) = limfa y 1,= 70) = lim fo) 


х= Xo 
X < X, х» Xo 
se llaman , respectivamente , límite a la izquierda de la función f(x) en el punto x, y límite a 
la derecha de la función f(x) en el punto x, (Figura 2.22) 





Definición 2.8 : EL LÍMITE POR LA IZQUIERDA DE UNA FUNCIÓN 


Sea f una función definida al menos de un intervalo de la forma (a , x.) € Dom (f) , siendo 
x, un punto de acumulación , entonces 
(Vve>0,35>0) | sixe (a,x) c Dom (f) y si 
lim f(x) =L €» 
2 m О0«х,-х«6 = |0) - 1,1 <е 
donde L, es el límite de f por la izquierda de х, 


Obsérvese que en esta definición no se ha colocado las barras de valor absoluto alrededor 
de x, - x ya que se consideran únicamente valores de х para los cuales x < x,- ( Ilustración 
gráfica : Figura 2.23) 






Definición 2.9 : EL LÍMITE POR LA DERECHA DE UNA FUNCIÓN 





Sca f una función definida al menos en un intervalo de la forma (x, „Бус Dom (f) , siendo - 
x, un punto de acumulación , entonces 


- ........ 
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| (ve>0,35>0) | size (x, b) c Dom (f) ysi 


M": d 


lim. f(x) = L, € 


peut 





| 09x48 — 110)-1,1 ec 
donde L, es el límite de f por la derecha de х, 


La ilustración gráfica de esta definición se muestra en la Figura 2.24 





Solución La Figura 2.25 muestra la gráfica de la función máximo entero y en ella se observa 
que f(x) se define por intervalos de la forma [n , n + 1). 


Así, six e (0, 1), la función es O a lo largo de este intervalo, x= 1 є [1, 2), la función salta 
a l y así permanece a lo largo de este intervalo. En x= 2 € (2, 3) la función salta a 2 y asi 
sucesivamente. 


Luego , 51 f(x) = [х] = п =>n<x<n+l,ne€ Z ,los límites en x, = ne Z , serán 
a) lim [x] = lim (n- 1) = n-1,puessix<n = xe [п-1, п) 
Хх П xn 
х жн €» n-1«x «n €» [x] = n-i 
b) lim [x] — lim (n) = п, puessix>n = xe [n,n+ 1) 
x- n* x-n 
x»n © ngx<n+l < [х] = п 


Así tenemos que: lim [x] = 2-1=1 y lim [x] = 2 

x2 х э 2+ 
Si x, no es número entero se situará entre dos números enteros consecutivos п yn+1.Para 
x = 5/2 e [2,3), tendremos 


lim [x] 2 y lim [x] 22 E 
x SIT х >5/2+ 
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FIGURA 2.25 FIGURA 2.26 


х? „х= 


Sea la función f(x) = 2 ; Si x2 


8-2x , S; x »2 


Hallar los límites laterales de f y dibujar su gráfica. 


Solución Obsérvese que la función f , en las proximidades del punto x= 2 tiene diferentes 
reglas de correspondencia. 
Así, para x«2,f(xX) = х? => lim f(x) = f2) = (2) = 4 
x2 


Para x>2,f(x) = 8-2х => lim f9 = #02) = 8-22) = 4 
E 


x2 
La gráfica de f se muestra en la Figura 2.26 
Nota Según el Teorema de Unicidad де] límite , una función no puede tender a dos límites diferentes 


en хү, Los límites laterales nos dan un criterio simple para determinar la existencia de un límite 
bilateral. 


TEOREMA 2.5: El límite bilateral de una función 





Una función fœ tiene límite en x, , si los límites laterales en x, son iguales , esto es , 51: 
lim f(x) =L < ( lim f(x) -L) ^ ( lim f(x) =L) 
xx, XxX х-эҗ? 


Demostración En efecto 
(=) lim f(x) =L €» (Ve 20,382 0) | six e Dom(f) y si 
TM 0« Ix-x.| 8 = 1/0)-14 «e 
-6«x-x «6 => If(9-Ll<e 
xXo-6«x«xtO0,x*x, => |f(0)-Ll<e 
хє (x,-0,x,) О (%,,x,+0) => Ifo)-Ll«s 


011 
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xe(x,-0,x) => |х) - 11 «e (1) 
c ^ 
xE(x,,x,+0) > 170)-1.| «e (2) 
De (1) y (2): €» ( lim f(x) 2 L) ^ ( HI. Fen - L) 


(€) a) lim f() = L €» (ҮЕ >0,38 >0) | sixe Dom(f) y si 
ар: хє (,-6, .1) => |0) -11 < e, 

b) lim f(x) = L © (Ve,>0,38,>0 | ѕі хє Dom (ў) y si 
xew xti) => 13) - 11 <, 


Si se elige £ = £, = Е, y Ô= min (0, , 6,) se бепе que 
lim 70) =L €» (Ve = £, = £, , 38 = min(5,,5,)) | sixe Dom(f) y si 
(хє (,-Ó,x) с хє (х,-ӧ,,х) v 
хє Q,.x,*0) с хє (х ,х+5,) > 11/0)-Ы| < ғ 
< (хє (%,-0,x) у хе (х ,х+5) > |f(x)-Ll < € 
€» (xe(x-85,x *8)-(x) => If(0-Ll < € 
e (0« Ix-x «8) => 170)-11 < е 
Por lo tanto , queda demostrado que 
lim f(x) = L €» ( lim fQ) = L) a ( lim уб) = L) ” 
х э Хх, х — X4 X Э Xo 


Nota Si los límites laterales existen y son diferentes o si uno de ellos no existe , entonces se dice 
que la función no tiene límite o no existe el límite de la función en x, 


Así, enel Ejemplo 1, lim [х] =n-1 y lim [x] = п = Á lim f(x) 
xx. xxt x XQ 


En el Ejemplo 2, L = lim f(x) lim f(x) = 4,entonces existe lim f(x) = 4 , aunque 
x2 х-э2 х-»2 


el hecho de que f(2) = 2 no afecta dicho límite. 





Sea f(x) = [x] - Vx - [x] .hallarel lim f(x) 





Solución Del Ejemplo 1 rescatamos lo siguiente 

a) Sin-1€ x «n => [x] = n-1 

b Sin<x<n+!l > [х] = п 
Entonces tomando límites laterales en X, = n tendremos 
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a 51 х<п > L= lim f(x) = (n- 1) - Vn- (n- 1) =n-2 


x 


b Si x>n = L,- lim f(x) 2 n- yn-n =n 
xn 


Dado que L, + L,,entonces no existe lim f(x) эй 
x-n 


Sea la función f(x) = УЗх+ 1 - [2x- 1] .hallar 
a) lim f(x) b) lim f(x) 


х ә 5/2 х 7/3 





Solución  Lafunciónesreal €&» 3x+1- [2x- 1] 20 e [2x-1] € Зх+1 
€» (Зх+1) е2 ^ Qx-1<3x+1) 
€» (3х41) є2 ^ (x2-2) 
Ahora , según la definición de máximo entero 
[2x - 1] 2n © п<2х-1<п+1 © DM eye 232 
El dominio de f es el conjunto de intervalos de longitud media , esto es 
m(f) = {хіхє [ Ee )nI 2, +%) , пє 2} 
a) Obsérvese que cuando х — 5/2 , el término [ 2x- 1] es entero , entonces tomando límites 
laterales en dicho punto , tendremos : 
1. Six 2 (5/2) , entonces: 5/2 < x <6/2 © 5 2x < 6 
< 45 2х-1<5 > [2x- 1] = 4 


Luego, L,- lim fœ) = (5/2) = Ч3(5/2) + 1 (4) = 3272 








п +1 SES 


> xel 2 , 2 





2. Six 2 (5/2) , entonces: 4/2 < x < 5/2 © 4€ 2х < 5 : 
S3<2r-1<4 > [2x-1] = З 


=> L= ши, = f(5/2) = V3(5/2)+ 1 - (3) = V11/2 
Como L; + L, , entonces no existe im fœ) 


b) Nótese que el término [2x - 1] no es entero cuando x tiende a 7/3 , por lo que no es necesario 
tomar límites laterales en este punto , pues se encuentra entre dos enteros consecutivos para 
los cuales la función tiene un mismo valor , esto es 


lim f() = 70/3) = Ч3(7/3)--1- [11/73] = 47-1-3 = 45 Е 


3/2 — ЕС 
SHE Х 2 Ix ] 


x' —1 





, hallar lim f) 
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Solución Six *,entonces х> 1 y £ > х7 > | ә | «х < 0 
Sumando -1 + Yx- | acada miembro tendremos 
poa <x 2-14 Ух-1 <x?-1+ үх - 1 
Ahora , dividiendo entre E - 1 > 0, se sigue que 
x—1 a -] с a E 
A сэ hx)< f(x) < р(х) 
хэ dear - Mara 


; : 1 | 
NS joe (¿EI a 
| wu Ge -Dexx-1 E 3 
Jim 800 = lim LL tim (d+ 2) = 


X = 














Entonces , por el teorema del “sandwich”: lim f(x) = 
xo 


4 





6 3l —6Sgn(x? —4) — 4 
x2 


Х2--5-3 


Solución Six 2 „entonces x<2 y x! «4 > x'-4«0 
> Sgn (х - 4) = - 1 








[4+2x] = 4+ [2х] > [4+2х] =4+n (ME.2) 
51 [2x] = п e n < 2х<п+1 6 5 > 
Perocomo x<2 => Dt =2 © n=3:luego: [442] = 4+3 = 7 


x+6 – 44x47 


Así tenemos que: f(x) = x 
x^ 45:4 
Dado que ; lim Vx+6=2 y іт /x+7 =3 , podemos escribir 
x- ! x22 


6(3/x+6 Эме 3) 


+52 3 


, ysi x2 c хє (3/2, 2) 


Р(х) = (1) 


Racionalizando cada término де ў se tiene 





(х+ 6) – 8 х - 2 . 
6-2 = -—————— = И : = 1-1 = 2 = 
4+ Fa. b) Fa.» donde lim F(a,b) = n(b) 3(2) 12 


Te (х37)-9 | х-2 [215-32 (552-9 . (x42) (x-2 


143 ETE " d4x^4543 «a 4542 
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6(x-2) _ 4(x-2) 6 4 
Luego „еп (1): f(x) feb 3 > до» 0 ЕВ (х 22 
42 5543 452543 
- lim f0)= lim g&)= 20) =- д x 


Hallar , si existe , lim (=) [5] ,a>0.beR 





х-э0 
Solución 51х|-0с nx <n+l s [x] E x (1) 
Singx<n+1 >n-1l< x-I«n ce x-I« [x] (2) 
— ^ 
De (1) y (2) ocurre que: x- 1« [x] «х, y de esta relación se deduce que 
b b b b-x b b 
2-151 | «21-33 “12154 (3) 


i) Si x— 0t y a>0, entonces 2 es positivo ; luego, multiplicando (3) por 2 se tiene : 


(2-х) < (E) [2] < 3 > h(x) < f(x) < g(x) y por el teorema de “ sándwich " 


: 04 Е. b жы 2 b 
A noo E m ан са Е L, Е и, та 


х 


7 Es negativo; luego , multiplicando cada extremo de (3) рог 


п) Six> 0" y a>0, entonces 
х | AO ES 
4 Obtenemos : > <(2)[2] < zx) 
y aplicando nuevamente el teorema del “sándwich ” 


i zi zd 277. m 
lm ho) = lim = >L= lm 0) — д 


x0 


Dadoque L = L, = lim f(x) = b E 
` х- 0 





= еф 






EU 





О 8] Si lim f(y) < lim f(x), demostrar que existe una 8 > 0 tal que 
= xat xa 


бар тэн коты» TM 1, 
q ма. | | ~ л - 
| EJEMP 





# 


У x,, y e Dom (f),si0<l|x-al «8,0«ly-a|l «6 y x«a« y > f(x) > f(y) 





En efecto , según la definición de límite lateral , si 
lim Ку) = Le Ve, >0,35>0 |[а<у<а+ё > I fCy) - Li] <E, 
y>a 


y lim f(x) = М c» Ve,>0,35>0|a-5<x<a e1f()-MI < £, 
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Por hipótesis, lim f(y) < lim f(x) —DDL«M ə L-M<0& M-L>O0 
ужа? x—>u- 


Luego,si a-OÓ« x «a« y< a+0 , entonces 
Ту) «L-£& < М-6,« 70) (1) 


Como L y M son definidos Ve, >0 y Ve,>0, si elegimos €, =£, = 5 (M-L)>0, tendremos 
en (1) que 


Ку) < L+  M-D)<M-L M-L) < fo) = fo) < ME < 50 


Por lo tanto : Ку) < ТО) e fœ) > FO) A 


[x-1] -x , xel-9,-2) 

Vx- [x] 

[3x] -3[x]-8[x3] ,xe[-2,7) 
x - Ixl 





hallar,siexiste, lim f(x) 
x -2 


Solución ^ Redefiniendo la función f en cada intervalo tendremos 


; Ua BE. s -Ix]-i-x T 
i) Por la izquierda de х = -2: f(x) "ecd xe [-9,-2) 


Como x  -2 , entonces x < -2 , habrá que restringir el Dom (f) a -3 <x «-2 , esto implica 
que 








[x] = -3 5 ў) = RIS = IE „хе(3,-2) 
Por loque : L,= lim fx) = f(-2) = -2 
х э -2 


li) Porladerechade х = -2: fœ) = 123:3151-815391 |, (оо 





x- [x | 
5113] = пеп < 3х <п+1 е хе [2 , 11 (1) 


El dominio де [3x] es la unión de intervalos de longitud 1/3 


Como x > -2*, esto es x > -2, entonces habrá que restringir el dominio defa - 2 € x< - 5/3 
(En (1) para n = -6) 


-653х«-5 > [Зх] 2-6 
Luego,si -2 $ x < -5/3 => => [x] = 2 
-2 << <-— es [13] 2-1 


Además , dado que x «0 > [xl = -x 
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Por lo que: f(x) = E = 4 „хє [-2,-5/3) 


> L,= im, Дх) -Л-2) = 2 








SiL, = L,,se concluye , por el Teorema 2.5 , que : m 09 = -2 E! 
4 22220 2x* l,six«l 
Sean f(x) = 3 а= y pix) | 
25-25. dx» 2 ха! ,six>l 
Hallar: a) fog b) lim (fog) c) Graficar f og 
x — V2 


Solución | Sabemos que existe f og «<> Dom (f) N Ran(f) * $ 
Luego.si р(х) = 2x 1, x«1 => Ran(g,) = (-ео, 3) 
8(х) = х+1,х>1 > Ran(g,) = (2, +00) 
Dom (7,) N Ван(р,) = (о, 2) П (0,3) = (09,2) + =» Эў ор, 
> 4 Dom(f) N Ran (g,) = (3) n (9.3) = ф => Bf og, 
Dom (f) N Ran(g) = (2,466) n (99,3) = (2,3) +9 > 3f, og, 


Dom (f,) N Ran(g) = (-°°,2) N Q.49) = ф => Bf og, 
> 9 Dom(fj П Ran(g) = (3) N (2, +e) = (3) > З/,ов, 
Dom (f?) П Ran (g,) = (2, +оо) N (2, +оо) > Эў, ор, 
Determinación de los dominios y las reglas de correspondencia de f o g 
Dom (f,og,) = їххє Dom(g,) ^ g, € Dom(f) } = (х<1) П 2x*1«2) e x< 1/2 
=> f [2/00] = fi(2x 1) = 2x+1,six < 1/2 
Dom (ў, 0 g,) = (xlxe Dom(g,) ^ g, € Dom(f,) ) eí(xcl)fn]xa1»2) e» W2<x< 1 
> figo] = //2х41) = 22x+1)-2 = 4x,sill2«x« 1 
Dom (f, 0 g,) = (xlxe Dom(g,) л g, € Dom(f) } = (х> 1) n (x+ 1= 3) = (2) 
> 7,1 8,601 -1х41) = 3,sixz2 
Dom (f,0g,) = (xlxe Dom(g) ^ g, e Dom(f)) = (х>1) N (x+1>2) e x>1 
> filg] = f(x 1) = 2(x -1)-22 2x, six»1 
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2x+1, si x< 1/2 
4х „ 1 172«х«1 
7. (fog) (х) = 3 .S х= 2 
2х , Si X> | 
b) L = lim (fog) -2(1/2)-1-2 


x— V2 
L,- lim (Ғор) (х) = 4(1/2) = 2 


2 
x — U2* 





Como L = L, > lim (ор) (х) = 2 
x — IN 


FIGURA 2.27 


с) La gráfica de f og se muestraenlaFigura227 ш 


EJERCICIOS . Grupo 12 


1. Demostrar quesi lim f(x) = L y lim р(х) = М, entonces se verifica que 
Xx 1 x—x* 


a) imn Д(х)+р(х)] = L- M b) Jim | ТО)-8(3) 1 = LM 
o im у p M= D y Memo 
Resultados similares se pueden demostrar para límites a la izquierda. 
2. Demostrar quesi lim ў (х) = E lim f(x) =L,,...., lim fœ = L 
хэл, Х-УАГ хэл 
entonces: Нй|7/0(00)-47604.-.-.-417001:5,45,4-.--.Ж----Б, 
хэл? 


(Sugerencia : Usar la parte (a) del Ejercicio 1 , e inducción matemática) 
3. Si lim f(x) < lim f( y), demostrar que existe una ё < Оа! que Vx, y e Dom (f), 
xq" vat 


0«|х-а|«5,0-1у-а1-6 y x<a< y, entonces f(x) < Ку) 
4. Demostrar , usando , la definición de límites laterales , que 
a) hm (x-/x] = 0 b) lim (x-/xf) -1 
x—3* 


x3 


5. Demostrar , usando límites laterales, que: lim (/4x/-4/x/), ne у, no existe 
xon 


| 23x ,six«1 E 2 | 
6. Si р(х) = ‚ demostrar, utilizando la definición de límite lateral, 


Ух-1 +5 уях»! 
que lim р(х)=5 
x1 
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$ En los ejercicios 7 al 10, hallar el límite indicado , si existe , en caso contrario justificar su 


respuesta. Trazar la gráfica correspondiente. 


2x-3,six«l 2x +7 ,Six«-l 
7. 10) = 2 Sra] 8. f(x) = 3-2x ,Si-ISxs2 
7-2x , six>l х-Зх+1 , 5іх> 2 
lim f(x) lim f(x) y lim f(x) 
x1 x -I x2 
Е: ыг ; 51х23 6x-2x^ ,зїх«2 
- xd -2 E Эг 
9, FT) = 18. FO) = 6 281372 
шинэ НЫ 5513 252-х-2 .six»2 
lim f(x) lim f(x) 
1>3 х-э2 
11. Seag(x) -1х1-414-х |, trazar la Gr(g) y hallar, si existe, lim р(х). 
x33 
12. Usando límites laterales , analizar la existencia o no existencia de los siguientes límites 
a) lim [x *2x* 1] - [х+1р b) lim [3x] -3Ex1 neZ 
хэ 0* х? + 2х xn x-n i 
13. Calcular los límites que existan 
a) lim [2x] (x-1) c) lim [x][x+1] 
x1 x0 
b) lim x[1/x] d) lim x! [1х] 
р x 0 х-э0 
(Sugerencia : Para (a) y (b) observar que x - 1 < [ x] € x y luego usar el teorema del 
“sándwich” apropiado.) 
з . : Is _ Хх - 1 
14. Conociendo quesix>1 y 1<x%%<x? , hallar: lim ASIAN ES 
х-э | №2 - 1 
(Sugerencia : Usar el teorema del “sándwich ”.) 
3 
15. a) Si {(х) = e , trazar la Gr(f) e indicar su dominio y rango 
х 
b) Discutir la existencia de lim f(x), justificando su respuesta. 
x1 
х'+1,51х<2 Ж ох? 
16. Sean: f(x) = y 8 О)-5 
x+2 ,six>2 3 . 91х22 


Usando límites laterales , demostrar que 
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17. 


18. 


19. 


21. Calcularel valorde: lim | 


22. 
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a) lim f(x) no existe b) lim р(х) no existe 
x2 x2 


c) lim f(x)- g(x) si existe . Cuál es el límite 
_ 4| x -3x«21 _ 3(€ - 2x - 3) [Sgn(l - 17] 
wan: М) = 2o Deer) ! 89- AO 
Hallar,siexisten : a) lim f(x), b) lim g(x), c) lim у(х): Р(х) 
x-1 x -] x—-1 
Sean f y g dos funciones cuyas reglas de correspondencia son 


х*%-х?-4х+4 x'-3€-9x-27 


Trj ‚ Six«-2 T3 ,Ssix«-3 
fix) = 4 ar*-2bx+1 ,si-2€ x€2 р(х) = 4 ax'-2bx41 ,S)1-3€x«3 
Xx -13x+22 : six>2 x-22x 57 i six>3 
x-2 x-3 


Hallar a y b para que los límites de f,enx=2 у x=-2,ydegenx=-3 yx=3,existan. 


3х-7 ‚&<р 

Sean f(x) = ax+4 ,sip<x<q. Si lim fx) = 9 y іт х) =p y a«0, 
2x-b ,six2q "шин гаас: 

hallara,b,pyq 


х -ax-6 .x»2 


. Sealafunción f(x) = f(x) = x-2 


х? +6 СО 
Qué valores de a y b posibilitan la existencia de lim f(x). 
x2 
3 |8ев(1-35Э102-1) _ 1х"43х»2| | 
x--1 x'42x-5x-6 Ix* - 11 (G8 8 10) 


Sean las funciones f y g definidas por 


[1122 |, я-1«х«1 Tu ‚ 8&-2<х<-1 
ТО) = y gx) = 
X-2x ,sil<x<2 |х-1 , 510«х«3 


Hallar, si existe, lim f[g(x)]. 
хә | 


х? + 1 350 





. Dadas las funciones f(x) = xl y go) =2r-1,x>1l 


М -х x0 
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a) Justificar la existencia de lim f(x) 
х-э0 


b) Siexiste, hallar lim (go f) (x) 
x—0* 


х-1 , 51х<0 


24. Si (х) = | , hallar lim (fof)Q9) 


x2 , 84х»0 


e 


* En los ejercicios 25 al 34 , calcular los límites que existan , en caso contrario , justificar su 
respuesta. 


|х-2| pe] 


з Í А х-1 
. №4 ———À AA 
25 lim (x+ 1) + T im bo 





x2 
27. lim V[3x] - [x- 3| 28. lim V2x+1+[3x] 
x ж 5/3 x32 
29. lim X-lx-2l 30. lim LX-il-* 
x24 Nx- [x] x3 wx*-[x] 
31. lim (1-x+[x] - [1-x]) 32. lim [[2x+1] - [x 12]] ne Z 
212 1] «1Ix«2] -2 xte] 
AX dun ¿A е ште 34 hi 1ї--5-32--- 
жа Д [3х + 2] | ШАЛ [eri 
3 
3& Bias: Ви (da Re Шш) 
x2 x46 
y +22] + Y2x*+Sgn (х? - 1) - 5 х 
х-3 , Si x»3 
| х-9 
36. Si f(x) - 3х7-5х41 , 513 <x<4. Usando las definiciones de límites latera- 
2-8 -23x+ 12 - six>4 
x-4 E 


les, analizar la existenciaonode: a) lim f(x) , b) lim f(x) 
x3 x4 


x43 








xel ` si x>] Vx? 4 1098) Xx 52 

37. Sean f(x) = 2 ‚ Р(х) = | х. al : 
2Х-2 i , Si x» 
A 51Х< ] 32-32 


Determinar, si existen : lim (gof)(x) y іт (Хор) (х) 
х 1 х-э2 


38. Usando límites laterales , analizar las existencia o no де: 
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xL- [x3] : 12-1х/3| 
928, rem) Y а тая IO 





x'-4, 81х«3 
39. Sean: f(x) = y gx) = Tee + Їх-31. Hallar 
8-x , si xz3 x-2 
a fog b) lim (fog) c) lim (fog) 
x1 x2 
-Ж xd X* MaS 
40. Sean: f(x) = y ga) = Hallar 
x+3,six>1 DEE A 
a) fog b) lim (fog) c) lim (fog) 
x1 x-1 





LÍMITES DE LAS FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS 





El método de la sustitución directa aplicado al cálculo de los límites de las funciones 
algebraicas es también aplicado a límites de funciones trigonométricas. El teorema siguiente nos 
dice tal propiedad. 


TEOREMA 2.6: El limite ono como propiedad local 


E + O O A E ы E «- n лу пуа 
> VeTIII CZ n амм ис ОЛСЕ асс 
(11! ий c vtt mk 8 wa MEM. n 





Efectuaremos la'demostración sólo para Sen x , la demostración para las demás funciones trigo- 
nométricas es semejante. 





En efecto , por el teorema T.9L 


lm з 70) = мн faoth) => lim Senx = n. Sen (x, + h) 
xx, 


Pero la fórmula de dee para la función seno produce 
lim Senx = Bm. (Sen x,* Cos h + Cos x, - Sen h) 


Xx Xs 


= (Senx,) ( lim Cosh) + (Cos x,) ( lim Senh) 
h>0 h0 
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(Sen x.) (Cos 0) + (Cos х.) (Sen 0) 
(Sen x) (1) + (Cos x) (0) = Sen х, m 


[EJEMPLO 1) Calcular los siguientes límites 


a) lim (xCos 3x) b) lim Sec (л 1/3) c) lim Tg (mx/4) >o 
х x3 


XNR 


Solución Por el Teorema 2.6 , se tiene : 
a) lim (xCos3x) = ( lim х)( lim Cos Зх) = n Cos Зл 
XK Xxx xn 


= nCos(21 + n) = n Cos = -n 
b) lim Ѕес(лх/3) = Sec (51/3) = Sec (21. - 1/3) = Sec (173) = 2 
x5 


c) lim Tg(nx/4) = Tg(3n/4) = Tg (x- 1/4) = - Tg(mU/4) = -1 
r1 


En la demostración de la Propiedad 1 del Teorema 2.6 hicimos uso de nuestros conoci- 
mientos de triponometría para afirmar que lim Cosh = Cos0 =1 y lim Senh = Ѕеп0 = 0. 
-Э һә 


En el teorema siguiente se mostrará tres propiedades incluidas éstas , de las cuales se derivan 
otras propiedades igualmente útiles para el cálculo de límites con funciones trigonométricas. 





TEOREMA 2.7 : Tres limites trigonométricos especiales 


L lim Cosx =1 IL lim (Sex) = 1 Ш. lim Senx=0 


x>0 x0 


Demostración Еп efecto , de entrada , un dibujo del 
círculo trigonométrico en el primer cua- 

drante (Figura 2.28) , luego el punto A, sobre él la tangente 
AT y el ángulo x medido en radianes. 
Entonces, para xe (0 , 1/2) , se tiene : 

P-(Cosx,Senx) , А = (1,0) 

R = (Cosx,0) y Т = (1, Tgx) 
Luego, se verifica que : 

а(ЛОАР) < a(Sector ОАР) < a(AOAT) 





> 5(OAxPR) < $ (x)r? < 5 (OAx AT) FIGURA 2.28 


Dadoque ОА = r = 1c PR < x < AT < Senx< х « Tgx (1) 


Como Sen x» 0 , Vx e (0,772) , entonces dividiendo cada extremo de (1) entre Sen x , se sigue 
que : 
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х Tg x 


Sen х 
Sen x Sen x X 


1 < €» Cosx < 





< 1 (2) 


Sid(A,P) « АР = МЧ(1 - Cos xy? + Sex. < x > 2-2Cosx«x 


=> l- £ < Cosx (3) 
De (2) y (3) se tiene : I- 2- <Cosx< Sena < 1l , 5іхє (0, 7/2) (4) 
Supongamos ahora que - 1/2 < x «0 (x en el cuarto cuadrante) 


c50«-x«m2 c -xe (0,172) 


Entonces en (4): 1- > (a) < Cos (-x) < зас < 1 


Pero, Cos(-x) = Cosx y Sen(-x) = - Sen x 


Benx «1,si-xe (0,1/2) (5) 


=> 1-4 X«Cosx < 


Las desigualdades (4) y (5) se cumplen para todo x tal que 0 < |x| «72 
Por tanto , aplicando el teorema del "sandwich" a (4) tendremos 


lim (1 - ж) = 1 у hu (1у-1 


x0 


Entonces, se concluye que: 1. lim Cosx= 1 
x0 


п lim(Senx) - 1 


x0 


En la Figura 2.28 vemos que : PR « АР > Senx«x , sixe (0, 7/2) 
Sen (-х) <-х © - Ѕепх<-х, si-xe (0, 17/2) 
Luego , de ambas desigualdades se tiene : 
0« |[Senxl < Ixl ,Ухє(-л2,1/2) - {0} 
y por el teorema del “sandwich”: lim |Senx| = O => Ш. lim Senx = 0 


х-э0 x0 


Nota De estas tres propiedades se pueden obtener otros resultados igualmente importantes para el 
cálculo de límites trigonométricos. 





E Senx 0 - is 
IV. lim | Tax lim anx) - p 5» Hm Тех = 0 


Y lim (222) = о (22) (e) = © (4) = lim (8%) =1 











ын Баг эмн ээн с) P 1 EM 
VIL tm (s) = im (az) = c! 


X 
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: 1-Cosx| . Sen?x 
гар lim ( х | xl Ms x (1 + Cos x) = lim( 





Sen эл) Sen x | 
A] =1(0) = 

| + Cos x (0) 
Límites indeterminados que contienen funciones trigonométricas pueden calcularse con 
ayuda de las propiedades del Teorema 2.7, las identidades trigonométricas y una buena 
dosis de ingenio , como ocurre en los siguientes ejemplos ilustrativos. 





EJEMPLO 2] Calcular: lim (¿IZ Sen Rx 


Solución La sustitución directa y la propiedad MI , da al límite la forma indeterminada 0/0. 
Para resolver el problema podemos reescribir el límite del modo siguiente 


L= je (SRE) БА) 


x0 


Es evidente que si x — 0, zt x э 0 y también Злх > 0, entonces 


Sen - 3nx 
ЭР 3 ; m [m „йт (nz) 
y por las propiedades Пу УП: 1. -4 (131) = i m 


EJEMPLO 3] Evaluar: lim -Sen 2x 
x0 Vx Sen?3x 


Solución La sustitución directa lleva al límite a la forma 0/0. Eliminaremos la indeterminación 
reescribiendo el límite como el Ejemplo 2 , esto es : 


р lim (2521 








x? 
Sen 21 (35) 





x0 
CUR .:; Sen 2x Y ? Э РАР 
Es ишу | Tu e) (5 ) war = " 


Жа 2 Sen 5x - Sen Зх 
Samar: ami ren dx ) 





Solución En este caso eliminaremos la indeterminación 0/0 , dividiendo el numerador y el 


denominador entre x 
Sen5x| _ Sen3x Sen 5x Sen 3x 
НТ a, задь. ларве) 
х-э0 243 (Sent) х-э0 jeu (вааз) 


= .o po IIS Л 
y evaluando el límite obtenemos: L = 24120) 2 is 
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EJEMPLO 5] Calcular: lim I -Cosx ) 





Solución  Eliminaremos la indeterminación 0/0 valiéndonos de la identidad : 


Sen?x 


LOU MT _ Sr ОЕП ^._ 
Sen?x = 1-Со$?х = (1 + Соѕ х) (1 - Соѕ х) => 1-Совх 1+ Cosx 





Porloque, L = lim Баа) E: lim (S2) j нь | єєх) 


х-э0 





> ar (zh 





O 6] Calcular: lim (ner - eu | 


Solución En este caso eliminaremos el 0/0 racionalizando el numerador : 


Lis (1 - УСоѕ x) (1 + NCos х) zm 1 -Cosx 
x30 х (1 + NCos х) x30 Х(14ХСовх) 
Como aun persiste la indeterminación 0/0 , resolveremos el problema utilizando la identidad del 
ejemplo anterior , esto es 








Sen x 1 1 1 
L= him == —————————|-(y|———lis5-— ч 
Jim ( х | e ттеу 4 
ЭМЭ Sectx - 2 Tg x 
Evaluar: lim (Cesar ) 
Solución  Eliminaremos el 0/0 mediante el uso de las identidades trigonométricas. 
3 2 (езх) 
La lim ( бах Cos х ) = пат PE оа 
Eon 2 Cos?2x m 2 Cosx (0s 2x 
NE 1 - Sen 2х Ст 1 
= im ar (беу) " „ы as (1 + Sen 2x) 
L= L = 1 gH 


“2011/02у(1-1) 2 


VI + x Senx - NCos2x 
Tg (x/2) 





Calcular: lim ( 
x0 


Resolveremos el problema de indeterminación 0/0 racionalizando el numerador , 
esto es 
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Ls m 1+x Sen x - Cos 2x EN x Sen x + 2 Sen?x 


————M——M———Ó——— — dH A OA A A 
x0 (МІ +x Senx + NCos 2x ) - Tg(x/2) x20 (NI x Senx + NCos2x )- Те2(х/2) 
Obsérvese que cuando x — 0 , entonces (Nl +xSenx + YCos2x) tiende a 2 


1 - 2 (8) 


Dado que aun persiste la indeterminación dividiremos el numerador y el denominador entre x?, 


esto es 
7) di (22123120) - de (200) 6 
1>0 Es (2282 2 
4 х/2 











JEMPLO 9 Calcular : lim] с Cos (1) ы ны 


Solución  Eliminaremos la indeterminación 0/0 escribiendo convenientemente los términos 
de la función , esto es : 


L= fim (==) бтр х Cos (+) - (1:Cos2x) А (12683) 


x0 


3i lim [ l- ma E ) + (2052: 021). o E cxa] 


х-э0 


Con relación al lim х Cos (i ) ‚сото lim x=0 y sabiendo que Cos (1) es una función асо- 
х-э0 x х-»0 х 


tada (| Cos Al < 1), por la propiedad del producto de límites, lim х Cos ($) =0, y teniendo 
x 


en cuenta el valor del límite del Ejemplo 5 , obtenemos finalmente que : 
- (3) 0 ««(3)-9(3)] = -3 i 


3-4 Cos 2x + Cos 4x 
сакин: х (3-4 Cos 2x + Cos 4х) х! 





SP vnm “өвч: 1 3-4 Cos 2х + Cos 4х 
Solución Sen Ll 2... x ) 


Al evaluar el límite por sustitución directa encontramos que L = i (© ) 
Eliminaremos la indeterminación reescribiendo el límite de la siguiente manera 
me uw 4(1 - Cos 2x) - (1 - Cos 4x) 
1-4 lim | P | 


Ahora , haciendo uso de la identidad 1 - Cos2a = 2 Sen*a , se sigue que 
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2.4. 2 S 2 
emen lim 402 Sen*x) - (2 Sen*2x) 221 lim 8 Sen?x - 2(2 Sen x Cos x) 
_ 1l 4, 8Semx-8Sen?hkCo?x _ 1 у. 8Semx(1-Cosx) 
TR mmc о о = ЗА? х^ 
сз Ж! Sen x |^ E WEE 
-.0 lim ( л ) Ур 8-1 " 


Calcular; jig, 6445 69-3 Senta + 4) +3 Sena +20 -Sena 
x 0 Tg'x 





Solución Para resolver el problema de indeterminación 0/0 , agruparemos convenientemente 
los términos del numerador , esto es 
. [Sen (a + бх) - Sena] - 3[Sen(a + 4x) - Sen(a + 2х) |] 
L= lim ——— — — — —————————— 
x0 Tg^x 
Ahora transformamos a producto los términos entre corchetes 


2 Cos(a + Зх) Sen Зх - 6 Cos(a + Зх) Sen x 





2 Тр?х 
2 Cos(a + Зх) [Sen 3x - 3 Sen х] .  2Cosía + Зх) [(3Sen x - 4Sen*x) - 3Sen x] 
= lim ———————É1———— E im ———————— A ————————— 
x0 Tgx x0 Tgx 
_ a, 2 Cos(a + Зх) [-4 Sen x] _ Sen*x 
= lim Д Tg -8 lim Cos(a + 3x) Tex ) 
= -8 lim Соѕ(а +3x)-Costix => L = -8Cosa Rü 
x0 


Calar: "Чип То(а +2h)- 2 128 +h)+Tga 
h=0 





Solución La sustitución directa da al límite la forma 0/0 
Para resolver el problema reescribiremos la función, apoyándonos en la identidad 


tnigonométrica: TgA-TgB = шон. 
E os Tg(a +2h)- Te(a+h) X Tg(a-h)- Тра 
а ес h? h? ) 
үчн Sen h E Sen h ) 
в-э0 Y h? Cos(a + 2h) - Cos(a + h) h? Cos(a + h) - Cos a 
- Senh _ 1 
= : 50 ыг ше +h) \ h Cos + 2h) h Cos a | 


1 Cos a - Cos(a + 2h) 
= 0 (aa) ша Uh Cosa Cosa + 2h) 
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Transformando a producto el numerador obtenemos : 








2 1 l [е . = (2 ) i (Bb) Sen (a + h) 
- ХСока / «5o h Cos(a + 2h) Сока і ,Im Cos(a + 2h) 
- (e) o (8 6) яахаа з 1. 3558 шахан ke za 


Hallar: lim (х2 +х+ 1)? + 3х? + Зх - 15 
x1[Tgn(x- 1) + Cotgn(x - 1)] Sen?2n(x- 1) 








Solución La sustitución directa da al limite la forma шал 0: Resolveremos el problema 
factorizando el numerador , esto es 
1-1 Q2 x7) (х+ 2) (х- 1) (1) 
“А, [Tgn(x- 1) + Cotgn(x - 1)] $еп?27(х - 1) 


Pero , dado que : Tg A + Cotg A = c» (Tg A + Cotg A) Sen2A = 2 


EC A 
Sen2A 
Haciendo uso de esta identidad , el limite (1) se reduce a : 


“р QUx*7)(x*2)(x-l1) — , (х+ 2) (8 * x7) 2n (x - 1) 
s m 2 Sen 2n(x - 1) 3 ыг: i 206200 no n 2n(x - 1) 
: _ (142)(1+ LET) 22004. 
ka иг. С) = 4n Z 





Hallar: lim (r-2x):Tgx 
х ә 1/2 


ión Tenemos el caso de indeterminación : 0. оо 
Para resolver el problema haremos uso del T.9L (Reducción de un límite en x, , a un 
límite en 0) 
Haciendo и = x- 7/2 => x = u+ 7/2. Six — 7/2, entonces, u — 0 
Luego , en el límite dado: L = ша (-2u) - Tg(u + 772) 
и ә 





Pero, por trigonometría sabemos que Tg(A + 1/2) = - Cotg A 


ЕЕЕ L : и Л 2 
Entonces: L= lim (-2u) (-Cotg u) 2 lim (арц) (Cosu) = 2(1)(1) = 2 в 


1 – Cos (1 — Sen x) 
(142 — х)“ 


ción. La sustitución directa da al límite la forma 0/0 
Para resolver el problema haremos uso del procedimiento de reducción del T.9L , 
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Sea и = x- n/2 > x = u + 7/2. Si x— 1/2 , entonces и > 0 


Luego: L= lim 1 - Cos(1 - Cos и) E di pa Сов): 


o Сч) a0-  (1-Cosuy u? 
Teniendo en cuenta el resultado del Ejemplo 5 , el valor del límite es 
EA 
L=(2)(3) = ж " 


o ТРО * Cos x) 
Calcular: lim “Сок(ТЕЭ-1 





BN La sustitución directa da al límite la forma 0/0. 


Resolveremos el problema aplicando el proceso de reducción del T.9L , esto es 
seau-x-T c» x=T+u.Six—=>x71,entonces,u—>0 


qu. Tgll+Cos(r+u))] — ,  Tg(l-Cosu) 
гс ийн un Cos [Tg (n+u)]-1 лс” Cos (Tgu) - 1 
: Tg (1 - Cos u) 1-Cosu | PESAN — 
lim | 1 - Cos u Mestre т 15 Pero» lim ( X ) =ч 


| I-Cosu 1. pm l- Cosu 
lim (D | -т-бог (түй) 17:41 T- Cos (Teo) 


Conociendo el valor del límite del Ejemplo 5 , reescribiremos el límite de la siguiente manera : 


=> L 





uf 


мг” zm EE => L= -(5) a» (5) --] m 


Tg%u 





Calcular: lim (Sen3rmx+Cos nx + 1 
x31 х? -1 





Solución Рог simple inspección el límite tiene la forma indeterminada 0/0. 
Resolveremos el problema factorizando previamente el denominador, luego apli- 
cando el T.6L tendremos : 
ps lim (5 -) Sen Злх + Соѕлх+1\ _ 1 Sen Злх + Cos nx + 1 
x1 3-1 > ын x-] 
Ahora , por el proceso de reducción del T.9L : 
Sea u= x-1 => x= u+ tİ.Six— 1, епіопсеѕ , и — 0 


Porloque: 1.-14 lim Sen3n(u + 1) + Cosn(u + 1) 41 
2 u20 u 


(1) 


: (Sen 3n(u + 1) = Sen(37 + Зли) = - Ѕеп Зли 
Por trigonometría : 


Cos n(u + 1) = Cos(r + tu) = - Cos zu 


Sección 2.8 : Límites de las funciones trigonométricas 225 


Luego,en(1): L = 2 lim entra Corus) 
= ¿[an lim RR) + m (Eo) 


Haciendo uso de las propiedades II y VIII tendremos finalmente que : 


L-C[3z(Dsm(0) =- Y n 


l 
2 T 


Cotg i (п-2+ УЗ Senx- Cos x) 
Calcular: lim A 
x 27/3 C УЗ +Трх 

os (29: Ти» 4. 
1-У3 Tgx 


Solución Resolveremos el problema de indeterminación 0/0 haciendo transformaciones еп 
el numerador y denominador , esto es 


Cotg 5 -1 (> Cos x - 3 5 Sen x)] = Cotg ES - 1 - Cos (x+ 5) E Tg[1 + Cos(x+ al 





pues , Cotg (5-4) = ТРА , y Cos (135781) = Cos | те (2 +x)] 


Ahora , aplicamos el proceso de reducción del T.9L 
Seax-21/3=u4 => x-u- 23/3. Si x — 21/3, entonces u > 0 


Tg [1 + Cos(r + u)] Tg(1 - Cos u) 
а — Cos [Tg (t + u)] - 1 - lim [ Cos (Tgu) - г] 


Es el límite calculado en el Ejemplo 16, por lo дие: L =-] id 


lim b Sen x - x Senb 
xb \ b Cos x - x Cosb 








La sustitución directa conduce a la forma indefinida 0/0. 
El problema se resuelve haciendo un cambio de variable. 
Seax-b=u >x=b+u.Six>b, entonces и => 0 


b Sen (b + u) - (b + u) Senb ) 
b Cos (b + u) - (b + u) Cos b 


lim A A -b Senb- ea] 
и-э0 “ b(Cos b Cos u - Sen b Sen u) - b Cos b - u Cos b 


Ес pensa "Case) e СӨ Гей ШШ 
u0" -b Cos b(1 - Cos u) - b Sen b Sen u - u Cos b 


Luego: im ( 


= вр 


Ahora, dividiendo el numerador y denominador entre u , se tiene : 
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-b Senb ( 15088 ) 4b cos (SEL ) -seng 
иг -b Cosb (1:52084 1, b Senb( SLU) -Cosb 


y por las propiedades П y VIII del Teorema 2.7 , obtenemos : 


| _ bSenb(0)+bCosb(1) -Senb ^ Senb-bCosb E 
-~ -bCosb(0)-bSenb(1)-Cosb ^ Cosb +b Senb 





mE ече; eee 


EJE V MPL 220. ) 20 o. Usando límites laterales analizar la existencia de 





E = 
lim Ix + Ѕеп2х | + I Tgx - x| 
x0 | Тєх | 


Solución. 1. Límite por la derecha : х — 0* , es десіг, х> 0 
Como |Tgxl > |x| , V x e (-1/2, 1/2) , implica que : Tgx 2 х, esto 
es, Tgx - xz 0 > [|Tgx-xl 2 Tgx-x 
Además , 0 < Ѕеп2х < 1 ysix>0 => |х+ Ѕеп2х| = x+ Sen?x 
х + Ѕеп?х + Tgx-x 


Luego: L,= lim = lim (1 + Sen x Cos x 
: x—0* Tgx ) EE 2 


2. Límite por la izquierda : x > 07, es decir x « 0 
Sil Тех | > |x| , implicaque:- Tgx 2-x => Tgx-x«0 
> |Tgx-xl = -Tgx +x 
Además ‚| $еп?х| < |Sen x| < |x|, Vx eR 


Six<0 > (Senx?<-x > Senx+x<0 => |х + Sen^x| = - x Sen?x 
= 2 - 
Luego: L,= lim (A = lim (1+ SenxCosx) = 1 
x0 - Tgx x0 
Por tanto, si L, = L, , entonces existe lim f(x),estoes, L = 1 ш 
x0 





j2 189 Demostrar que lim Sen(X ) no existe 
x0 


(Sugerencia : Para cualquier re IR* , 3n e Z*l i «r) 





2 Supongamos que Sen (л/х) tiene un límite L en x, , entonces, si 
lim m Sen ) = L с» ҮЕ»0,36»010-«1х|«6 => [Sen ( 2 © Ll<e 


Eligiendo en € = 1/2 podemos hallar una 9 tal que 


0«lxl «6 = ISn(E)-LI« 4 
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Tomemos ahora dos puntos x, y x, pertenecientes a 0< |x| «6, que tienen la forma: 


Е 28 , ne Z* 


Fh. —— 2 
Ao J- 7298-19 


Entonces: беп (£) = Sen (2n + 1/2)л = Sen (7/2) -1 


Sen (E ) = Sen(2n- 1/2 = Sen (-1/2) = -1 


n = ue Л ay ү rus 3, 
Luego: | 5еп{ E) -L| =11-Ll< $ y |sen (2) L| =11+LI< : 
Como, 2-1(1-1) + (1*4 D => 2411-11-411-1| (Desig. triangular) 
] 1 
=» 2< 7 + 7 6 21 


lo Cual es absurdo e implica que la hipótesis es falsa. 


En consecuencia, no existe lim Sen (1 ) = 
х—›0 х 





Calcular : lim (x Sen 1 ) 
xD 





Obsérvese que al aproximarse x a cero , 1 decrece o crece sin límite , por lo que 
Sen (1/x) oscila entre -1 y 1 , еѕ decir, Sen (1/x) no se aproxima a un único núme- 


ro, luego no existe lim Sen (+) | 
х-›0 = 


En consecuencia по se puede considerar a x Sen (1/x) como el producto de dos funciones para 
calcular su límite. Sin embargo , como la función seno es acotada, esto es , 
0 < |Sen (1/3) <1 => 0s IxSen(1/x) < 1х| 


y aplicando el teorema del “sándwich” concluimos que 


lim |xSen(1/x)| = 0 = lim xSen(1) = 0 m 
x0 x0 


Sea P un punto de coordenadas (x , Sen?x) sobre la gráfica de y = Sen?x. 
Se supone que P es diferente del origen y que x e (-л, л) . La perpen- 
dicular mediatriz del segmento OP intersecta al eje Y en el punto E. A medida que F se mueve a 
lo largo de la gráfica y se aproxima a cero , cuál es la posición límite de E? 








La gráfica de y = Sen*x para x e[ 0 , л) se muestra en la Figura 2.29. 


. > T T OA 
Enel tr | : ол 
nel triángulo rectángulo OAE: OE Sen 6 (1) 
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Como OA = ЭР = OA = 1 Ух? + Sentx 


Ô 
PB 


Nj 


Enel AOBP: Sen 0 = PB =Z = Senx (3 
OP OP va? + Sen*x 


Sustituyendo (3) y (2) en (1) obtenemos : 


ab = x? + Sen?^x 
2 Sen?x 


O 





FIGURA 2.29 


[5 A exse GI E _ 1 
Luego: lim OE = lim | 3 s) + > Sex] = 5 (17+ 5 0) => = 








EJEMPLO 24 En la Figura 2.30 , las rectas EB y OD son tangentes a la circunferencia de 
radio 1 en los puntos B y O respectivamente. Calcular : 
i área (AEAB) 
в-э0 área(AEOD) 


Solución Ехргеѕетоѕ cada cateto de los triángulos 
rectángulos EAB y EOD en función del 











ángulo 6 
Enel AEAB : AB = (ВС) ЅепӨ = АВ = Sen Ө 
EA = (AB) Т20 = EA = (Sen0) TgO = Sen’ 
8 Cos 0 
: SAA AY 2 Бет 
Entonces: a(AEAB) = > (EA x AB) = 2 Cos 8 
Enel АВАС: АС = (BC) Cos0 = Cos0 => ОА = OC- AC = 1- Cos 
GEA. (үд 2. Sno = 1-Cos8 
En el AEOD : ЕО = EA -OA = Cos 0 (1- Cos 0) - Noa 





AFOD=AEAB œ» 9D „ АВ > ор > Eo (АВ) = [Coso Cos 8) Sene (£958 


EO EA Cos 0 Sen?0 
SD no 
O = y 0090 = (EERE (HERP) = задо 
LoD a = (138595) = a e coser 
а(АЕАВ) 


2. lim 


————— =) | 2 = 2 
дт “(АЕОу dm (Le Go 9) (1+1) = 4 E 
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OBSERVACIÓN 2.9 Límites de las funciones trigonométricas inversas 


Para el cálculo de los límites de las funciones trigonométricas inver- 
sas se puede hacer uso de las siguientes propiedades 


1) lim (arc Sen x) = 0 iii) m (arc Tg x) = 0 v) lim (arc Cos x) -1/2 
xD 


x—0* 





Н) lim (assena) -1 mM lim (E =1 vi) lim (arTgx) = +12 
xt оо 


x x0 


y también de las siguientes identidades 








1) arc Senx = arc Tg (3) Ш) arc Tga - arc Tgb = arc Tg (E 


П) arc Cosx = arc Sen V1 - 2 IV) arc Tg(a x) - arc Tg(a - x) — arc Tg (ку) 





ER А arc Cos? (x - 7/2 + 1) 
IPLO 25] C : — — 
O 25] Calcular dim | m 
Solución 1х ә 7/27 => x«m/2 y ѕіх-п/2<0 => 12-x»0 
Haciendo el cambio: u = n/2 - х> 0 , entonces , и — 0+ 


[arc Sen V1 - (1 - uy ]? 
-u 


arc Cos*(1 - u) 


Luego: = lim ———— — = li П 
мо: Тт m QD ш 
Ч 2 1,2 
= i arc Sen v2u - u? 21-01 . сүү! dim (22uYz -2 ш 
бөзү; 424 - u? ) ( -u ) 0) был ш 
Calcular: lim A Tg | Cos(Sen x) - Cos(2 Tg x) | 
' x30 ys 





Solución Para resolver el problema de la indeterminación 0/0 , haremos uso de la propiedad 
(TV) „escribiendo 
L= lim arc Tg | Cos(Sen x) - Cos(2 Tg x)] | Cos(Sen x) - Cos(2 Tg x) ] 
ШР Cos(Sen x) - Cos(2 Tg х) x 


_ Cos(Sen х) - Cos(2 Тех) _ Cos*(Sen x) - Cos(2 Tg x) 

= m x БУ. (= [CosSen o Сон ta o1) 

Е 1 im ( [1 - Sen(Sen x)] - [1 - Sen'(2 Tg x)] ) NET ii Sen'(2 Tg x) - ен (5еп х) 
“01049035 х” 203 236 x 


3 tim el БЭЭ Сиа 


= заро - арау) = 2 T 
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Tg(a + x) - Tg(a - x) 
IB orar Т -9 








En este caso resolveremos el problema de la indeterminación 0/0 usando las 


2Sec'a.Tgx 


identidades (ТУ) y Tg(a +x) - Tg(a - x) = 1-Tga- Tex 


2 
Esto es: L= lim a  28eca-Tgx —— — 
x20 (]- Тр2а - Tg?x) arc Tg (>) 
a 


+ (seco Jm (aga) БУЛ 1:51 
l +а?-х 
ý i Ex 2. 
= eseo (ria) му СУ) 22 a] 
Г+а? 
- бээлийний (156:1| =L= +a) Secta 5 





EJERCICIOS . Grupo 13 


4 Еп los ejercicios 1 al 40 hallar, si existe , el límite indicado. 


: Sen?x x Sen?5x : 1 - Cos?*x 
ы in TE 2) = BH SE | з. Шш TOR ) 
Te x-S ? 
4 lim БХ 222) 5; im Sen 5x - Sen 3x ) 6. iim (82-23 Cos x 
x0 Sen'x x30 Sen x x30 
1 + Sen x- Cos x ] : | - Cos x 
^ +30 E UE E + Sen px - Cos z dum ү са 1 2-0 2 umi Тех | 


10. tim (Cotgix- 1) 1L tim 3Senzx-Sen3mk | үр lim Sentra +3 Senna 


x0 x30 » x0 х+ 2? 
„_ X-Senx х?- Sen x? l -Cosax 
13. "lo Tg'x 38 m o+ xSenx? i» in x(2 - x) Tg bx 
. . x: Cos(l/x) 1+ Соѕ 2х 1 Соїр 2х 
16. lim ———— — 17. 1 -— A c 18. lim —— 
¿530 Трх+ Ѕепх ши А71 Соѕ 2х X х-э0 те(5--х) 
- 2 
19. lim 1-YCosx 2, OSA 21. lim NEŽ 


x20 1-Сов\х х-э0 Sen [Cos(x + 172)] хэд 1-Cosx 
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. Sen(T x/2) : X Sen(Sen x) YCos - ACos X 
. lim ————- 3 с A "E 
= Eur 1-4х-1 ái ue 1 - Cos(Sen x) 2 соб С бт Seña 
: 2-WCosx-Cosx l- 1- \Cosx x 
25. lim ——————Z————— 26. lim 27. lim 
x0 x x0 xSenx x0 41 £x Sen x- үСоѕх +х беп х - VCos x 
28. lim Sen En Бет 4, 29. lim Sen'(h + a) - Senía 30. lim 1 - Cos x Cos2x Cos3x 
x0 h>0 h x0 1-Cosx 
УІ + Тах - VI + Ѕеп х . . 2(1-Cos х)? (1 + Cos х) 
31. lim ————,——— 32. lim ——— > — 
x>0 х” x>0 x (1 - Cos 2x) 
: 1 -Cosx-*NCos 2x «УСов Зх .  Sen(a * x) - Sen(a - x) 
23. e x М. lim "Tg(ax)- Tg(a х) 
VI х епх - Cos 2x А Wi + x)! - Cotg x - 1 + Cosec x 
35. lim === 36. ит о ——— ————— ——————— 
x0 Tg (x/2) x0 Xx 
., X.Sen(vx +4 -2) - ]-NCosx + Vx? 2 -V2 
37. lim —————z———— 38. ит == 
x0 (Тех - Sen x) x0 х? 


-. 42-414Совх А ЭХ : Cos x Cos 2x- I 
39) гр (x Sen х)? (sos Се дуган, Dus Sen 2x - Sen x Cos 2x 


% En losejercicios 41 al 76 hallar, si existe, el límite indicado. 








ын ын Орлеан Se m. аван ч аг иг 
ME 4в. dm E 46. lim, 220720 

47. im С 48 dim 285222 шар а 
de m Же Em 2 s: 1U4 сн a um авг S E 
=; iros ЫГ Cos "s im (со; E" =) 


афр 
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65. : шэн (Tg x + Sec x) 66. Jim, A 67. lim Vx 5 сонан) 

Sen[ 2—8 
TT NT NETT 
73. lim coc + E ) ( s ) 74. lim [1 == юг (х/х) 
18, 2H 125) 76. lim sen (=£) Tg £X), 050 


* Enlos ejercicios 77 al 88 hallar, si existe , el límite propuesto 


771. lim Sen(a + 2x) - 2 Seh (a +x) + Sena 78. lim 


x0 X x0 x: 
S = ё ү 2 
т. на MARA AMARE эү үдс A saa 
х-э0 x0 X 


Tg(a +x) - Tg(a - x) - Tg?a Tg 21x - Cos(1/2) + Tg(rx/8) 


1. li ыН 
ыг х? SC x4 4x - 12 
(ҮСХ olus +х?+х+ 1)?-х°- 1 A 
: » 
ic hes Sen(x? + x) ,neZ*,n2z2 
84. lim SeM2+30-3 Senla +21) + 3 Senla + x) - Sena 
х-э0 Х 
98 Saim л23:31 аясАН | шд Ван e E 
Ма Tela + x) - Tg(a - x) X + д2 
lim Тр2х (V2 Sen?x +3 Ѕепх+4 - NSen?x + 6 Senx 4 2) 
x12 
.. ( Tg(4nx) + Соѕ(пх) + Тр(пх/4) 3 ,, 
xd am | Sen*(x - 1) ) (x +2x-3) 
Cos x + Cos?x +..... + Cos^x 
55. UID “бирх Sex... asen s Pd nes par 


** En los ejercicios 89 al 104 hallar, si existe , el límite propuesto 


ЮМ qua 2282 sei CSS EE Con 1) 
x20 Sen3x x0 arc Sen (VCos x - 1) 


EJERCICIOS . Grupo 13 233 


91. 


93. 


95. 


99. 


101. 


103. 


105. 


106. 


107. 


108. 


109. 


110. 





tim LS Sentwet I -Veosx) үх+1 -УСовх) 92. lim —3XSenx__ 
1+2? 

- 2 © 
lim arc Sen(VCos x - 1) 94. lim Ž arc Sen x + Tg x - Sen х 
x30 vVarcSenx+1 -1 х-э0 x 
lim 2x-arc Sen x 96. lim (arc Sen x - 1/2) (Varc Sen x - Yn/2.) 
хэр 2x-arc Tgx 1 ng х-1 
lim 22687 5еп х) +Твх-5епх og, jim ar Te(VI +Senx -V2) 
x>0* х x x2 1 + Cos 2x 
T. arc Cos(1 - x) 100. lim arc Sen x - arc Tg x 
x—0* V2x - х? 1 x>0 x 
p l -Cor are Sen 1550 “НӨ Em arc Sen (VCos x - 1) 
x0 Sen^x x20 Уагс Senx? + ] -1 
lim Vr - Varc Cos x 104. lim М1 +arc Tg 3x - V1 - arc Sen 3x 
x-1* 4х-1 "хэ VI -arc Sen 2x - УІ +arc Tg 2x 

СОХОР T Байм A 
xS 


Б f(x) = Cos (2-25) 


od Tg x- Cotgx TT Sen?x ay 
ide ны. Беу Со: y b= іт (Ie 2-3 , hallar (2) 


A imi E 1 _ 5$еп(1+Со$хл) . 
Sia = m Mein y b T aia "Cos(Senx)-1 hallar a b 
Sean las funciones f(x) = (+ ID? у р(х) = Cos?2x,si a = Аш. гыс) 
ә 


y сз йш EPS үсний 
x>188 x - 1/8 
х + | Senxl ,Six»0 
Si f(x) = А , analizar la existencia de lim fe» 
~} x 
8-8 vCosx ORA ‚ 51х<0 
Sean f y g dos funciones definidas por 
2 
E: E Ema 
fe во d Wer 
1 , Xx 0 2 ,X--l 
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111. 


112. 


113, 


114. 


115. 


116. 


117. 


118. 
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Calcular , si existe, lim (f o g) (x). 


Sean f y р funciones definidas por f(x) = eui , SI 


“ЇХ-а +ах+а? 


n Л д х+а ае 0 
"A «х-а«- .Ххта.у Р(х) = ao 
2a*a vx 2a -Va ,X»- 


х+а 


Usando el límite de la función compuesta , calcular. li m fle) 


Sen = X) SID 
Dada la función: f(x) = 2 ,x=0 
Cos (7/3 + x) - Cos (1/3) 


‚х< 0 
X 


a) Para qué valor дес existe lim f(x) 
хә 


b) Para el valor de с encontrado, es verdad que lim f(x) = f(0) 
x> 


Demostrar que los límites siguientes no existen 


: Cos x : i : 1 + Senx 
а) К ss) b) am Cos( 5 | c) IU Cos x ) 


Demostrar, usando la definición de límite , que 


: Sen3xY _ 3 c= x Cosl/x) . 
а) UE Sen2x4 2 3 nm 54Со8х ` 


Sen x? 


Demostrar que existe L = аны 
Sen”x 





) para m, n e Z* siempre que n - m> 0. Hallar L. 


Usando el teorema del “sandwich” , demostrar que lim (r-x)Cos(1/x) = 0 
X- n 


Analizar la existencia onoexistencia de: lim ( Sen N 1+ 22-05 Sen \ 2 ) 
х-э0 |х| Ix] 


(Sugerencia : Usar el teorema del “sándwich” ) 


Sean A y б constantes positivas de manera que una cierta función f satisface la 
condición : 


> 


2 -Ах< f(x) < Хх+1 -1 


Sen х 


Justificar que es posible aplicar el teorema del “sándwich” para hallar a FO) y 
determinar dicho límite 


‚ Ухє (5,5), х+0 
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119. Hallar шп f(c x - 1), donde c +0 es una constante real , sabiendo que para constantes 
> 


reales positivas A y B , la función f cumple: A У2-1 € f(x) < B Sen*(x + 1), con 
xe (-2,-1/2) 
(Sug. Use cambio de variable y aplique el Teorema del sandwich") 


120. Usarel teorema del "sandwich" para hallar los siguientes límites 


] *2x 1 li ! 
PE ган ) ә PE 
| х" Cos(1/x) 
с) lim x*[1 - Cos(1/x)] Cos (1/2x) d) lim "o 5+Senx 


121. Enel plano ХҮ se traza una circunferencia con centro en (0,0) y radior, 0 « r < 25. Desde 


el punto A(25 , 0) se traza una tangente a dicha circunferencia. 


a) Si por P(r/N2 „тА ) se traza una recta que corta a la circunferencia en Q(x, у); 
hallar ЫН M(x) , donde M(x) es la pendiente de la recta que pasa por P y Q. 
x ч 


b) Si P(x, y) es el punto de tangencia , calcular : ша — er) 


122. Sea Y una circunferencia de radio R y AB un diámetro . Por A se traza una tangente a €. 
Luego , por un punto T + A de dicha tangente se traza una secante a siendo M el punto 
de intersección más próximo a la tangente . Si la longitud de AMes igual ala longitud de 
AT y si la secante corta a la recta que contiene a AB en un punto P exterior a la circunfe- 
rencia , hallar la posición límite де P cuando T se aproxima a A. 


(Sug. Las funciones DIR expresarse como : 
Senx = x - 2 +R, (х) 5 Cosx= 1 - X +7 + Ro) 
donde К (х) y R,(x) son funciones tales que lim К (х) = lim R(x) = 0) 
3 =$ diez 


123. Enla Figura 2.31 , calcular : lim (= 
: aC -d 





FIGURA231 Мини AGURA232 
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124. Enla Figura 2.32, la longitud del arco AM=AN,Aesun punto de tangencia y x está en 
radianes. Calcular lim OB : 
Х-ч4 


125. En la Figura 2.33 , ООР es un arco de circunferencia de radio 1 , RP y ЁО son 
tangentes al arco. Si S, es el área del triángulo POR y S, es el área del sector som- 


cass { % 
breado, calcular : lim S 
і 


x0* 
126. La circunferencia de la Figura 2.34 es unitaria. S, y S, son las regiones indicadas y 


5,) + 1/2 
a(S,),a(s,) las áreas respectivas. Calcular: lim [ жө) ше | 


х— 1/2? a(S.) 





P 
FIGURA 2.33 





2.9) LÍMITES AL INFINITO 





En las definiciones de límites consideradas hasta ahora, cuando expresamos 
lim f(x) =L 


x 2X 


entendemos que f(x) tiende a L sin importar como se aproxima x a x, , y que tanto x, como L son 
nümeros reales. 


En esta sección veremos que existen funciones que a pesar de que no se aproximan a un 
nümero real , siempre tienen la tendencia a crecer o decrecer constantemente a medida que los 
valores del dominio se aproximan a un punto. Veremos situaciones como : 
i) lim х) = 1 п) lim f(x) = oo ш) lim f(x) = о 
x-300 x Xy х ә ос 
donde el símbolo со (infinito) denota que tanto x como el conjunto de imágenes f(x) crecen o 
decrecen indefinidamente. 


Х - 


Por ejemplo , sea la función f(x) = = l , cuya gráfica se muestra en la Figura 2.35 


z2 
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1. 


. Por otro lado , vemos que entre más próximo esté х 


Nótese que cuando x se hace cada vez más grande 
el valor de la función se aproxima a 1 y podemos 
decir entonces que 


hm f(x)= 1 
xoc 
Ahora , cuando x se hace cada vez más pequeno la | 
función también se aproxima a 1 y decimos que 
lim f0) = 1 
х 9 - о 


de 2 , los valores de f(x) son más grandes, по im- , 
portando la dirección en la que nos aproximamos аг FIGURA 2.35 
x 22,esto es , podemos decir que 


lim f(x) = +оо у lim f(x) = -2% 
x2* x32 





Estas dos situaciones nos obligan a precisar las definiciones de 


L Límites al infinito 
II. Límites infinitos 


| OBSERVACIÓN 2.10 El sistema ampliado de los números reales 


Antes de dar una definición de límites al infinito, recuérdese 
que en el sistema de números reales , los símbolos + ес. - e» e eo no son números , pero que 
juntos constituyen un nuevo sistema numérico llamado el sistema ampliado de los núme- 
ros reales y en el que se cumplen las siguientes reglas , donde c es una constante. 


l. c + (+оо) = +оо 6. Sic>0 = С(-со) = -c 
2. c + (-со) = -оо 7. Sic<0 > с(-со) = +0 
3. (-ее) + (- 99) = -со 8. (+00) (+ со) = +оо 
4. Sic>0 => c(+09) = +00 9. (-00)(-00) = +00 
5. Stc «0 => c(+0) = - eo 10. (- оо) (+оо) = -o 


Definición 2.10 : LÍMITES AL INFINITO 





Sea f una función definida en el intervalo (x, , +00). El límite de f(x) cuando x crece a + со 
es L, y se escribe 
lim f(x) = L 
+0 
si para € > 0, existe un número N >0 tal que si х> №, епіопсеѕ | f(x) - 1 < €, para todo x 
€ (Xj, +). | 
Formalmente : lim ТО) =L «€» УЕ»0,1М»0| six>N > | о)-1 <€ 


x>+0 ; 
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Definición 2.11 : LÍMITES AL INFINITO 





Sea f una función definida en el intervalo (- eo, x.) . El límite de f(x) cuando x decrece a - oo 


es L , y se escribe 
hm f(x) =L 


X—- co 
si para cada £ > 0 , existe un número -N >0 tal que six «- N , entonces] f(x) - L| « € para 
todo x e (- e», x) 
Formalmente : 

lim fœ) 2L e» Vve»0,3c-N)20l 4х«-М о=› ](х)-1.] «€ 


д —#-=о 


c Ує»0,4М«0| ях«М = Ife) - LI <£ 


TEOREMA 2.8 


Si n es cualquier número entero positivo, entonces se cumplen 














ү . 1 Р е | 
i) іт - i) lim [—) - 0 
dim ( a] ) dim (5 | 
Demostración — Probaremos la parte (1) 
En efecto 
1. Si lim ($) =0 e Ve»0,3N»0l six» N = 1 -0| <e 





x= +0 


1 


2 Sil-» 
X 





Un 
« £ = |х| < E , ycomon>0 = 131 « (1) 








3. Sitomamos N = (1I/E)" => Vx»Nsetiene que x »(1/6Е)” => х" > Y 


] 


Jn 











=> «E 


4. Luego, six» N => | => = o| < € , que es precisamente la definición de 


TEOREMA 2.9 


Sea f una función cuya variable х crece o decrece indefinidamente , entonces se cumplen 
las propiedades : 


m. f (4) 


UN cr 
ul E foo tu f ( u ) 


i) lim f(x) 
Six=3 > NS 
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ru ión Probaremos la parte (11) 
En efecto : 


1: Sea lim f(x) = L, entonces por la Definición 2.11 
Үє»0,3М«0| ях« ММ 110)-1,| < 


2. Sielegimos ӧ = - x0. y Si-0«u«0 => и>-ӧ 


3. Dedonde, и> нэ y como u y N son negativos = > < N 


4. Luego, del paso (2): 4-8 < u < 0, implicaque, L < N => (+) - | <е 


lo cual demuestra que : lim f (1) =L E 
u=>0 
EJEMPLOS ILUSTRATIVOS | 
Qux ax... Ба, 
HESSE: im. ( Бох" + Бх +... Б, ) 





(donde m , n €Z* , a, ,b, EIR ‚Ь, #0), еп cada uno de los casos siguientes 





: 25 а, 
i) m<n ш) mon yj 20 
0 
.. : а 
i) т=п iv) m>n y «0 
0 
ТУ pl Tite o > j P(x) 
Solución Tenemos una función racional de la forma f(x) = бз; 
а 
donde: Р(х) = ay" жах". PAS д” (a, + = des rui. sb 25) 
у Qo) = bp" +bx"'+....+b = (bot +. P 
Х I e 4 0 E TE dir 
de modo que: f(x) = х" PRAEC M BR 
bo bx... . bx" 
En virtud del Teorema 2.8 
і _ [20+0+-...+0 i ym-n F m2 


1) Sim<n => m-n<0, y cuando x Э + со , entonces, xn = 





Porloque: lim f(x) = (2) (0) = 0 
х э + ес 0 
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ii) Sim=n >m-n=0 y x"*"-x-1-c» lim fo) = (72) 0 = р. 
X — + 00 0 0 
ш) Sim >п c» m-n > 0, y cuando x — + œ , entonces (x" ^") > + eo 


Luego: lim fu) = (5 2) о). Si Ю > 0 = lim (х) = +оо 


i) Sim>n y 20 «0 e lim /0)- (5) (+ со) = -00 = 
0 x+ 





Utilizando el criterio del Ejemplo 1 , calcular los límites 


: 2x! -x 4 10 x - 5+1 
a) m ro ra с) mc 
4х -2x-5 | 
MA 804x412 d) Jim (44x-x) 
P(x) 


Solución Las funciones racionales dadas son de la forma: f(x) = 





Q(x) 
a) m= grP(x) = 2у п = grQ() = 3 => m-n=-1<0.Luego: lim f(x) = $(0) = 0 


b m=grP(x)=3 y n-grQ() - 3 => m-n=0. Entonces: lim f(x) = ($) (y 
х-эжоо 8 2 

c) m-grP()-4 y n=grQ0)=2 => m-n=2>0.Luego: lim f(x) = (5) (+ 00) = + со 
xo 

d) m = grP(x) = 2 y сото Q(x) = l,entonces gr Q(x) = 0 = т-п = 2>0 

Porloque: lim f(x) = (3) (+ со) = - ео 
х—у+со 
Un método para evaluar límites al infinito de funciones racionales consiste en factorizar la 


mayor potencia de x en el numerador y denominador para luego hacer uso del Teorema 2.8. Así 
para las funciones racionales del Ejemplo 2 , se tiene 


X(Q-Vx*105 O o 2-Ux+10/% 
ве BEEN x(5-8-5h) | Mos x(5 - 81 + 5/x?) 
2 .-2:9:9 a _2 20 
+ со (5 - 0 +0) + оо 
b L= lim 6220-55 _ m ELM OM 3319-0111 
xo Х(8 + I/x? - 12/17) x4 8+ 1/Х7-12/С 8+0+0 2 
22 RA SARA A SAR MAY | жоо(1-040) | 
¡MR бәр CO E о EC ^f 
d L= lim x'(4/x' + l/x- 1) 2 + (0+0-1) = -0 a 


х 0 +0 
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CIE Sie: dm aa 





Solución La técnica de factorizar una potencia de x en cada factor del numerador y denomi- 
nador nos lleva a escribir : 


L= Em 20-31 AY _ tim 2 З/ху Gix - 3y' 
To BULA хэлэ (9-202) (Ux - 2) 


Obsérvese que al cancelar х” del numerador y denominador estamos eliminando la forma inde- 


оо 


terminada 22 . Luego, por el Teoreama 2.8 


co 


_ 2-00-37 — 


L= "anos ^^? а 


МРІ › 4 Hallar el valor den є Z, tal que 
(х+ 3)" (Ax +7) ? (3x - Ay*! 8 


r>+o (0 +x+3) (2xr-5"' 243 





Solución Siguiendo la técnica del Ejemplo 3 se tiene : 


ын х) + сс х?" (9+ Lx + 3/1). x^! (2 - 5/х)" 


lim A 2143/10)" (4 + 710"? (3 - A/xy*'! 
x4o  x?(9+ 1/х+ 3/x?)^ (2 - 5/x)^! 


п n-2 _ (ү\ +! ns A 
Por el Teorema 2.8 : p = (1+0)"(4 + 0)" E e Ca EDU. 


(9+0 + 0)" (2-0)! 32" ,28-1 
.. 2153 8 зү, PLN 2. 5 
Luego, 81: 391 = 243 > (3) = (3) < п-1=5 = п=6 в 
44х2-3х 


PUT web examinar el . HR fð 


Si f(x) = 








Solución Previamente hallemos el dominio de la función 
fesreal > (4x? - 3x20) л Qx+6%0) 
€» xe (-o,0] U [3/4, +00) - (- 3) 
Significa que podemos evaluar el límite indicado 


. . Nx*(4 - ЗА) : |x| 44-3/х 
Бе 10 -Groo хо. 19985 Сб? = 1x1) 


Como x se aproxima a - оо , esto es , decrece sin límite para valores negativos entonces 
|х| = -x,de modo que: 
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ш. сыз -x V4 - 3/х ы -44 - 3/х NO 
нэ x(2 +6 - um 2460€ — 2130 | = 





EDA R : 34x 
PLO 6] Calcular: lim | ————— 
| „im | 272 - 8? 
ución Aquí también x decrece sin límite para valores negativos y como el 
Dom (f) = R- (0,27/8) , entonces 
m E х(3їх44) a х (3x44) 
Xx-—- o9 Vxo(27Ix - 8) х-»-ө ху27/х-8 
Obsérvese que x se extrajo del radical sin valor absoluto , pues sabemos que si x < 0 y nes 
número impar => Ух" =x. Luego , eliminando la indeterminación Y , se tiene : 
3/x +4 DES 8 


L= lim === = == 
x>-0 V27/x-8 40-8 





EJEMPLO 7) Calcular: lim (\х?-2х-1-\?-7х+2) 


хэ + оо 








Solución Nótese que cuando х > + со , ambos radicales también tienden a + o» . No es 
inmediato ver como se comporta su diferencia (co - со). En estos casos es nece- 


sario racionalizar la expresión y transformar el límite a la forma Y ,estoes: 
(х?- 2x - D-G?- 7x43) 2 х 5x-4 


L= lim = lim ———————É————— 
x=>+0 \х?-2х- 1 + \х? - 7х + З X>+ оо \ -2x-1 + Va? - 7х + 3 
x(5 - 4/х) 


= тн элэг A MET 
xo [xl ЧЇ -2/х- Ux? + |х| М - 7/x + 3/10 


Сото x crece indefinidamente para valores positivos «=> |x| = x. Por lo que : 


C OD A e 3 4 


x>+0 VI -2/x- 11 + 41 - 7/х + 310 2 





Calcular: lim (VX?42x +x) 
Х-»-со 





Obsérvese que la indeterminación es - со se produce dentro del radical , por lo que 
es necesario racionalizar la expresión entre paréntesis , esto es : 


(х2 + 2х) - x І Эх Эх 
KE = lim — M = Е: lim AA lim а ЭЭ ->-———== 
x=- х?+2х -Х х—э-со Vx? + 2x -X х — - ое |x] Ч1-2/х -Х 
2 


Como x<0 = |х| = -х = L= Їїй-т------1 ж 
1>-0) -N1-42/x - 1 
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EJEMPLO 9 Calcular : lim (x+ V22 - 3) 


Solución Aquí también la indeterminación со - со se produce dentro del radical, de modo que 
es necesario racionalizar la expresión entre paréntesis multiplicando y dividiendo 


por el factor racionalizante 
3 


F(a.b) = a° -ab +b, donde a = х у b = 3202-х 





o Qe323-x3).FKa,b) _ APRA — 2 
=» Ша EBEN "x На) кеб 
Como F(a ,b) =2-x-V22- + VOR -xiy = xt (4o - N2/x - 1 N(2/x - 1)?) 
c» L= lim E te „сей Ш 


x>+0 1 - V2/x- 1 + Y(2/x- 1? l-(-1)+1 3 





MPLO 10) Calcular: lim х(468-2х-242-х-3) 

x+ 

Solución La sustitución directa da al límite la forma оо(оо - 2 co + oo) , que se puede escribir 
co [(оо - оо) + (оо - со]. Esto nos sugiere que debemos ordenar los términos del 

límite en esa forma , esto es 


E = lim xf (x! 2x VA) (x- NX + x)] 


Ahora , racionalizando cada paréntesis obtenemos 


TEE г ы cr e С AA E л 
xm Lx 2x ox x РЕ Т7 Е (x + 25 NX x)(x Nx ax) 
еы" (У 2x +? is +x) Gcr Vx! 2x) 

- 2x? 


AA PTA 


Como х crece sin límite para valores positivos ‚| x| = х. Entonces : 


ls сс 5o. 07 - ӨМ би uum T mu 


хэ+е (142 +V1+1/x)(1+V1+1/x)(1+V1+2/x) 4 





Сайхйлг воз (Br Үз! +2х+3) 


хэ + ес 





El límite tiene la forma indeterminada со - со. Para resolver el problema debemos 
eliminar el término 3x* y obtener una función racional cuyo numerador y denomi- 
nador sean del mismo grado. Para ello hacemos el artificio de restar y sumar 3x a la vez , luego 
hacer las operaciones respectivas , esto es : 
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: Зх + 5л - 4 - : 2x + Зх - 4 2х +3 
L= lim MEA гэх) - (VOR) snm (EEES. AE 
‚нт | х+х- 1 | atao x4x-1l ar) 


EUR x(2 4- 3/x) кю 2-0 203 = 


х-э+= (19 + 2/x + 3/х? +3) 49-0-0-3 3 


ЗЫР” Эрэ? 7: 3 E 
EJEMPLO 12) Hala lim (12403, зт -7x) 


х + со 2х? +3 





Solución Рага resolver el problema de indeterminación со - eo, debemos eliminar el término 
12x? del primer sumando. El artificio consiste en descomponer el término 
-7x = - Ox - x, y luego escribir 


Lap (es -6x) + (е +3 +1 -х) | 


X— +оо 2x 3 


= lim (8-3 + (М? + 3х2 + 1 -9] = © + „Пт _ (уг +3+1-x) 
x=>+00 2x + 3 


Ahora debemos racionalizar la expresión entre paréntesis multiplicando y dividiendo por el 
factor racionalizante F(a , Б) = a? +ab +b? ‚donde :a = Vx? + 3&1 y b = х, еѕіо еѕ 


"T (Ул? + 3х? + 1 -x)-F(a,b) _ G8 + Зх -1))-x 
кезе ШУ F(a , b) TOPPED, Ка , b) 
Е х (3 + 1/х?) 
cm. да у i 


Como F(a,b) = Мо +3 + 1) 4x-V 3x31 «x? 
= xX( NO + З/ч Mey + N14 3/x 1/х* +1) 


Entonces, en(l): L=3+ lim 34100 


xc V(I + 3/x + Vx y. + N14 3/x 110 +1 


auc EN LAG um s. e je 
“Э14040у + V1+0+0 +] 


Hallar a y b , si existen , sabiendo que 





3 
T Ad +5 45 - ax-b) - 0 
то5о х+3 


Solución 1 аргеѕепсіа del radical y su coeficiente sugiere el artificio de sumar y restar 3x en 
el numerador y luego agrupar los términos convenientemente de modo tal que se 
cumpla la condición dada , esto es : 


Д х + Зх+ 5 
„lim | x+3 


IN + 6 227 


x+3 = 


-(ах-5) + 
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2 tim [ 1 €G-3a-Dx 5-39], pim 


x—>-00 x+3 X-—-co 


ы +6 - E) = 0 


Para que el primer límite sea un número real finito debe ocurrir que el grado del numerador sea 
1 ,еѕ десіг,5911-а = 0 <=а = 1 


Амай за їй жө Lc Hg A Т. im (2:59 EA 


х ә - оо x+3 m 


Sea F(a , b) - à? -- ab +b? el factor racionalizante del segundo límite, donde a = Үд+б y b=x 
Entonces : 


Р OHO х _ _6 Ep. эг.) 
E E (x-3).F(a,b) — Бий (x--3)-F(a,b) ^ (-e)-F(a,b) | 9 
Luego, si L, +3L,=0 = -b+3(0)=0 &b=0 Y 








: lim (а Ух +a Nx+1 deos ka Үх+п) 


donde Q,,0, a» .,0, SON nümeros naturales diferentes de cero tales 
que: а, +а +а, +... .+а = 0, пе. 


Solución Sea f(x) = a Nx ta x4 1 Y... .+a Хх +n 
De la condición dada: а = -а„-а,-@,-....-а„-1 
Sustituyendo en la función / y ordenando convenientemente sus términos se tiene : 


Тод = а (Vx - v +п) +а (1x+1 -Xx--n)*. ЭГ “жа, (Vx*n-1 -dx+n) 


de modo que al racionalizar cada paréntesis obtenemos : 


КӘ = _ AR Л a,(1-n) 4 -a,-1 
Jeda 414 6 "| Ух+п-1 +Vx+n 
= hm f0)=-0+0+....-0=0 Е 








[ JI М Р О 15 Calcular: lim х | arc Tg( xl). x | 


x—>+0 x+2 





Solución Sea Ee. lim | x [arc tg =+ -arc Tg (1) | 


Usando la identidad : arc Tga - arc Tgb = arc Tg (Er TAUTA A , podemos escribir 





ха1 
-ipler (22) e = im x [we Te (77+3)] 
x + 


Si hacemos el cambio x = 1/u, por el Teorema 2.9 , se tiene 
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A 578 RA 


2+3u ) 
2--3u 


a L= (2) 00 =- 5 a 


L= lim Ч | arc TE 





Calcular: lim (Sen Vx +1 - Sen Vx ) 


Х-- +00 





Solución Transformando la diferencia de senos a producto , se tiene : 


Sen Vx + 1 -Sen Ух = псе ( SEE 9e) se [ atl -Ух ) 





c» |Ѕепух+ 1 - Sen Vx xl = 2 [sen ( же зе) cos Бэ алх 
Pero comolCos л] € 1 = 0< | Sen Vx41 - Sen Vx] < 2 [Sen (2+ x Энх гэх) (1) 
i lim (Ух+1-Ух)= li | imum =0 
y ral X+ x) „Ша (5 E т:)5 0 => lim sen( ак p 
c» lim Ѕеп( 242 Ln iia Ух) = 0 (2) 
х ә оо 
De (2) у (1), por el teorema del “sandwich” , se sigue дие: 
lim |SenVx+1 -$епух| = 0 => lim (Ѕепух+ 1 - Senvx) = 0 e 
X -— +00 х ә +00 





Demostrar , usando las definiciones correspondientes , que : 
lim f(x) 2L €» lim f(kx+c)=L;ke!lR* ус e IR son constantes. 
x=>3+%0 


x— со 
Demostración (<>) Probaremosque: lim fG) = L => lim f(kx+c) = L 
' х= $00 x— oo 
1. Si lim fi) 2L e V£»50,3N»0] six»N = lfc9-Ll«&€ 
х — + ос 


2. Sea х = Ки +c, Ку с son constantes , luego en el paso (1): 
=> УЕ-»0,1М»0|якижс»М = | f(ku +c)-Ll < € 
М-с 
К 








=N, => |f(ku+c)-Ll< € 


3. Ahora, №, > 0 porque N es suficientemente grande раг сє IR y ke IR* 
> Ve>0,3N >0lsiu>N, >|f(ku+c)-Ll < = 


4. Cambiando variables: => V£»0,3N,»0 | f(kx + с) - L| <e que es la definición precisa 
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de : lim f(kx c) = 


х + со 


Portanto,de(1)y(4): lim f(x) 2L = lim f(kx+c) = L 
х ә + оо X — +00 


(<=) Ahora ргобагетоѕ que: lim f(kx+c)=L => lim f(x) = 1. 
xo 


Xx— e 


Si lim f(ku +c) = L, siendo x= ku +c , por definición de límite 
џи э +00 
N-c N-c 


r k > | ККи-с)-1.| <€ 








=> ve>0, 3N = 





. Como ke Rt => Ve»0lsiku*c»N => |f(ku+c)-Ll<e 


=> Ve»0,3N«Olsix»N => |{(х)-1.| <e 


c» lm (х) =L 


. Por tanto , de (6) , cambiando variables , y (7) , se sigue que : 


lim f(Kkx+c)=L => lim Дх) = 1 ti 


х —» + со X— +00 








O 1 18. Demostrar que si lim. f(x) = L, y. lim ВО) = =L,,L,,L,eR y 


L, < L , entonces existe N >0 tal que Vx € N, f(x) < р(х) 


Demostración En efecto: 


1. 


2. 


Si lim fœ) = L, > Ve,>0,3N >0lsix>N, => 1/0)-1,| <e, 


х +00 


lim р(х) = L, < Ve,>0,3N,>0,| six>N, => а(х) -L,| <E, 


х-у+со 


Dado que ambos límites se definen V £ > О y como por hipótesis L, < L, 
c L,-L, > O,elegimos: £ = E, = £,- 1(L,-L) >0 








Luego: lim f(x) = L, & Ve= LIN > 0,3М,»0ях»М, -1/0)-1,|«ё 
x + © 

Six» N, > L,-£« f(x) «L, +E > Ly < f(x) < L, + і. == 

= 3 1a a «foc 
Si li = ve= 22% >0,3N,>0Ísix>N, = | ) 
i lim 80) =L, e Є- —z >0,3N,>01six>N, => 80)-1.,| «є, 
Six>N, > L,-£«g()«L,*€ > L,- d < р(х) < L, + == 

ut < р(х) < Маг L; 
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6. Entonces , de (4) y (5), tomando N = max (N, , N,} , tal que Vx » №, implica : 
fo) < $ (L, +L) «809 


7. En consecuencia, por transitividad : 
3N>0,N = max {N,, №} | Vx »N c» f(x) < р(х) ux 





X 





AN AE "M А x+1 1 
EJEMPLO 19 | Hallar, siexiste; lim х [ | Sen | = 
QM P2 á E х > оо х 


Solución  Elsímbolo oo, sin signo, significa que puede ser + o - , por lo que evaluaremos el 
límite para ambos casos. 


a) Sea L,= lim x [5231 Sen( 2) 


х э +оо 


Como x tiende а + oo, entonces si | «x «ceo ос» 0 < 1 < 1 = [+] = 0 


Х 

pero: [24] = [ie 3] =1+[1] o [2] а 0 

Porloque: І. = lim xSen( +) = m. [4 Sen (u) | (Teorema2 9) 
х — e о 


b Sea L,= lim x[24+1] sen( 4) 


х 9 - © * 





Como x tiende a - œ „es decir ,-œ «x «- | => - 1 < 1 «0 => 1-1- -1 
Luego, en (1) : [==] = (= 1 = 0) 
Entonces: L,= lim [x(0)Sen (1 )]= tim [0]=0 

x—-00 х x>.- со 


En consecuencia, si L, * L, , no existe, lim x [ zl ] Sen ( i ) m 
х у оо 





Sea M el punto de intersección de la recta L : 2x - y + 4 = 0 con el eje Y, у 
considere un triángulo que tiene por vértices M, Py O,dondePe Ly O 
el origen de coordenadas . Si MH =h es la altura del triángulo, calcular lim  (h), siendo a la 
abscisa del punto P. ear ui 





LnEjeY: Six = 0 =>  20)-у-4-4:0« у= 45 М = (0,4) 
Si P(a,y)e L£ > 2а-у+4 = 0 > у =2a+4 
=> Pía, 2а + 4) 
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La pendiente de la recta 2, que pasa por O y P es 


_ Qa*4)-0 2044 
sd а-0 а 


entonces su ecuación es: y = (2454), 
© L: (2а+4)ух-ау=0 


4X0) - 
Luego: h = dM, Z) = 12a + 4x0) -4а| 





Y(2a +4) +a? 
dedonde: h= ——*Y4__—_ > lim (h) = 4 в С 
4502 + 16a + 16 а — oo 45 


EJERCICIOS . Grupo 14 


1, Sine Z', demostrar que lim (X) -0 
x—>-00 X 


үх? - 3 





гесе M qo ES ; 
2. Demostrar que si lim. 70) = L, entonces lim f( 4 ) = L, y hallar lim ( 76 


3. Demostrarquesi lim f(x) = L, entonces lim f(x) = L, y hallar 
X -— + оо ои э 0+ 


; 3 
(на (а=) 


4. Demostrar que si : 
a) f: IR [Res una función tal que lim f(x) = L => lim |/0)] = 1101 
Х--э $00 x— +50 


b lim /0) -1ї.у lim (х) = М = lim max[fG),g()] = max(L,M) 


S. Demostrar , usando definiciones correspondientes , la propiedad : 


Si lim f(x) = L<0 y lim р(х) = +œ ce» lim (х): р(х) = - oo 
X — +оо х ә $00 х — 400 





6. Hallar las constantes a у b tales que: lim ( CEI ax-b ) =l 
X — +00 x + ] 
% Еп los ejercicios 7 al 52 , calcular el límite indicado 


: 8 +4x?-3 | (2x - 1) (3 - 2x) (6x - 1) 
Цоо 9 сэхээ SAO 
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9, lim 53-10084) ln” a 2-2 
2-125х 


aro + D) (C - 7x I) 








X — + оо 
: x Ух + Vx +2 : Nx Nx + Vx 
| AAA 12. 
Е К. A Vx + 1 lim (MG Y2x + 1 4 
. 154-1 2+1 20 х00-1-х-1) 
> ые х+2 | er] zu ШОХ UC TCI E 
15. lim LADA 16. lim —€-3x *6x422 — 
х-э-өө Х-2 x3-e Yx3-9 (7x  3- 15x МХ-9) 
17. lim (N(xa)(x«b) -x) 18. lim (Vx4 Vx Nx - Nx) 
х 0 + ео Xo 


19. lim (WxX-2x-1- Vx'-7x43) 20. lim (d+ Зх - x) 
x£teo 


X- too 


21. lim Хх ( Nx - a -4х) ,аєЁ 22. lim (Ух? А2 + х - М2 5) 


23. lim (x-N(x-2a)(x-3a)) 24. lim (Yx«2a)(x-3a) -x) 
Х-» +00 X — co 
25 aug 2000490 ex 26. lim — WU ах 2 
Xx — +00 х(0243 - x) +3 E x39 x-N d x: 5 [1/x] 
27. lim (У58-х +a) 28. lim (YVX8«x«1-Y8-x*1) 
29. lim Vx (Үсэг) -MO-x1) 30. lim Vx (x2 -2Nx 1 + Wx) 
X + ео х ә + о 
3 5 3 : 
31. lim (Wre - +i) %. gus AAA y] 
Х-э-оо хә + оо 
33. їйл (YVX 43x - di2-2x) 34. lim (Ya*x)(b4x)(c*x)-x) 


35. lim (Nx e3x^ [I/x] x +x) 36. lim (Y (taata). ..(Gta) -x) 
X - 09 х ә + со 
37. lim хї(УС-1-ҮС-1) 38. lim (YV45X€43x41 - NX? «x &l) 


39. lim х(42-1- V6 +1) 40. , lim (A. 27x^ Чх? AE) 

4l. lim (+402 - NI 83). х 42. lim (Mer - 43-32) 
+l - Ye v 62-16 16 -x 

2 ¿im ( Vx + - EE) E E -Vx -x ) 


EJERCICIOS . Grupo 14 


48: Чип 1 - [Sen (1/x) - Cos (11x)] 
* 4m. [Cos (17) - Sen (1201 - 1 


(x- Nx - 1 Y (x ve - 1 y 


47. lim > 
x—3 +0 X 
49. lim (WxaN2x - N x -N2x ) 
X +00 
NTIVIZ = K? 
51, lim 


x>+0 xQade-x) + Зх -x) 


52. lim 
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46. lim (x+ \ zs | 


lim 


x—>+0 


402 Ax +3х +2 ) 
2x' +х-3 


50. lim (x«2-Nxi-x43) 


x—>+0 


Vx? + 4х -x 
x—> + оо |3 + 252 -X 


53. Si lim (Vx5a42x* 7x? & 1 - ax? -bx ) = 0, hallar las constantes a y b. 


х ә + ео 





54. Hallar lim охь | „si lim (ax 4b -Nbx! -x3) = 0, donde a,b,cy d son constan- 
x—>-œ\ ЯХ -C xo 


tes en [R. 


55. Calcular: lim [x (8 + [1/3] + 132 + [1/6 - 64 + 24x? +3) | 
Xx +00 


56. Calcular: lim 


xl 


57. Hallar: 
x+2 





“өсч нм 


58. Hallar: lim 


- arc Tg (= 


A C NENNEN. NE | 
n+% nVn | Sec(x/Nn )* Sen(x/Vn )] - Sen(x/Vn ) 





x+2 


(2x8 + 5x' - 6)? (Ax - 11y^*' ( + 4 - 2x? - 5 +? 


x— e (16? - 5x* + Зх? + Ax + 1)?°*? 


59, Sí üm (216001 
X Э + оо юх -х+ 1 


- Nx! + Зх - 10 ) = 5 , hallar el valor de la constante c 


60. Hallar el valor de las constantes a y b , tales que 


ах - Зх + б6х-2 _ E 
lim ( A+bx-5x+1 2x+2) вс 


* Еп los ejercicios 61 al 66 , hallar , si existe el límite propuesto 


Cotg 1 [2] - Cos + 


61. lim 
Xo Xx 

63. lim (Cos Vx? e пх - Cos Vx? - Tx) 
X—-4co 


chorum x? [ Cos(2/x) Сря) | 
x3 00 Ѕеп“х 





62. lim [Cos ( 223.) - Совх | 


Хх 9 + оо 


. 02 Sen bx +2 Cos?bx 
QU ume oc ОА 


.. x'[Sen(1/x) - Sen(3/x) | 
68. х A um 2 Cos x - Sen?x 
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LÍMITES INFINITOS 


Sea f una función definida en una vecindad reducida V,*(x,) y cuya gráfica se 
muestra en la Figura 2.37 . En ella podemos observar que cuando х se aproxima , tanto por 
la derecha como por la izquierda a х, , las imágenes f(x) crecen sin límite , es decir , f(x) tiende 
а + co, y Se escriben respectivamente 
lim f(x) = +оо y lim f(x) = +оо 

Xx эл ? 


+ 
X — Xp 


lo que nos induce a denotar : lim f(x) = +00 (1) 
Xx — Xp 


Análogamente , para la función f cuya gráfica se muestra en la Figura 2.38, vemos que en la 
medida que x se aproxima , tanto por la derecha como por la izquierda del número x, , las 
imágenes f(x) decrecen sin límite , y se escriben respectivamente 


lim f(x) =-e y lim f(x) = - oo 
x—>2,* хх 


lo que nos motiva а denotar : lim f(x) = - oo (2) 





FIGURA 2.37 FIGURA 2.38 - 


Definición 2.12 : FUNCIONES QUE CRECEN SIN LÍMITE 





Sea f una función definida en una vecindad reducida V,*(x,) , se dice que el límite de f(x) 
tiende a + eo cuando x tiende a x, y se escribe 


lim f(x) = +00 
х-эХ, 
si paracada M > 0 „existe > 0, tal que si 0 « Ix-x,l «6, entonces f(x) » M, Vxe Dom(f) 
Formalmente : | 
lim f(x) = +% €» УМ» 0,36»0| xe Dom(f) y si0<lx-x,1<3 => f()*M 
хэ - | 
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Definición 2.13 : FUNCIONES QUE DECRECEN SIN LÍMITE 





Sea f una función definida en una vecindad reducida У,“(х,), se dice que el límite de f(x) 
tiende a - eo cuando x tiende a x, , y se escribe 


lim f(x) = -oo 


xXx 
si para cada N<0, existe 8 > 0 tal que si 0 < |х-х,| < ё емопсеѕ f(x) < N para todo x € 
Роп). 
Formalmente : 
lim f(x) = -2% < УМ«0,36»0| хє Dom(f) y si O< |х-х,1 «5 = f)< М 
XxX, 


OBSERVACIONES 2.11 


a) Es conveniente insistir en que las expresiones (1) y (2) no dicen que f(x) tenga límite , sino 
por el contrario , estos límites no existen y los símbolos + оо y - со solamente nos indican el 
comportamiento no acotado de la función en la vecindad V,*(x,). 

b) Para referirnos al límite lateral de una función f en la vecindad V,*(x,) usaremos el símbolo 
со (infinito sin signo) el cual tiene la siguiente equivalencia : 


lim f(x) = оо €» lim | fG9l] = +æ 
Х-ЭХ Х-эХ, 


0 
que nos indica que el valor absoluto de la función excede a cualquier número dado M > 0), 
cuando х se aproxima a x 


с) En base a la definición 2.12,el lim f(x) = ee se puede definir 
х > Xa 


lim 17001 = +% < УМ>0,28>0 1 510<1х-х | «8 «1001 > M 
х эх, 
d) Sediceque: lim f(x) = +œ €» lim f(x)- lim f(x) = +оо, donde 
х Xy xx Xx Xy 2 
i) lim f(x 2 +оо < VM>0,35>0l sixe «x x +0> c» f(x) > М 


+ 
Xx — X 


й) lim f(x) = + < УМ»0,18»0| sixe «x,-8,x,» => fx) > M 


XX 
e) Se dice que: lim f(x) = -œ <> lim f(x) = lim f(x) = - e, donde 
хх, xxt xXx 
i) lim f(x) = -оо < VN«0,38»0| sixe «x,,x,*8» => у(х) < № 
хх 


i) lim р) =- с  УМ«0,38»0| яхє«х,-6,х,» => f(x) < № 
xXx, 
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TEOREMA 2.10 


Si n es un número entero positivo , entonces se cumple 


) lim 


x) 


lim 


x0 


Demostración Probaremos que lim (E) 
x30 


fes Piore 


Жо , sinespar 


| 


= -co,nesimpar 


-оо , SiN es impar 


De la observación 2.11 e , inciso (ii) , se tiene 


lim (4 5) ==> = VN«0, 15»0| sixe <0- 0,0» => <N 


xU 
1. Demostraremosquesi: -ó«x« 0 = us <N 
Para tal efecto , es suficiente elegir, $ = - == , esto 68: 


. Dela hipótesis, -<x => 


E 
NU 


impar c» 4 <N 





(x 


X An o 


«x < x» 


РЕ 8 
Ni” 


1 : 
Como х y AU son ambos negativos , entonces : є N'^ . y dado que n es un número 


Sean f y g dos funciones y х € R un punto de acumulación . Stponiendo que 
lim f()=L,Lzx*0 y lim р(х) = 0, entonces se cumplen para todo x próximo a x, 


1) 518(Х) э »0 para valores positivos , es decir g(x) > 0) , entonces 


10) 
x zy р(х) 


- 


5 


а) +оо, 41. > 0 
Б) - о , 51 1, < 0 


ii) Si р(х) > О para valores negativos , es decir р(х) < 0 , entonces 


p Же? 
(o р(х) 


Ч 


b) -œ ,siL>0 


а) +оо , 51 1. < 0 
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Demostración  Probaremos el inciso (i b) : 


Si im сг. „Шт 180) = 0+; L<0 у gx) >0 = Jim НЫ = -оо 


En efecto , dado N < 0 , debemos hallar 5 > 0 tal que si 


f(x) 
2: 20) <N 


0«|х-х,| «8 = —— 


La demostración consta de dos partes : 
A) Prueba de que f(x) < O 
1. Si lim fo) =L €» ve>0,35,>0| sio«Ix-x,| «6 = Ifœ@-L| <€ 
Xx Xy 


o L-e< fo) < L+e 
2. Como L<0, bastará elegir ғ = - = >0 => 3 L « f(x) « 5 
3. Luego, existe 5,>0 | siO< |х-х,/ <ð, с» f(x) < L <0 


B) Prueba de que lm S n = -00 


4. Por hipótesis р(х) > 0, entonces dividiendo (3) entre р(х) tendremos 
10). He. 0 


ЕЕ ЧЧ 


g(x) р(х) 


5. Entonces será suficiente demostrar que —— < N 


2) 


para valores próximos a x, , y como N < 0 y g(x)>0, entonces 


1.20) nm 
N< 1/2 <0 & 0< gb) < 7N 


6. Pero: lim (х) = 0 => Үе» 0,36,»01|я40-«Їх-х, <8, c |8 (| < е 
xXx. 
= E L L 
7. Demodoquepara €= > ‚12091 < э = 200) < эк 
y como р(х) > 0 = 0 < g(x) < A 


8. Luego, tomando ё = min (0, , 5,] , vemos que si 


ТОО 172 
0«Ix-xl«5 => x у^ N 
lo cual prueba que : Jim Pi 8 - oo п 


>x р(х) — 
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1. Las mismas alternativas del Teorema 2.11 son válidas para límites laterales: x=>x,*, 
Х-ЭХ) Xto, x- - 


2. En la práctica, las alternativas del Teorema 2.11 suelen escribirse así : 


амь qu . hi a 


) = : 
0* b) -œ ,siL<0 0 b)+00,siL<0 








Si x — 2+ , entonces x > 2, luego (x - 2) — 0+ 


Por lo que : ub 4-2) = = E - aF = +00 








BM. s imera хо V SSE, Э лэ XE Var 
х-22%00= 2 x-2 





1. Probaremos que si 2<x<2+8 = E: >M 


2. En efecto , buscaremos una б en función de M partiendo de 








=> > 1+ тэ, » М ә 1. эМ-1 
3. Invirtiendo se tiene: x-2 < i T х<2 + E 
4. Por hipótesis x< 2 + $ , entonces la elección de $ = wu es satisfactoria , con lo cual 
queda demostrado que si xe (2,2+0) = f(x) = 3-1 > M 
- lim x-1) үс E] 


х-э281 x-2 





Demostrar que : 235 2-х} = оо 
х-»- di +x 





Como lim f(x) =+% y um f(x) = - eo, usaremos la equivalencia : 


> y 
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lim р(х) = оо < limlftol= +% 
XxX, X- Xy 





Entonces : lim | 5-х | = +оо €» УМ»0.38»01840«|х-43|1-5 = ES > М 
x>-3 3-х 3-х 
Determinación de 5 en términos de M 


| ES | ..Їж-5| 
34x x 3] 


>M e || lx +31 < 5 











2. Acotaremos | | a partir de [x -& 3] < 5, eligiendo $ = 1 


1 
x-5 
3. $11х+3|<1 < -1«x43«1 € -9<x-5<-7 


Е — or Ж а 1 
ies аш: сз 59 |55 SA 


4. Enel paso (1): > lx+3l < x c |х+3| < Ж = 8, 


5. Portanto, eligiendo 6 = min(8,,95,) = min(1, 7/М} queda demostrado que efectivamente: 





іа 2-5|| ш +00 > lim 22) = o а 
x—-3 3+х х ә -3 SER 


ЯГ Бэй 
Demostrar que : lim (2251) = + 








Demostración En efecto de la Observación 2.114 , inciso (ii) , se tiene ; 
"a е ли. ; xt 
tim (455) = +оо € VM»0,36»0l|sixe (2-5,2) => тт” M 
Determinación de $ en términos de M 


Lutr- wies uei 





52 Ja partir de x e (2-8, 2) eligiendo 8, = 1 


3. 51 xe (1,2) «€» 1<х<2= 1 «x «8.65 3 ] 


2. Acotaremos ( 


: 1 1 1 1 A 
Sil<x<2 => 3<x+2<4 € 4 « EC « 3 => FT 4 





3 
Multiplicando ambas desigualdades obtenemos : = 3 TE 





4. Luego, en el paso (1): iG) > M =% 2-х < AM 
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5. Por hipótesis: 2-ӧ< x => 2-х< $, емопсеѕ la elección 6 = 1/4M es satisfactoria. Por 


tanto , es suficiente tomar б = min(l , 1/4M) para asegurar que : lim (5) = +00 E 
х-2 4-x 


: 2... le 
5 f) = VASE , hallar 


a) нэ f(x) b) "m. fœ c) шп 00 










дэ 


lución. Е] numerador tiene por límite: L= lim (х2- 2x-6) = -6<0 y el denominador: . 
x2 
lim (x-2)(x*1) = (0) (3) = 0 
x32 


Como el denominador se aproxima a cero a través de valores positivos (x > 2) o negativos 
(x « 2) para valores muy próximos a х= 2 , tendremos : 


Cuandox 2* ,x>2 => (x-2)>0 y (x+1)>0 = lim (х-2)(х+1) = 
х- 2+ 

Cuandox> X ,x<2 => (x-2)<0 y (x+1)>0 = lim (x-2)(x+1) = 
х-2 


x-2x-6Y -6 х2-2х-6ү -6 





ыш 8. се о О асоии cA 
- 132-2х-6 : [xt-2x-6 
——— | > oo A cuu = оо im 
B lim | 5:2] ELT cud x!-x-2 
Calcular: lim (25 - 7) 
sule. "ULIS AOS 
sum Jupe. -u- (3675 
En el numerador: lim (x- 1) =2-1= 1 
x2 


En el denominador ,six>2 = х-2>0 y x+2>0 = lim (х-2)(х42)-05 
х-э2" 


Por tanto : lim — =+00 л 
Да ax 


Calcular: lim (EL 21 


х-Г 








Six— 1 „entonces x<1 y x-1<0 = 1-х> 0 


En el numerador se tiene: х2-1(х-41)(х-1)| 
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Como x-1<0 y x+1>0 > (x+1)(x-1)<0 y l(x+ D(x- 1)| = -(?- 1), entonces 
lim (2-12-11)= lim (2+2-1)= lim Qx?-1) = 
хә Г xvY хә 1 


En el denominador : lim Уї-х = N0* = 0* 
xl! 








5 Jim fo) = gr = +00 18) 
x«[ 3х-5 
201 -2 
Calcular : Tm. — LIS) 
Solución Previamente: E 2| - [34 == -3-Ф4 [2] (1) 


Сотох-э3 ,x«3 y x-3«0,entonces en el proceso del límite restringimos el 
dominio de la funcióna: 5/2 < х <3 


Luego, si 3«x«3 > 1«х-2«1 e «— l <2 [- 41-| =! 





2 2 -2 
Entonces , en (1) se tiene : | 2-2 -2 -3-1-4 
x^ +4x-21 (x -3) (x * 7) х+7 | 
Р 1 > 2 p= HE _—R_ A a 
«юше: f= A AA O 
< 3d 0 
~ lim f(x) = —— — — со їй 
л ) (0 )341) 0r y 
- n-1 n-2 n-3 n-4 
ас " — | = == 
1 PLO 8. Cua: Aa d to ТЫШ ШУ mr Эв PE Ыы iius Meo 
x1* Х-1 






lución. La sustitución directa da al límite la forma 0/0 . Resolveremos el problema factori- 
zando el numerador por el método de Ruffini , esto es : 


n п-| -n -n ! 
1 n 2n-] n-i -i 





n 2п-1 п-1 -] 0 
-1 3-2 ha? E. n-4 _ 
3 РЕ ti A Д DET = 
1" х-эГ х—] 
ama e (2n - Dx"? 4(0-1)х975-1| 
a Wm del. cx NN UE RM ыр! 
x—1* x ex] 


Como х э 1*,osea x» l,entonces (x- 1) > 0* 
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lim f(x) = Mna E" Ёс ш 
x 1% 


, . Sgnid2- 1) ) 
A xx -2) x [221] x-2 





Calcular : Hm dro 


¡Solución Six— Z .entoncesx «2 y 5 «V, loqueimplica: 5 -1«0 


Por lo que: Sgn(x/2-1) = - 1 











mM Xx-233 - 4 2 4 
Ahora bien : Г-- = |1---25 = 1+ [- PE) (1) 


En el proceso del límite debemos restringir el dominio de f , tal que 0 « x «2 


c» 2<x+2<4 ec l « i 1 


Ж T E E 








Multiplicando por-4: -2«- —5— <-1 e [- 


4 
x42 215] mg 


Entonces en (1): | I 





= 1-2 = -1 , luego, en el límite dado : 




















L S ame a ш= A 157. x 
lim ( 5 2) 233] 5 m. xx*1)(x-2) | 2(3)(0) ` > 
EJERCICIOS . Grupo 15 
< Еп los ejercicios 1 al 20 , hallar el límite propuesto. 
L lim( R07 2. lim M6-X 3. lim (EE ши 
xo -xX х-э4 X-4 > 
1.4 zn b NX 22 im” 1251-5151 
4. m a (a Ёс = 5. lim (x- 4p 6. dun xci 
y qe Pl A 9] . xi-5x-2 : А| 8-3х 
E ЕС Ат 
2 -- 

10. lim (E 23 22 1. lim ea p 12. lim Sem -Vl -x 
х3” x>0 Х(х-1) xar Х+СОо5лх 
= МХ-9 8 3x:-2x-9 0 xe+le2-9l 
13. | —— 14. 1 ш--32-4 15, | — 
RED x-3 7 4-x e Ч3 -x 

: 1 Х :. [52-212 : *+2[x]-9 
16. lim - 17. lim ———— 18. Пт ——————— 
Jim ( х+ 3 525) х-э1 Y2 - х х-»-Г х? -1-2x 
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[22 ]- 10 
19. lim ST A 20. lim Je Ёсыг СВИ 
x= l+ (x4 1) Cotg (-1x/2) хээ? x-9x? + 24x - 20 


% En los ejercicios 21 al 26 , calcular los límites y probar su respuesta usando la definición 
correspondiente de límite. 














3х 
21. tim (=) 22. lim 7 23. tim (725 
4-х — LX 4] 
24, dm (s 25. ns ud: MESS 


27. a) Demostrar que si lim f(x) = +оо y lim р(х) = L, L < 0 entonces: 
X — Xp xr 
lim f(x)-g(x) = - ee 
X> Хх 


; х? - 1 
5) Aplicar la parte (a) para calcular : EO c D? 


28. Sea х eR, lim р(х) 0 y lim f(x) =L,L>0.Si g(x) >0a traves de valores 
Хэ Xq Xx d 


10) 


negativos de g(x) , entonces probar que n. = +00 


go) 
29. Six,eIR y іт р(х) = 0 y limf(x) = L, L«0 ysig(x) >0 atravez de valores 
Хэ х, XX, 
ТОО) 
negativos de р(х). entonces demostrar que lim 
эх, BU) 
30. Demostrarquesi: i) lim fx) Z2 L, L «0; ii) lim р(х) = 0; iii) 3c»01 
х Э 2, Х-»Х, 
ТОО) 


VxeV*(x), g(x) »Ü,entonces: lim == =- 
50). 80) dim o бо 





LÍMITES INFINITOS EN INFINITO 





Ahora nos enfrentamos a límites que tienen la forma 
lim f(x) = oo 
X— со 


donde f(x) es una función definida para todos los x mayores o menores que un cierto 
nümero , y cuando x alcanza valores bastante grandes , f(x) se hace arbitrariamente 
grande. 


Una definición formal para cada uno de los cuatro casos que se presentan son las 
siguientes. 
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Definición 2.14 : FUNCIONES QUE CRECEN SIN LÍMITE 





Sea f una función definida en un intervalo I= (c , + оо), se dice que f tiene límite + соеп 
+ со, si para cada número М > 0, existe un número N » 0 tal que paratodox e Iy x №, 
entonces se cumple , f(x) > М. (Figura 2.39 , arriba del eje X). En símbolos : 


lim f(x) = +œ © VM>0 JN20Ísixe Ly x>N Ян > fü)» M 


хз ++ со 


Definición 2.15 : FUNCIONES QUE DECRECEN SIN LÍMITE 





Sea f una función definida en un intervalo ] — (c , +02), se dice que f tiene límite - e» en 
+ со si para cada numero M > 0 , existe un número N > 0 tal que six e Гу x> N, entonces 
secumple: f(x) < -M 

(Figura 2.39 , abajo del eje X) . En símbolos. 


lim фб) = -œ => VM»0, ,3N»0] sixe1 a ох»М = fa)<-M 
4 yo 
€» VM <0,3N>0] sixel y x>N e f(9)<M 


py. i 1 * 





- FIGURA 2.39 FIGURA 2.40 





Definición 2.16 : FUNCIONES QUE CRECEN SIN LÍMITE 


Sea f una función definida en un intervalo I= (-es , c) , se dice que f tiene límite + o» en 
-€o.si para cada número M > 0 , existe un número N >0, tal que si xe ly x «- N , entonces 
secumple: f(x)>M 

(Figura 2.40 , arriba del eje X) . En símbolos : 


lim fo mesa ызан ЛШ 


Но 









эл. 
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Definición 2.17 : FUNCIONES GUE DECRECEN SIN LÍMITE 


Sea f una función definida en un intervalo 1 = (- ое, c) , se dice que f tiene límite - со en 
- 09, Si para cada número M > 0 existe un número N > Otal que six €f y 3 «- N entonces 
fœ) < -M. 

(Figura 2.40 , abajo dei 9e. 4. En simbolos 


im fü) == = YM>0 “Эм»0| sirel у а<-№ = f()e-M 
22252: ан VM 0Г3Н ed ГА хез y xe. "o xA 


EJEMPLOS ILUSTRATIVOS 


= 2 NC Зх\- 5х+ 2 
EJEMPLO 1] Calcular: ¿Mim 5-69 





Solución 1 а sustitución directa da al límite la forma Y . Como ya sabemos , resolvemos 


el problema factorizando la mayor potencia de x del numerador y denominador, 


esto es 


5 1.3 „ул 3 
lim fo) = dim x'(3-5/v + Z/x)) - [im x(3-5/x! + 2/x)) 


х + + со --»-4 ОО х (б/х? + 5/x - 6 х э 499 61 + 5/х - 6 
+ оо (3-0 +0) + оо 





Evaluar: lim х(4Х"41-3) 
x—-%0 


Solución Obsérvese que en el radical: x? = хх 
Six—>-eo, entonces: х? = (-00)(-00) = + оо 


De modoquez lim (х) = (- оо) [V oo 1 -(-оо)] = - eo (+ ооф оо) = - оо 


Como se sabe , otra forma de calcular el límite consiste en racionalizar la expresión entre 
paréntesis , esto es 


E т im ( TET 29 - Jim (їр y] Us d 


Dado que x toma valores , entonces |x| = - x 


1 1 
“ lim = —— = — m -00 = 
хээ? m (тут) -N140* +1 0 
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x lx 11-51 








Calcular: lim 
х ә - 00 4-|х- il 
Como x toma valores negativos , entonces |x+ 1] = - (x+ 1) 
c ||х+1]-5|] =|-х-6| 21x46] 2 -(х+6) y Ix- 11 2 -(х-1) 
-х(х46) _ -x° (1 + 6/x) 


Luego : „Шт $0) - „Шт 40-13. Uni x (1 4- 3/x) 


nmt -х(1+6/х) _ 49 (140) _ 
= Н. 1435 77948 С” " 


Usando la definición correspondiente , demostrar que 


lim (ax) = +=°,а>@ 
х ә + о 





' Enefecto, por la Definición 2.14 , se tiene 





lim (a x) = +оо < VM»0,3N»0lsix»N =>ax>M 
Х-э оо 


La desigualdad ax > M implica que x > M/a , pues а > О. Luego , la elección de N = M/a es 
satisfactoria , esto es , de la hipótesis , si 
x»N > ax»aN c» ax»a(M/a) > ax»M 


Concluimos inmediatamente que : lim (ax) = +оо E 
x—>+0 


Usando la definición precisa , demostrar que 





Jim (3 + Sen x) = +00 


En efecto , por la Definición 2.14 , se tiene : 





lim (2 + Senx) = +оо € VM»0,3N»0lsix»N ын 5 +Senx>M 
х — фоо 


Debemos encontrar un número N , dependiente de M , tal que si x> N 


c» 2 +Senx>M (1) 


Como Sen x es una función acotada , pues | Sen x | < 1 , entonces si 
Senx»-1,Vxe Dom(f) , en la desigualdad (1) tendremos 


5 -1> M,dedonde: х>2 (М + 1) 
Рог tanto , elegir N = 2 (M + 1) será suficiente ; es decir, si 
x>2(M+D = 2 +Senx>M 


Para verificar esta afirmación debemos comprobar que N = 2 (M + 1) es una respuesta adecuada 
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para M. 

Supongamos que: x>2(M+1) = 5 >M+1 y Senx> -1 

Sumando estas dos desigualdades obtenemos 
+Senx > M+1+(1) 


=> + Senx>M 


ын мім 


que es exactamente (1) 
Entonces podemos ya asegurar que 





lim (2 +5епх) = +00 a 

TP FIGURA 2.41 

La gráfica de la función aparece en la Figura 2.41. Obsérvese que la función no siempre crece al 
crecer x . No obstante , al crecer x , la función tiende a hacerse y a permanecer grande , a pesar 


de pequenas caídas eventuales. 





Si hm f(x) = оо y lim р(х) = L,donde L es una constante , entonces 
1, 


ЖЭ 


lim | fG)*g(x) = œ 


El teorema sigue siendo válido si o» se reemplaza por + e» y six —» x, se sustituye por 
X—x".X—x 6x—»te 


Si lim fla) =+>00 y hm р(х) = L,donde Les una constante, excepto f), entonces 


t-— Xx (>x : 


! 


) 51.0 => Шшп(Х)-2(1) = +оо 
y — X. 


! 
8 


ü) SiL<0 => lm f()-e(x) 
A 


El teorema sigue siendo válido si x — x, es reemplazado porx > х, ,х-э х Ó x teo 


TEOREMA 2.14 


Si lim f(x) =- y lim р(х) = L, donde L es una constante , excepto O, entonces : 
XX X> Xo 


1) SIL>0 => lim FA) - р(х) = -00 
13%, 
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-— 4 


К 
Үү «| 


ps | d) SiL«0 > lim fQ)-gG) = +e 


El teorema también es válido si x — x, es reemplazado porx > х, x э X; о porx э + оо 





MPLO 6 Demostrarquesi lim f(x) = +оо y lim р(х)  L, L< Oentonces: 
— > 400 xto 


„Шт у(х) +в) = -оо 





Probaremos el inciso (ii) del Teorema 2.13 reemplazando x — х, рог 
х —> + оо, En efecto : 


1. lim f()-g(x) =- < VM>0,IN>0|x>N > {(х)-р(х) <M 
х ә + о 
2. Si lim f(x) =+% €» УМ »0,3М,»0ЇхэМ, => f() > M, 


3. ysi lim 20) = 1. y L«0 = Ve»0,3N,»0| x»N, = 1 0)-11 «e 
X oo 


х»М, => L-£« р(х) < L«£ 
4. Como£»0 y L«0, podemos elegir € = - L/2 , entonces en (3) 


x>N, => 3L«go)« $ L el) > gos, E 


m»n, m,nelR* 
5. Ahora bien , comprobar que 81: =>am<bn 
ya<b,a,beR” 


6. En virtud de (5) , multiplicamos (2) por (4) y obtenemos 
бх) + р(х) < М, (1/2) 
7. Portanto, elegir М = М L/2 es suficiente , siempre que N = max(N, , N,) 5 





Si lim ft) =L,L<0O y. lim | gx) — 0 mediante valores positivos, 





X — + оо 
| 10) 
demostrar que : my = 
Debemos probar que si 
im 10) --ө є VM<0,3IN>0| six» N = 109 „ M 
X — o9 g(x) g(x ) 


І. Enefecto,si lim f(x) 2L €» ҮЕ »0,3М,»0 | six» N, => 170)-1. «e, 
х oo 
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€» x2 N, > L-e <fa)<L+e, 


2. Comog, >0 y L«0, podemos elegir, €, = - 1/2 


Entonces en (1) : €» x»N, => 31. fo) < 5 
3. Si f(x) < 5 > -f(x)> - 5 
4. Ahorabien, lim g(x) = O mediante valores positivos , es decir, g(x) > 0 
х +o 


> lim р(х) €» Ve,>0,3N,>0| six>N, > |р(х)| «e, 


х-э 499 


5. Si elegimos €, = L/2M>0,puesL<0 y М<0 => |р(х)| < L/2M 


L 2M 


L 
6. Como р(х) > 0 = 0 < р(х) < 2M = 30 L 


7. Tomando N = max(N, , N,) es suficiente para que (3) y (6) se cumplan a la vez , estoes, 








Ч” . ХР) f(x) 
multiplicando (3) por (6): 20) <-M = PT] «M 
8. Portanto, dado M<0,3N = тах(М,,М,) | ихэМ => О) < M ш 


g(x) 


EJERCICIOS . Grupo 16 


1. Usando la definición de límite correspondiente , demostrar quesi lim f(x) = L, 
х» -©о 


entonces 
a) lim f()= lim f(kx) , k«0 b) lim fo) = lim Л zl 
x=>-00 X— + со х — ~ оо х 0* 


2. Demostrar quesi lim f(x) = +оо y lim р(х) = L,Le IR,entonces 
xx, xXx 


lim [/(х)+р(х)] = +оо (Teorema 2.12) 
X — Xo 
3. Usando la definición de límite correspondiente , demostrar que si lim f(x) -L, 
х 9 + о 
Le IR , entonces 
a) lim f(x) lim f(x+c),ce IR b) lim f(x) = lim f(-/x) 
х ә + 00 х ә + со Х--» + со x-0 


4. Usando la definición de límite correspondiente , demostrar que si 


X эх, 


lim f(x) = +оо y lim g(X) = L,LeIR — lim f0):g0) = +оо (Теог. 2.131) 
xXx, х Xy 
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Usando la definición precisa , demostrar que si 
a) lim f(x)=-œ у lim р(х) =L,L>0 e lim f(x)*g(x) = -2 
xXx, i х э Xy Xx, 


b) lim f(x) = -е y lim go) =L,L<0O > lim f(x) g(x) = +оо 
EE xXx, XX, 


. Demostrar que si g(x) > f(x) y lim g(x) = - о ,епіопсеѕ lim f(x) = - oo 
X — oo 


Х-Э4оо 


Demostrar quesi lim f(x) = +оо y lim р(х) = - оо = lim f(x)» g(x) = - ео 
х ә co х ә +оо х э 400 


. Sean f y р dos funciones reales definidas en I = (с, оо), сє К; seaL є IR" tal que 


lim f(x) 2L, lim р(х) = - =, demostrar que JNelR",3kemR* | их«М 
X ә 409 X — + со 

№) 4 

39 73. 


Sean f y g dos funciones reales definidas en І = (x,, c) , c e К; sea L e К tal que 
lim. FO) = +00 y m ,80 = L , demostrar que lim f(x) + Р(х) = +00 
х Xp 


xx 


Sean I = (x,, c) un intervalo abierto y f : 1 ІК, р: 1 IR dos funciones tales que 
hm f(x) = +% ; Ri SOL, L «O0. Demostrar que Piga fg = co 
Xx X, 


* Enlosejercicios 11 al 20, hallar el límite propuesto 


11. 


14. 


17. 


19. 





А 3 : EENI x -x-3 
lm xí E ex) H. pit Хэн “39 ES tim (sche) 
lim х(1-42-1)-х 15. lim xNe-1+x+3 16. tim х||Їх-41-2| 
x=- x+5 x>-%0 ЗЕ х -20 4 -Ixl 

йи [2-4 EE? 18. lim (42-4 - 43042x4 5x: - x9) 
x4 x'-1 X— +00 

[2x1 х43  х-5 ua did T 
Ur Зэр? x41 Рава, 


4 Еп 105 ejercicios 21 al 32 , calcular los límites y probar su respuesta usando la definición 


24. 











precisa de límite. 
3x41 : x-x-x41 4x 4 7 
AE X43 26 am, (х- 1) A Jim (2527 5) 
Men ES E х2+1 
dim 367 25. lim (3 26. lim (1: 
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Lo MES E. .-. X 4-9x?4 20x ; бх - 

EC mE ы hm = е р en ва р 
x-5x46. x-1 - x+xCosx 
30. ! 32. lim | ————— 
Mi x'-3y 4 3L dim (E Ч2х-х" -1 | Жулын Х-1 25) 





ASÍNTOTAS Y SU USO EN LAS REPRESENTACIONES GRAÁFICAS 


La asíntota de una curva Fes la recta 2 cuya posición está definida por el límite de 
la distancia d de un punto P de la curva a dicha recta , que es cero , cuando P se aproxima a 2? 
hasta tocarla en el infinito. 
De aquí que la misma definición nos induce a pensar que 
los límites infinitos y al infinito están íntimamente ligados 
al estudio de las asíntotas. Geométricamente los límites de 
la forma 

lim f(x) = К, lim f(x) = to 
x— Xo 


x—too 





indican la presencia de asíntotas horizontales y verticales. 
Enseguida una definición más precisa de cada una de ellas, FIGURA 2.42 
incluyendo el de las asíntotas oblicuas. 


Definición 2.18 : ASINTOTA HORIZONTAL 





Sea f una función real de variable rcal . Se dice que la recta .£: у = k es una asíntota 

horizonial de la gráfica de y = f(x) si se cumple al menos uno de los enunciados 

siguientes: 

i) lim єх) = К i) lim f(x) = 
X-— +09 x>- оо 

La interpretación geométrica de esta definición se muestra en las Figuras 2.43 y 2.44. Se puede 
observar que cuando x se hace arbitrariamente grande la gráfica de f se aproxima a la recta 
horizontal $^ y = k. 





FIGURA 2.43: lim /0)-К FIGURA 2.44: lim J@ =k 
д — + ес t=- ео 
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Definición 2.19 : ASÍNTOTA VERTICAL 





Sea f una función real y x, un punto de acumulación del Dom(f) . Se dice que la recta 
4 :х= х, es una asíntota vertical de la gráfica de y = f(x) si se cumple al menos uno de 
los enunciados siguientes : 
i) lim f(x) = +оо ii) lim f(x) = too n) lim f(x)- tee 
х 2x T 


xx. xx 


La interpretación geométrica que se da a esta definición se muestra en las Figuras 2.45 , 2.46, 
2.47 y 2.48 . En ellas se puede observar que cuando x se aproxima al punto de acumulación x, 
la función crece o decrece sin límite. 


lim f(x) =+ ео 


117 





FIGURA 2.47 FIGURA 2.48 


Definición 2.20 : ASÍNTOTA OBLICUA 





Sea f una función real de variable real , se dice que la recta Z: y = mx +b ,m +0 , es una 
- asintota oblicua de la gráfica de y = f(x) si se cumplen las siguientes condiciones : 


1 FO 


Mio" 
pl" ч 


" ) lim ^" -m y Jim 1f0)-mx] = b 
n - caia Aa ERN wt 
e i) lim ——-m y lim [fG9-mx] =b 
Fo A n . r ‹ ХЭЛ Эн. TE 3 no X-—-99 / n зл 
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OBSERVACIONES 2.13 

1. Enel caso (1) se dice que la recta 2 еѕ una asintota oblicua derecha (AOD) y en el caso (11) 
que es una asintota oblicua derecha (AOI) . Véase la Figura 2,49. 

2. Sim=0 y b%0, entonces se dice que la recta .2 es horizontal. 

3. Si L:y=mx+b => £:mx- y+b = 0 ysiP(x, y) e Gf), entonces 


Imx-y+b] 
RD = === 
17721) 
Segúntadefinición de rió de 005 Е УЕР 
xo x—ioo m^-4I 


ycomo Vm^-1 «0 => lim |mx-y«b| 20 = lim (тх-/705)451-0 (1) 


х 3 co x— too 


Factorizando x se tiene: lim x [ m- Ey + 2 | 20 
x too 


Dado que x tiende a o», entonces: lim | m- о) + 21 -0 





y de aquí: m= lim ma 1020 = m= lim ха 
х-э +оо x— ео 
De (1) obtenemos: lim [5 - (Ах) - тх) | = 0 » b= lim [7 (х) - тх] 
x {оо x io 


Se cumplen las dos condiciones de la Definición 2.20 





FIGURA 2.49 


Enseguida algunos ejemplos ilustrativos para esbozar la gráfica de una función haciendo uso 
de los conceptos discutidos hasta ahora . Los pasos a seguir son los siguientes. 


1. Determinar el dominio o rango de la función 
2. Discutir las intersecciones y simetrías con los ejes coordenados 
3. Determinar las asíntotas 
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4. Para tener una idea de la naturaleza de la gráfica , hacer un esbozo preliminar localizando las 
intersecciones con los ejes y dibujando luego las asíntotas (éstas sirven de guía para el 
trazado de la curva.) 


EJEMPLOS ILUSTRATIVOS 


Hallar las asíntotas y esbozar la gráfica de la función 
^ | E 
fo) = ү 


Solución 1. Dominio de la función: f(x) = 1 х1 2 





La función es real => — 20 ,estoes,sixe (оо, 0] U (2,4 оо) como 


Ix] > 0,la función f(x) 20; V xe Dom(f), es decir , la gráfica de f se extiende por encima 
del eje X. 


2. Intersecciones con los ejes coordenados . 
Six=0 => y=0, luego (0, 0) es el único punto de intersección 


3. Determinación de las asíntotas 
a) Asíntotas verticales . Para x e (2 ,+ oo) 


lim fœ) = 121 22 =+% > x= 2esunaA. V. 
x2* 
b) Asíntotashorizontales: lim f(x) = |+| V1 =% 
х-› со 
Como el límite no es un número real , la Gr( f) no tiene А.Н. 
c) Asíntotas Oblícuas: Z:y = тх +b 


m = lim fo - lim (4 5) =! 


х» +0 X +оо 


aM ган Ar 


кй 2х 
e eor rmi 


Entonces, 2: y = x+ l es una A. O. D. 


га 
m= im 29 = вы (к (2) - „8 


х-э-со X m оо 


= 1 


. 
ї 
C 
Е 
E 
- 
ra? 
24 
a 
С 
am. 
А 
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b, = ,lim [fG9-mx] = Jim. (-хү-25 -x) 


= TEL. O 
mae Rit: 


Luego, £,: y = -x- 1 es una A. O. I. 


4. La gráfica de la función se muestra en la Figura 2.50 en donde se puede observar el 
comportamiento asintótico de la curva indicado por las flechas. 3 





EJEMPLO 2] Hallar las asíntotas y construir la gráfica de la función 
x 
ДӨ) = === 


х+х-2 


: 22 39 t EIE 
Solución 1. Dominio de la función: f(x) = (х+2)(х-1) 


Entonces, Dom(f) = R- (-2,1) 
2. Intersecciones con los ejes coordenados 
Six = 0 = у = 0, luego(0, 0) es un punto secante , es decir, la curva pasa por el origen 
de coordenadas 
3. Determinación de las asintotas 
a) Asíntotas verticales 


C8 — -8 2-8 -- 


o иа. ©. Е = Z9 ааа 
DAIO = 0003) = 0" ooo da (0963) v 
Análogamente: lim f(x) = -оо y lim f(x) = + ео 
x> x1* 


Por tanto , x 2 -2 y x= 1 son dos asíntotas vertica- 
les de la curva en ambos sentidos, hacia arriba y 


hacia abajo. 
b) Asíntotas horizontales: lim f(x) = +оо 
Х-» Ёоо 
Como el límite no es un número real , la curva no 
tiene А.Н. 
c) Asíntotas Oblicuas: y = mx+b 
2 fœ _ 
нг Moro 2 Xx Jim (ES 2 E 


b- lim [fe - mx] = um (5 М 





2110 EN 


d х too xXx 


FIGURA 2.51 
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Luego, Z: y = x- 1 es una asíntota oblicua derecha e izquierda. 
4. El trazado de la gráfica de la función se muestra en la Figura 2.51 El 


OBSERVACIÓN 2.14 Si f(x) = P £5 вэ es una función racional en la que el grado de p es 


mayor que el grado de q en una unidad , entonces encontramos que al dividir р(х) entre q(x) , 
f(x) toma la forma f(x) = mx +b + g(x), donde el lim ЁО) = 0. Portanto, y = mx+bes 
una asíntota oblicua de у= f(x). 

Así , para la función del Ejemplo 2 , la división antes sugerida toma la forma 


Hallar las asíntotas y construir la gráfica de la función 











x* 
, si |x| >2 (f) 
ТО) = Ч 
д2 63 | «2 (f.) 


Solución. Como la Gr(f) consiste en la unión de las gráficas de f, y f, , calcularemos las 
asíntotas correspondientes por partes , esto es : 


I. Para f(x) = ,хє (зөө, -2) U (2, +00) 


== 
Vx - 4 
1. No hay intersección con los ejes coordenados , pues x = 0e Dom(f) 
2. Determinación de las asíntotas 

> "=й 

Vía + 2)(х -2) 


Según el Dom(f,) , tomaremos límites laterales en х = - 27 y x = 2* 


a) Asíntotas verticales: ў (х) = 


: 4 ; 4 
lim X) == c——— Е БӨӨ 2 lim Э ЕУ == 
x>-2 fi ) V(07)(-4) m Sa ) V(4)(0*) 
Luego, x = -2 y x = 2sonasíntotas verticales en el mismo sentido (arriba del eje X). 
b) Asíntotas horizontales. Como lim fj) = +œ e IR,laGr(f,) no posee asíntotas 
х ә +оо 
horizontales. 
c) Asíntotas oblicuas. 


1 30). im ( 


! 
o A Am 





шар 
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lim A S lim A = 0 
, Jim (Ч x) x2 Yx:- A (x - Vx -4) 


b= lim (Ро) - тх] = 


ftx) ет 
X 


a m iui 
x? 


b,- lim [f(o)-mx] = lim (7 — 





+x) 20 


Luego, 97: у= х (derecha) y £,: y —-x (izquierda) son dos asíntotas oblicuas de la 
Gr(f,) . Además, la Gr(f ) es simétrica respecto al eje Y . pues f (-x) = f(x) y como 
1/С)»0, Vxe Dom(f,), ésta se extiende arriba del eje X , entre las asíntotas x= 2 y 
B x==2 y L,, 





П. Рага f(x) = Ez Sixe (2,2) 


1. Intersecciones con los ejes coordenados 
Si y=0 >x'=(0 c» x=0,es un punto secante. La Gr(f.) corta al eje X en el origen. 


2. Determinación de las asíntotas 


a) Asíntotas verticales : ў (х) = xe (-2,2) 


x 
(2-x) (2 +x) 
Por el Dom( f.) , tomaremos límites lateralesen x = -2* y х = 7 


: _ lE MS 1. 22125 1-2 145 
A тару 7-77 5 hm ЛО) = gs = + 





Luego , х= - 2 y x = 2 son dos asíntotas verticales de la Сг(ў.) . Además , es simétrica 
respecto del origen , pues: f,(-x) = - f (х). 
b) Como el Dom( f.) = (-2 , 2) no tienen sentido los límites infinitos (+ со) , por lo que la 
Gr(f,) no tiene asíntotas horizontales y oblicuas 
3. Con toda esta información esbozamos la Gr(f) = Gr(f,) U Gr(f,), mostrada en la Figura 
2.52 , donde se puede observar el comportamiento asintótico de la curva indicado por las 
flechas. ` S 





FIGURA 2.52 
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Hallar todas las asíntotas de la función 
_ 32 43x 41 





ТО) - Бүх + Vx +4 
Solución 1. Asíntotas verticales: f(x) = OIE] + va2+4 
| -89 "LS " Бая. 
n= a + 13 =-= dim Л) = уузу +03 = + 
im fo») = axo; +E =-° à lim 70) = qn + 18 = +0 


Luego,x=-3 y x=2 son dos asíntotas verticales de la Gr( f) 
2. Asíntotas horizontales. Como lum f(x) = Łe IR , noexiste asíntotas horizontales para 
A— Tee 


la Gr( f) 
3. Asintotas oblicuas 
a) Asíntota oblicua derecha : у= m x+b, 
m fi fe) _ im [IFR NA TEE, 
Х-2 со х x= + © x + х*- бх х 


be lim [f0)-m ax] = Hm (35231 + 12 +4 - 4x) 


= im [( 55:381 -3x) «(0244 - x) | =-3+0 = -3 


am 


Porloque, £,: y = 4x-3esuna A. O. D. 
b) Asíntota oblicua izquierda: у = m, x- b, 
л JU . us [3€ к3хал ‚ Jal LEA ) 23.1-2 


у=, х х —-oo х%+х?-бх 


b- lim | ТО) -m4x] = „Шт (El, ve +4 -2x) 


= lim [ dtii -3x | «(06844 +x) | = -3+0 = -3 


Por lo tanto , L,: y = 2x-3esuna A. O.I. A 


Hallar las asíntotas y construir la gráfica de la función 
2x^ - 151 + 391? - Alx +15 





rr "220 go 
ТО) = : 
EET T 4 ,51х<0 (fj) 
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(x-1) (х-3)(2х-5) — (x-1y(2x-5) 


Solución 1. Para f (х) = GADa-36-D ^ (сй) 


„жез хә 


1. Intersecciones. Eje Y: x=0 => y=5/4 
(х- 1? 20 = х= 1 es un punto doble o tocante 
EjeX:y=0 > 
2х-5 = 0 => х= 5/2 es un punto secante 
Рага x = 3setiene y = -1 => (3,-1) es un “punto ciego”. 
2. Determinación de las asíntotas 
a) Asíntotas verticales. Como el Dom(f ) = (0, +оо) - (3) , tomaremos límites laterales 


en x= 4 


- FB . Ман: _ Er) _ 
A cte ANA 
Luego,x = 4 es una asíntota vertical en ambos sentidos. 


b) Asíntotas horizontales. lim Ў (х) = +оо = noexiste A. H. 


x 3 +00 


c) Asíntotas oblicuas. Porel Dom(f ), determinaremos la A. O. D. 


lim 09. ын (AA ацан is 


m= 7 
х +0 х Х--уф оо x*-6 + 5x + 12х 


IE ай (x- 1) (2x- 5) oque 3x 42045 _ 
= dm a m linee ое ша те) 9 


Por tanto, 2, : y = 2x-3 es una A. O. D. para la Gr(f ). 


IL Para f = A + 3 „хє (-09,0) 





La Gr(f,) corta al eje Y en у= 5/4 ‚ no tiene asíntotas verticales pues no existe х, tal que 
lim f,(x) = +оо 


Xx — Xp 


Dadoque lim f(x) = 5/4 


Gr(f,) — 


=> y= 5/4 es una asíntota 
horizontal y 


m= lim 4% = 0 
x-o X 


entonces no existe A. O. I. 

3. Con toda esta información traza- 
mos la Gr(f) = Gr(f,) U Gr(f,), 
mostrada en la Figura 2.53 m FIGURA 2 53 
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Lé-31 -1 


EJEMPLO 6] Determinar si la gráfica de la función f(x) = || -2 
X - 


tas verticales . Esbozar dicha gráfica . 


posee asínto- 





Solución Si |x| -2 = 05 Ixl = 2 + x = +2 son dos posibles asíntotas verticales de 
la Gr(f) . Para salir de dudas debemos redefinir la función f eliminando las barras 
de valor absoluto del numerador. Esto es : 


ї) [x-312x-3,sxx-320 < [xl 243 


x-3-1 _ 02-4 _ |xl?-4 
[х1 -2 Ix] -2 |х|-2 


> fo) -1х1 42, хє (-оо,- ҮЗ] 1 [N3 ,+00) - (-2, 2) 


-1х1-2,|х122 





c» fx = 


Luego,si |x| #2 < x 2 e yz4, por tanto (+ 2, 4) son “puntos ciegos" , esto es, 
x= +2 по son asíntotas verticales de la Gr(f ) 


i) [2-31 2 -(2-3),si?-3<0 => |x| «43 





74 
-24+3-1 2-x : 
с» р(х) = ———- = £% dx|« N43 ; 
Heer. a i 
Comox = +24 (xl xe (-3,ЧЗУу, } 
entonces х = + 2 tampoco son asíntotas Р 
verticales de la Gr( f.) 4 
1 
[х1 +2, 51 1х1 2 N3,Ixl x2 + 
* $9 A xc 
Ix] -2 
Concluimos en que la Gr(f) mostrada en la Fi- FIGURA 2.54 


gura 2.54, no posee asíntotas verticales. ш 


EJER M LO 7 Determinar las asíntotas y bosquejar la gráfica de la función 


х] 833 |ях«-3 UD) 














о) = 4 ХЛ — ,si-3«x«2 (f) 
m ‚ 88x22 (7) 


Solución 1. El dominio de la función es, x e R - (2) 


2. Segün el Dom(f) , solo existen intersecciones con los ejes coordenados para f, , 
en x e [-3,2), esto es 
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a) ConelejeX: Si y=0 > x+1=0 e x=-1 => ACI,0)e Eje X 
b) Con eleje Y: Si x=0 => у--1/2 = B(0, -1/2) e Eje Y 
3. Asintotas verticales. Solo tomaremos límites laterales en X, = 2 


AN Ж 


lim fx) = lim (3 =-00 ; Am 9 = lim (H) = + 
xar а E 4 O” 
Luego, х = 2 es una asíntota vertical en Ms sentidos 


4. Asíntotas horizontales. Debido a que el Dom( Ў.) está restringido al intervalo [-3 , 2) sólo 
tomaremos límites infinitos en f, y f, , estoes: 


lim f(x) E lim («y 2) =-00 ; lim n fj = lim n ( s) “вээ 


Como ambos límites по son números Weil no existen A. H. 


5. Asintotas Oblicuas 








а) Asíntota oblicua derecha. f(x) = v 2 5 
xy = 
NEM, i 43 1-0 
= 1 a (| (RA Үү E. 
ut can Жекке E 
b = lim [f,0)-mx] = lim л ( cm -x) =0 mnn 


Entonces, ^, : y = x es una asíntota oblicua derecha 


b) Asíntota oblicua izquierda. f (х) = ES 


Mj = im LO 2 tim (45:3) - 1 


um х — -оо 





> = lim [f(9-m,x] = zum e: ye +3 -x) = Mm е] = 5 
| a 


Luego, L,: у= х + 3/2 es una asíntota oblicua izquierda. 





"FIGURA 2.55 
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Si y = f(x) es una función definida implícitamente por la ecuación 
(xy - x! - 1) (x?y? - x + y?) = 0, hallar las asíntotas de la curva y esbozar 





su gráfica. 


xy -*-1=0 (1) 
Solución  Si(xy -xX -1) (xy? -xX +y?) = 0 
Ly -L+y = 0 (2) 


La gráfica de la ecuación dada es la unión de las gráficas de (1) y (2) 


1. Sixy-2-1=0 = fix = +1 = х+ L хэ Dom(f,) = R-10) 


La Gr(f,) no intercepta a los ejes coordenados , tiene una asíntota vertical en х = О, en 
ambos sentidos , pues 


: 1 „_ рТ HE 
Япүуцау = Os vens Jim. fio) = Qe =ч» 


No tiene asíntotas horizontales ya que lim ў (х) = +% IR 
X409 
Tiene una asintota oblicua en ambos sentidos, Ӯ: y = x 
En f (x) = x4 1 , vemos quesix>0 => у>0уѕіх<0 => y<0, significa que la Сг(ў ) 


se extiende arriba y abajo del eje X , respectivamente , entre las asíntotas х = Оу у= х 





2. xày'-x-y-0oesvyzt 
ү 4 5 40241 


Obsérvese que la ecuación (2) es simétrica respecto de los ejes coordenados y al origen , 
pasa por éste y define dos funciones : 








х х 
Xx) = ХУ) = = 
Analizaremos la Gr(f,) y luego dibujaremos Іа 
Gr(f,) por simetría . 


a) La Gr(f,) no tiene asíntotas verticales , pues no 
existe un x, tal que lim f (х) = too 
X эл, 


b) Asíntotas horizontales . 


lim хус: lu аа. x 
EODD х — +оо |х| VI+ 1/22 


lim ў) = lim —————— 
Х--»-со fX х — -00 |x] V1 + 1/x? 
Entonces: у= 1,y —-1 son dos asíntotas 
horizontales de la Gr(f,) y de la Gr( f.) 


c) Asíntotas oblicuas. m = lim fe» = 


xo o X ыу (==) x 
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Luego , la Gr(f,) como la Gr(f,) no tienen asíntotas oblicuas, 
Con toda esta información dibujamos la gráfica de la ecuación implícita , mostrada en la 
Figura 2.56 m 


OBSERVACIÓN 2.15 Las Definiciones 2.18 , 2.19 y 2.20 son válidas para funciones 
definidas implícitamente. en las que resulta más fácil obtener 
х= f( y), (x en términos de у). Esto es : 
1. Si lim f(y = h => x = hesuna asíntota vertical 
x— +оо 


2. Si lim f(y) = +оо ó si lim f(y) = +оо > у= y, esuna A.H. 
y), yy, 
3. Paraasíntotas oblicuas . L:x=ky+b,kx%0 


Ч, ые 
к= йт у 2205 y Lim ГУСУ)-Ку) 


ЇР: | 9] Obtener las asíntotas de la curva de ecuación 
xy! - 2у* + 9у? + 8х-6 = 0 





Solución Conviene despejar x= f( y), esto es 


2y*-9y*+6 


3 = - 9y? = = 
х(у%+8) = 2y*-9y' 46 = x= fiv) 578 


1. Asíntotas verticales. lim f( y) = +оо , по esun número real , entonces no existen asíntotas 
y > +оо 





verticales. 
" 2 2y* -9y* +6 
2. Asíntotas horizontales. f( y) — (52) -2y 44) 
| . ЖЮ р x m 
m. Ту) = (0-Y12) =: i um ») (0*)(12) Шы 


Luego, y'= -2 es una asíntota horizontal en ambos sentidos. 


3. Asíntotas oblicuas. Y x = ky +b 


_ к i 2y"-9y"+6y _ 
io O Ч lim ( у*+8у )=2 
я 2у* - 9у?+6 m -9y-16y +6) _ 
b= lim [fO)-kyl= lim (O 2) = im ууд) = 9 
Por tanto, Z: x = 2y - 9 es una asíntota oblicua en ambos sentidos. m 
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EJERCICIOS . Grupo 17 


* En los ejercicios 1 al 40 hallar, si existen , las asíntotas horizotales , verticales y oblicuas de 
la gráfica de la función definida por las ecuaciones dadas. Bosquejar su gráfica. 


L $0) = 75 


3. f(x) = V3 - x 


x-3 
4х2-4 


_ A 
Vx! -6x- 7 


9. f(x) = Хх - 3 -9x + 36x 








5. №) = 


7. f(x) = 


2x 
Vx - 1317 + 36 


13. fo) = х+ EAS 


- 25 
15. 13) = Vx 4y (x - 5) 


А 
Ve -4 


25-х 
х+ 2 


M. Кх) = 1-x+ 


, Ix] >2 
17. f(x) = 





, xe (-2,2] 


Vx? +4 


——— ‚х<-1 
-х-1 
19, f(x) = 


3 


Ga 1y Xm] 


(x2-3) Xxx - 5 
(G2-2)Nx*44 | 


хк - 3 
х- 8 


x>-4 
21. f(x) = 
‚ х<-4 


(x -7)Үх?-9 
x+6 


2. f(x) = 


4. f(x) = Ма? «2x41 


x 
6. = х-2 4+ == 
a к= 
ZAR A 
ES х?-3?-х-3 ды 
10. Ко 43:2х--22 
de -х-2 
12: foe ыг v9 - à 
x(3 - /3 x/3]) 
2 4 
14. х) =lx+5l + a 
16. f(x) = Үх!-х"-9х2--9х 
2 ОЕХ-3 __ 41 2-2 
(+2) V2+ 1 vor ur 
18. f(x) - 
2 + Зх 
(+1). „x> 
Х-Х 
теда 
20. f(x) = 
Ze 
————— ,x<-3 
22. f(x) = A+x-6 


X+ 7? + Зх- 27 E 
+5 +бёбх O9 2 


EJERCICIOS , Grupo 17 


























q[+2x+ 1 “х«-2 _х+3 x22 
x+8 x-4 
23. f(x) = j^ s ‚-2<х< 1/2 24. f(x) = = 3 EFF. 
Vr 0002 ler 2Х592 
m х<-1 43-32 ‚х<-1 
5. .f60)=<% LL к] 26: 0)=)¿ —— „-1<х<1 
х? + 1 1-х? 
x 3x +2 
-T х»! Ys (X 
хоо x<-1 2 +? ,х<-1 
i Ж , -4416-х 
27. f(x) = AD c [<х<0 28. f(x) = A ‚ -1<х<4 
EA хэ0,08-2 Ver, x24 
ха + 2x + 1 e j 3x 
PON Xm ] E 2 3z4] ж 3х ‚ х<-3 
З|х+3| X -x-2x 
29. 22-05 - < à = 4 === - 
f(x) = ‚-1<х<2 30. f(x) CDr ,-3«Хх«2 
(х - 1)? х* + 3з? +1 5 
x rl 222 Lg * x +3х- 10 ,х>2 
AR | ә 30-4х-2х2 
TELE „е. 3U-Aax-2x EE: 
(x 2) ух + 1 Е x*6 РС 
3L уб) = n | E E m. ‚хє {-6,4} 
Pl 2) V(x-5Xx-8) ,хэ4 
. QH-4Ax-2DG D... 2 
——————————— Qx&-3 e E 
(х- 1) (252-3х45) `” 1247] 202 
2-4 XtXxX-2x — s [2x2 
33. f(x) AUTE "e 3exc2,.,x*1 34. {у= ер -3€&x«l 
Убх ,x>2 (х- 1) x21 
(х + 1)? 
- 3уүх?-2 
CNET eo ca "xm п, 
35. f()- 36. f(x) = х-1 : : 
2х+ 4 X35 
Vet x'x ,xe[l,+0) 
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37. 


39. 


41. 


42. 


43. 


45. 


46. 


e, 
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Nr. Et - 
0 Ix| »2 х+1+ LT 1 
f&) = e ixl 38. f(x) - 2 D 
"c ab +1 E 
5 
LX*2x-3 — xe Ae 2x 1 = 
(x4 2) +1 +8 
fa) = iu ,-I«x«0 40. 109 = 5 [- ха cilesi 
x Ax 12 + Uxp +7 | 
8-1 ды, 2x-1 pe 
Sea f una función que cumple : 


i) y = Зх e 5 еѕ una asíntota oblicua derecha de la Gr( f) 


ü) f(x) = f(29,Vxe R. 


A (x) 2 
Calcular: а) li b 
Sea la función f(x) = х", hallar las asíntotas de la gráfica de la función y = = ] 





esta dado en el sistema de coordenadas ZY. 


X ах 


Sea la función f(x) = (a 4 bxc 


M 35 
> a+b’ 
a) Hallar los valores dea ‚Ё ‚с y d de modo que se verifique simultáneamente 
i) y = x+2seala única asíntota oblicua , i) Ў) = 1/3 


b) Dibujar la Gr(f) indicando sus asíntotas e interceptos con los ejes. 





Hallar las constantes a y b de modo que im | ax+b - 
х та + оо 


Interprete geométricamente este resultado. 


241) =0 


Sean Р(х) y Q(x) dos polinomios еп (К tales que gr[P(x)] - Рг[А(х)) = 1 
Р(х) 


Si f(x) = Qo) * , demostrar que y — f(x) tiene asíntota. 
La recta .Z es asíntota en -оо de la función f(x) = 2x *3 , con а una constante real 
Ух? d 


dada. Si la pendiente de es -2/3 , halle la ecuación de Ж 


* En los ejercicios 47 al 60 , hallar las asíntotas horizontales, verticales y oblicuas de las 


curvas cuyas ecuaciones se dan . Dibujar la gráfica de cada curva. 


47. 
49. 
5]. 


ху? + 3y?-9x = 0 48. х? -ху+у = 0 
2 - 2ху + Зх-у- 15 = 0 50. х2 -ху-2х-2у+2 = 0 
Xy - Зх? - 4y? = 0 52. 8х? - 2ху - Зх- Зу+ 2 = 0 
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53. y'(x-2a) = х?-а? 54. y = (х-аў (х-с),а>0,с>0 
55. (х+а)у? = (y+b)x? 56. хх - у) - а(х + у?) = 0 
57. 4x! = (а + Зх)(х° + у?) 58. ху? -2y? - Ax c 3y-1- 0 
59. ху? -у?-4х-у?-2у = 0 60. xy^-2y?-x- y! + 3у = 0 


LAS FUNCIONES EXPONENCIALES Y LOGARÍTMICAS 


En esta sección es necesario conocer las leyes de los exponentes racionales y 
las de los logaritmos , por lo que quizá sea conveniente referirnos muy brevemente a tales 
propiedades. 

Si a y b son números reales positivos , y , m y n son números reales cualesquiera , 
entonces 


BIs пое qt P.6: a” = 2: 
P2: L = а" P7: а!" = Ya ,ne Z 
P3: (qam Р.8: а" = Ya" , m,neZ 
РА: (а-Ьу = а"Ь" P9: Sia>0,b>0,neZ*,a>b > a" >b" 
PS: ESE а P.10: Sia>l,m<n => а" <а° 
b b P11: Si0<a<l y men > а">а" 


OBSERVACIÓN 2.16 — Exponente Cero 


Si en la propiedad P.2 hacemos m = n , obtenemos 


Q^ ¿mao e = 
qa 74 Da m 
Por tanto, sia є R- {0} , debe definirse a^ como 1 


Porejemplo: (120) = (1/5? = (243 )° = (2л)° = 1 






Definición 2.21 : LA FUNCIÓN POTENCIA 
. Una función real definida por f(x) = 3* , siendo Kuna constante real , se denoruin, funci 


potencia dëvariablereal, 7 Ч 


E 1 
A A AI 





Por ejemplo, f(x) = x^ , р(х) = x” , h(x) = Зх? son funciones potencia de variable real. 


OBSERVACIÓN 2.17 Propiedades de los logaritmos de base a 


Si A, B y N son números reales positivos , entonces se cumplen las 
siguientes propiedades para los logaritmos de base a 
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L.1: Гор (А-В) = Log, A +Log,B 1.4: Log (АВ) = (В) Log, A 


L.2: Log, (£) = Log,A -Log,B L.5: Log VA = (1) Log,A 


Log N 
Log b 


а 





1.3: Log А" = nLog A 1.6: Log,N = Log,a -Log N = 


Definición 2.22 : FUNCIÓN EXPONENCIAL DE BASE а 





Sea a cualquier número real positivo distinto de 1. Entonces una función f , denotada por 
exp, ,se Пата función exponencial de base a si , y sólo si : 
f= {(х,у)1]@) = а, хє К} 
o bien : 
exp, = [(x,y)lexp,Q) = ax,xe R} 


Un esbozo de las gráficas de las funciones 
у= Pe у = (10 
nos permite observar lo siguiente 
1. El dominio de la función exponencial es IR , en tanto que su rango es [R*, esto es : 
ехр: Е => К+ 
х > а 
2. La función exponencial es inyectiva, pues una línea horizontal сопа а su gráfica en un solo 
punto . 
3. La función exponencial no es sobreyectiva , pues а“ nunca es real negativa , sin embargo es 
una biyección de ЇК sobre (R*. 


4. Dado que a” = 1,las gráficas de у = а" intersectan al eje Y , generalmente , en el punto 
(0, 1). 


r 
le А 
! 4 
CY t 
7 t 
: ; 
1 4! 
1 t 
: : 
! 
y п 
: т 
3 





FIGURA 2.58: у= (1/2)* 
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OBSERVACIÓN 2.18 PROPIEDADES DE LA FUNCIÓN EXPONENCIAL 


Сазо1 Sia>1,la gráfica de cualquier función de la forma | (x, y) e Rx В+| y = a*),se 
parece mucho a la gráfica de y = 2* (Figura 2.57) . Entonces convenimos en aceptar 
las siguientes propiedades para cada una de tales funciones. 
1. El rango de la función exponencial es el conjunto de los números reales positivos (R+). Es 
decir, Vx e IR, y = a*>0. (La gráfica está dispuesta encima del eje X.) 
2. 51Х-0 с»аї-!, Я»0 => a*>1l y x<0 c$0«c«a'«1 
3. A medida que x crece , crece también y = a*, (f es estrictamente creciente). Es decir , si 
x,<x r2 f(x) < fx) , Vx e Dom(f). 
4. ма» > lim (4) = 0 у lim (a?) = +00 


> - 00 X— +0 


Caso2 Si0«a«1.,1a gráfica de la función de la forma { (x, y) e IR xIR*| y = a*) tendrá 
una apariencia distinta. Sin embargo , cada una de estas funciones tendrá la forma 

general de la gráfica de y = (1/2) . (Figura 2.58) 

Las siguientes propiedades son válidas para las funciones de este tipo. 

1. El rango de la función exponencial es (К+ , es decir, Vxe R ,a*>0 

2 Six=0 > a =1;sx>0 > 0«qa'«l ysix<0 => сг»! 

3. A medida que x crece , decrece y = a*, (f es estrictamente decreciente) 

Es decir, si x, <x, > f(x) > f(x) 
4. 50«ас1г» lim (2°) = +оо y lim (a) = 0 


x—-o0o хл +оо 





Construir la gráfica de la función f(x) = 1 + ехр, |х - 2| , indicando su 
dominio y rango . ¿ Es f inyectiva ? 
Solución Sif(x) = 1 +ехр,|х-2| > y = 1+ 3192 

Para hallar la regla de correspondencia de f debemos redefinir la función eliminan- 
do las barras de valor absoluto , esto es - 
1. Six<2 = |x-2| = x-2 > y=1+3? 
2. Six<2 > |x-2| 2 -x-2) > y 21 (1/3)? 
1 + 3? ,Six€2 (f) 


“ х) = 1 -(1)7 741002 (f.) 


En f (x) = 1 € 3 *,labaseesa = 3,a» 1 , entonces su gráfica 
es similar al de la Figura 2.57 , es creciente V x 2 2 

En f(x) = I * (1/3) *,labaseesa- 1/3,estoes,0«a «1, 
luego su gráfica es similar al de la Figura 2.58 , es decreciente 
Vx«2. 





FIGURA 2.59 
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Por lo tanto, Dom(f) = (К y Ran(f) = 12, + оо). Geométricamente vemos f no es inyectiva, 
pues una recta horizontal corta a la curva en dos puntos. m 


OBSERVACIÓN 2.19 Delas propiedades de la función exponencial f(x) =a" , donde a > 0 

уа # 1 ,se deduce que ésta es inyectiva de IR en [К+ , por lo que 
admite función inversa de [R* en IR а la que se llama función logaritmo de base a y cuya 
definición es la siguiente. 


Definición 2.23 : FUNCIÓN LOGARITMICA DE BASE a 


Sia e IR* - (1), entonces la función logaritmo en base a , denotada por Log, , es la función 
inversa de la función exponencial exp, : IR — IR* 
Esto es : 





Log, :IR* — IR = [(x, y) lf) = Гор (х), х>0} 


Como consecuencia de esta definición se tiene 
1. ехр [Гор (х) ] = x, Vxe Rt > a"! = x, Vxe IR* 
2. Log, [ exp, (х) | = x, Vxe IR < Log (a?) = x, Vxe IR 
3. Log (х) = y ex-a' 
Se sigue que por la propiedad de reflexión de las funciones inversas , la gráfica de y — Log, (x) 


es la reflexión con respecto a la recta y= x,dela gráfica de y = а como se observa en la Figura 
2.60 cuandoa »1,yenla Figura 2.61 cuando 0 «a < 1 


y -Log,x 





FIGURA 2.60 FIGURA 2.61 


OBSERVACIÓN 2.20 Propiedades de la función logarítmica de base а 


1. El rango de la función logarítmica de base a > 0 es IR. 

2. S1a>1,la función y = Log, хез estrictamente creciente en su dominio (К+ (Figura 2.60). 
Obsérvese que si хє (0, 1) entonces Log, x «0. (La gráfica está dispuesta debajo del eje X.) 
Six=1 => Log x=0,ysix>1 => Log, x>0. (La gráfica está dispuesta sobre el eje X.) 
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3. Si0<a<I,lafunción y = Log, xes estrictamente decreciente en su dominio [R+ (Figura 
2.61). Obsérvese que si хє (0, 1) , entonces Log, х > 0 (la gráfica está dispuesta sobre el 
eje X), ysix> 1.Log х<0( gráfica esta dispuesta debajo del eje X). 


4. Toda gráfica de una función logarítmica de la forma у = Log, x pasa porel punto (1 , 0). 


EJEMPLO 2] Scala función f: IR — (2 ,-c) . definida рог: 
fia) = exp,(x+ 1) + 2. Determinar el valor de verdad de cada una de las 
siguientes afirmaciones : 
a) La función f* es estrictamente creciente 
b) la recta x = 2 es una asíntota vertical de la gráfica de f* 
c) Larecta y = 2 es una asíntota horizontal de la gráfica de f* 


Solución a) Sea y = f(x) => y-2 = exp (x+1) = 2**' 
intercambiando variables se tiene : 
x-2=2'*' €» Log, (x-2) = y+1 > f*(x) = -1 +Log, (x - 2) 
Como f : IR. — (2, +оо) , entonces f* : (2, +оо) — IR 
Sean x, , x, e Dom(f*) = (2 , +оо) 
Si f*(x) >$*(1,) => -1+Log,(x, -2) > -1+Log,(x, - 2) 
> Log.(x,-2) > Log.(x, - 2) 
Siendo las bases iguales , entonces : 
X -2>x,-2 c» x,>x, 

Por lo que f* es estrictamente creciente. 

b) Como lim f*(x) = -1+Log,(0*) = -oo, entonces 

23 





х = 2 еѕ una asíntota vertical de la Gr( f *) 
c) f(x) 2242^**!z 142») > lim f(x) = 2204 22^) = 2(1 +0) = 2 
х—э-=о 


Entonces у = 2 es una asíntota horizontal de la Gr( f) . 
Por tanto , las tres afirmaciones son verdaderas. = 


Hallar el dominio de la función inversa de y = 7. 














Solución  Intercambiando variables se tiene : 


Moes, шан E а _ La 
ХОС) ЭН а > у= Log (1) 
La función es real сэ AE >0 © ЭЛ < 0 > Dom(f*) = (0, 1) e 


Mostrar que la gráfica de la función у = Log (x * Vx? + 1 ) es simétrica 
respecto al origen . Hallar la función inversa. 
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Solución Una función es simétrica respecto al origen cuando es impar , esto es , cuando 
f(x) = - f(-x), Vx e Dom(f) 


Entonces: f(-x) = Log (-х+ Vx? +1) = Log, Quel) (+1 +x) eel +x) 


X+l +x 
(х2 -D-x 
= Log —— —— — = Log (Vx? 1 +x)! = -Log (x- Nx?41) 
CERE ag >? 5 


Luego,si fx) = - f(x) => f(x) = -УСх).Ухє Dom(f) 
Para hallar la función inversa def. intercambiamos las variables : 

x= Log (y +WVy?+1) < v+vy?+1 = Q = Vy?+1 = a*-y 
Elevando al cuadrado ambos miembros de esta ecuación , obtenemos 


2a*y = a” -1,dedonde: f*(x)— 5 (a -а”) ё 


Ё 4 a A PLO (5 Representar gráficamente el área de la región determinada por la relación 
R = ((x-y)elR!IxzLog, y, x? y? «9, y<(1/3)) 





Solución 1. SeaR = ((x,y) e R*lx>Log, y) 
Six2Log,y © Y2 y > y<3 
Dibujamos ‚ con trazo continuo , la gráfica de la fron- 
tera y = 3. Para comprobar la verdad de la desigual- 
dad tomamos como punto dereferencia al origen , esto 
es: 
(0,0) e R,? => 0<3”, es cierto 
Luego, la Gr(R,) es la totalidad de puntos de la región 
ubicada en el semiplano inferior de la frontera y =3". 
2. SeaR, = ((x,y) e R?|x?+y?<9) 
Dibujamos con trazo no continuo , la gráfica de la 
circunferencia €: x? + y? =9 
Obsérvese que (0 , 0) e R, , entonces su gráfica es la totalidad de puntos de la región 
ubicada en el interior de la circunferencia, sin incluir la frontera 4. 
3. SeaR,= { (х, у)є Хус (1/3y ) 
Es (0,0) e R, > 0<(1/3Y, es cierto ; luego , la Gr(R,) es el conjunto de puntos ubicados 
en la región del semiplano inferior de la frontera y = (1/3Y. 


4. LaGr(f) = Gr(f,) 1 Gr(f,) 1 Gr(f,) se muestra en la Figura 2.63 к 








— FIGURA 2.63 
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EJERCICIOS . Grupo 18 


** Еп los ejercicios 1 al 8 , trazar la gráfica para cada una de las funciones dadas. Indicar el 


dominio y el rango. 
1. 7-((х.ус Rl» = 3 (39) 2. {= (G5), e | у = 22 
3. f(x) = 1- exp,(x4 I) 4. (х) = -1+ехр, Ix 10) 
5. f(x) = 2*exp, (1x-21) 6. f(x) = 5 +ехр, (12х+71) 
7. f(x) = exp, /х / 8. f(x) = 1-ехр,/х+1/ 
9. Sabiendo que Log Vla? - 19]? = 0.6, calcular el valor de x = Log, “аср - DJ? 


10. Demostrar que Vx» 1: Log (x-- Ух? - 1) = -Log (x - Үх? -1) 

11. Hallar el dominio de la función f(x) = Іор, Log, (Log, х)] 

12. Una función f viene dada por la ecuación у? - 1 + Гов (х - 1) = 0 
Hallar el dominio de f y escribir la función inversa. 


% Enlos ejercicios 13 al 18 , trazar la gráfica para cada una de las funciones dadas 


13. f = [(x,y)e IR? | у= Log, /x f) 14. f = ((x, y) e IR?] у= Log, (1x) } 

15. ў = { (х, у)є R| у= Log,lx- 11) 16. f = ((x.y)e IR^] y=1+Log(x+b) ) 

17. f = [(x.y € R| у= Іор, хі 18. f = ((х,ууе IR] у= I Log, х!) 
Log,(x - 1) ,513<х<9 

19. Dadala función: f() = 4 25-12 .sil&x«3 


-1+\Ух(2-х) ,si0O€x«1 
a) Hallar, siexiste, f *(x) 
b) Graficar f(x) y f*(x) en el mismo sistema de coordenadas. 


20. Sean f y g funciones de variables real , definidas por 


4|х1-1 ,sixe [-7,-2) 222151 „хє [3 , +) 
ТО) = g(x) = 
)х/2 [+ x! ,81хє 10, 2) Ln Yx? +2 ,хє(7/2,4) 


Hallar, si existe , la función (g o f) (x) y su dominio. 


* Enlosejercicios 21 al 24 , representar gráficamente el área de la región determinada por las 
relaciones dadas. 


21. R = [(x,y)e R| y 27,x? y? S9, y2 Log, (x- 1)) 

22. R = { (х, у)є | ysLog,Ix- 11,4? 4 9? 536] 

23. R = {(x,y)e R?| y+1<|Log,xl, y $1 (12) ) 

24. R= ((x,y)e IR?I y2-2«exp,l x- 11 ‚х2+у°<9,у<3/2(х+2)} 
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EL NÚMERO e 


El número e es de los más importantes números especiales en las matemáticas , pero 
antes de dar su definición examinaremos previamente los siguientes teoremas. 





TEOREMA 2.15: Teorema de Weierstrass 





Cualquier sucesión creciente (а | tiene límite, finito si está acotado superiormente , € 
infinito igual a + eo si no está acotado superiormente , con la particularidad de que 


lim a, = L = Sup (a, ) 


п 300 
Cualquier sucesión decreciente (a, | tiene límite , finito si está acotado inferiormente , e 
infinito igual a - со si no está acotado inferiormente , con la particularidad de que 


lim a, = L= Inf {a} 


n= ео 


Demostración Supongamos que la sucesión {а crece , está acotada superiormente , es 
decir , tiene una cota superior finita. 


Sea B = Sup {а, }. Probaremos que B= lim a, 


x— eec 


En efecto , fijemos un € > 0 arbitrario . De D = Sup (a,) se deduce que Vn e Wes válida la 
desigualdad a < В y que existe un número n, tal quea, > В - 





Entonces por el crecimiento de la sucesión (a, | , para todos los números n > n, tendremos 
В-є«а, «a, <В | 
Poreso Vn» n, ,ne Y, se cumple la desigualdad la, - В| «€. Esto significa que : 


p = lim a, 
п со 


Si la sucesión (a, } no está acotada superiormente , entonces Sup {а } = e». 


Mostraremos que en este caso: lima = +e 
n- со 


En efecto , elijamos un € > 0 de forma arbitraria . De que la sucesión (a, | no está acotada 
superiormente se deduce que existe un nümero n, tal que a, 7 €. Entonces por el crecimiento 


де Іа sucesión (a | Vn > n, , tendremos:a, >а »t€.Estosignificaque: lim a, = +00 
n £ n nt п эо n 


De forma análoga , se analiza el caso de las sucesiones decrecientes. 
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TEOREMA 2.16 


La sucesión 1 ( 1+ 8) } es monótona creciente y acotada superiormente . 





Demostración 1. Probaremos que la función es creciente. 
En efecto : 
Una sucesión (a, ) es creciente €» a <a ,,Vnel' 


Entonces si а, = 1+ — 1) , por el desarrollo del binomio de Newton 


а 1+ a e E E 
нА ыз аз. 1)4,,.,.58 эшш In (8 ын =>) 


redd) 20-2) (o 


Ahora el desarrollo a ‚= (1+ j) es 
> T 





ыа ае t sse) sez) *- 


* gx 1-1) ах1)::-11- 41110) 


En (1) observamos que a, consta de n + 1 sumandos positivos y en (2) , que a, ,, consta de 
n +2 sumandos positivos tales que los primeros п + 1 términos de a, son menores que los 
n4 ] primeros términos dea 
Esto significa que : 








n+l’ 


a<a є« = Е А 


n+1 


lo que demuestra que la sucesión {а ) es creciente. 


2. Probaremos ahora que la sucesión {а } es acotada . 











En efecto : 
Dado que lim (£) = 0, las expresiones 5 ,€721,2,3,.. . ,de(1)se hacen сего, 
entonces i i | i i 

а, <1+ y ea ъзгър t ue i (3) 
ysi31>2,41>2,...,n1>2"1,(n%2) € x < 2 
entonces la desigualdad (3) puede escribirse 

An сіт жы 

1 1 1 
> 4, са ie pes 25, 
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La suma de los términos entre paréntesis es la de una progresión geométrica cuyo primer 
término es 1/2 y cuya razón también es 172. 


1 
511-0/2) | 
NET A 


y como ЭЕ + 0 => а. <3,У ne Z' loque nos asegura дие (a, ) es acotada superiormente. 


— a<2+ E 
^ ya — ] 
Además,sin = 1 => (1+ +) = 2 , y ocurre que 
2-5 (1+ LY ез , VneZ*, cuando n —> oo 


n LJ 
Se concluye así , que la sucesión 1 ( 1 + +) } es creciente y acotada superiormente , 


lo que quiere decir , que por el Teorema 2.15 tiene límite. Este límite se denota por la letra e. 


А — > m —— -2 3 


Definición 2.24 : EL NÚMERO е 


> 


AA д” 421537: mt ан» ЭЕ?” 
/ - pe 1 Чч e a + I 
es po gu гч t - Y a afa “уу Ээ 44 > PE TFL 81, Ч 717372 4 тч 125 mer ус e „| | any PIF - > a T EX 29 i^a 25.24 
З ПНЕ О кє llamado numero пер 2) IGHO , . e delinge como el mie AC id SU 262104 
RINA. ^. ЬВСАА "d "wr / E e ч 52-23 - sm PAP м 783847 Na А 84 (2. 55.2 ХА 





Como se puede observar el número e es irracional y aún más, trascendente, es decir , no es raíz 
de ninguna ecuación algebraica con coeficientes enteros . El número e en el análisis matemático 
juega un papel importante . En particular es la base de los logaritmos naturales . 

Al Log,N se le llama logaritmo natural о neperiano del número N y se le denota por 
LnN. 

La relación entre el logaritmo natural y el logaritmo decimal de un núméro (Log N), es el 
siguiente : 1 
De la propiedad L.6 (cambio de base) , se tiene que 











_ LogN Там 
LnN = Loge o LogN- Ln 10 (1) 
kes лр | = : 
Сото 227 2.3026 у Га10 5 0.4343 , las relaciones (1) toman la forma 


Ln N = 2.3026 Log М o LogN = 0.4343 Ln N 
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Definición 2.25 : FUNCIÓN EXPONENCIAL NATURAL 





Es la función exponencial de base e y se define para todo x como 
exp: IR (К+ 
S dez i ge 
cuya regla de correspondenciaes :exp = ((x, y) e Rx К+ | y=e*) 


Como se puede observar el Dom(exp) = IR y el Ran(exp) = [R*, es decir, su gráfica (Figura 
2.64) se extiende sobre el eje X , y dado que e > 1 , la función exponencial es inyectiva y 
creciente en todo su dominio. Además se cumple que : 


a) lim el = +оо b lim е = 0 


Х-э оо Xx -—3 - 00 


Definición 2.26 : FUNCIÓN LAGARITMO NATURAL 
Es la función logaritmo de base e , denotada por Ln y se define para todo x > сото: 
Ln: IR* — R 
x — Lnx 
cuya regla de correspondencia es: Ln = ((x, у) e R+x R | у = Lnx) 





La función logaritmo natural es inyectiva y creciente en todo su dominio (0 , + oo) y rango (К. 
Además se cumple que 
a) lim Lnx = +оо b) lim Lnx = -оо 
x— oo x—0* 
Una consecuencia inmediata de la propiedad 
ё —y € Lny=x 
es que : 
Ln (exp x) = Ln(e) = х, Vxe IR 
exp(Lnx) = е" x, Vxe (К+ 
y de la propiedad de reflexión de las funciones inversas , 
se sigue que las gráficas y = e* e у = Ln xson reflexiones 
una de la otra con respecto a la recta y — x , como se 
muestra en la Figura 2.64. 
Ahora veamos la influencia que tiene el nümero e 
sobre dos funciones reales f y g , definidas por : 


f(x) = (1 +1/х)* ‚соп dominio xe (- e», - 1) U (0, +оо) 
g(x) = (1 -3)'*,con dominio xe (- 1,0) U (0, +00) 
Tracemos una gráfica de cada una de ellas, 
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FIGURA 2.65 FIGURA 2.66 


En la Figura 2.65 podemos observar que cuando x crece sin límite а + сс o decrece sin límite 
a - oo la función tiende a la recta y —e , 68810 65: 
) lim(1*4X) =e i) lim (144) =e 
Д-- +00 х ә - ес 
Сото los límites laterales а la derecha e izquierda son iguales , es válido el enunciado 
А 1 Y* 
lim ( * x) = е 
х — оо х 
Análogamente , en la Figura 2.66 , los límites laterales en х = 0 son iguales , esto 68: 
i) hm (140% =e 
х — 0+ 4 
| — lim (1+х)!”=е 
i) lim (14x)'"—e x0 


x0 


A continuación trataremos de probar estos límites mediante el siguiente teorema. 


TEOREMA 2.17 

Sean las funciones f : IR — IR y р: IR IR , definidas por : 
Та) = (1+ 1)" y р(х) =(1+x)" 

entonces : 


lim (14 Ly =e y E 


хоо 
Ретоѕіғасібп i) Probaremos que lim f(x) = е, хе (0, +оо) 
Xx -—3 +00 


En efecto : 


1. Como cada valor de x e (0, + оо) está comprendido entre dos números naturales consecu- 
tivos , esto es 


1 
n+l 


- | ! 1 
Si n< <n+l=» —<—<“¿—- eo lt 
х El “л “п 





1 I 
«14 x$lt4 
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2. Sielevamos cada extremo de esta expresión a una potencia correspondiente tal que no altere 
el sentido de la desigualdad , obtenemos : 


(1+ nid "eret si pe 


3. Cuando x > + œ , entonces n — + со, pues хє [n, n 1) 
Ahora , evaluando los límites de los términos extremos , se tiene : 





4. lim (1+ -28) = Їр (1--4-) (1+ 4144) «(0040 =е 


n > + со n- +0 


5 lim (1+ 2)" = lim [ie M od) «este 


пэ + оо п э + оо 


6. Luego, de (2), (4) y (5) , por el teorema del “sandwich” , se sigue que 


А py. 

¿im (163) = 

i) Probaremos que : lim (1+4) = е, хє (-°,- 1) 
En efecto: еа 


1. En este caso conviene hacer un cambio de variables , esto es si x + 1 =-u => х= - (и + 1). 
Cuando x > - œ , entonces , u —> + со 








иь lim (1+ 2) = ,lim (1-5 u+l “оз „т LEN 


= lin lim (1+ 3) = lim (1+ z) (1+ 1) sero ee 
iii) Probaremos que : S (14х)/5-6 


En efecto, sea x = l/u = и = /х.Сиапдох-э 0, entonces и — оо 


Luego: lim (143)'^ = lim (1 + 4) =ё 
x0 





2.14.1) PROPIEDADES DE LOS LÍMITES EXPONENCIALES Y 
LAGARITMICOS 





L.E.1: lim (1+ 1) ze L.E.3: lim (1+ Sy ze 
хэ +оо хә +00 

L.E.2: lim (14x)" = е L.E.4: lim (1 +ах)'^ = е 
x0 x0 


L.E.5: Si lim f(x) = 0,con f(x) 20,parax £a © lim [I+f9] m =e 
rau ra 
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T 5421-27-31 
L.E.6: Sia>0 y arl = lim | z ) = Ln (a) 


1.Е.7: Si lim f(x) -L,L»0 c lim [En f()] = Ln[ dun f(x)] = En ($) 


xa xa 


L.E.8: lim 


x0 


(E 277 


LÍMITES DE LA FORMA : lim [/(9]*? =L 


Al evaluar límites de este tipo se debe tener en cuenta 3 casos : 


Casol  Siexisten los límites finitos 
lim Те) = y hm 09 = В >L =A? 
xoa 


Caso? Si lim f(x) = A+] y lim g(x) = +oo, el problema de hallar L se resuelve 


xa rwü 
directamente , pues al tener L la forma indeterminada 1*^ , ocurre que : 
a) эз А>] з= = А" = фос y L=A*"=00 
b 5 0О<А <1 ә L =A'*" 5-0 у LSAT =x05 
Caso3 Si lim f(x) = 1 y lim р(х) = +02, tendremos la indeterminación 177 
ru xa 


El problema se resuelve suponiendo que f(x) = 1 + h(x) donde lim h(x) = 
xu 


entonces: L= lim ([ 1 +h) ] "? ) 69. = ¿u : 
xa 


donde и = lim һ(х) • р(х) = lim [ f G9 - 1] g% 





EJEMPLOS ILUSTRATIVOS 








) X^ 21-5 

o "41 Calcular: hs (Ere К-3Х 
luci 2-4 ы cy. 232 
Solución Sean f(x) = 4-42 y goX “ярж 








"m oa. (хФ2Х-2) x42 
B B йа ne кеде 2.2 к: Jim (27 г) = > 
= 5 2x-5 Y BESA E cal 
He Эн, 800 Раз = Чин 8- 3x $3 Э 2 
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Como A y B son números finitos , tenemos el Caso 1 , por lo que 
L=A? =4"” = 1/2 = 





203: x!'-x-3| 597 
cur: , im (4253 


Solución Sean las funciones: f(x) = X EX-3 y g(x% = 2x +3 


3x! +2 
S А = lim х) = А = lim Ltx) = 
x— + оо 1400 pov 
B= lim р(х) >B= lim (2x t3) = +оо 
X — oo хә + 
Tenemos el саѕо , 2 donde 0 < А < 1 у В = +о 
A Es any” = 0 i 
әм x=] x*2 
Evaluar: lim 








x49 M x43 


Por el cálculo directo del límite obtenemos al forma indeterminada 1* ^ , Tenemos 

















el Caso 3. 
Entonces, si f(x) = 1+ бх) => h(x) =f()-1= 2 -1=- — 
Л х-1 : = 
Luego, L lim (2 = g" ,donde и = Es h(x) - g(x) 
2 due [4 4 сын 
эн tim | т+з)®+*2 = ш (78 aT а S ” 





Calcular: lim (Cos x a Senbx)'* 
x0 


Al sustituir x = 0 el límite toma la forma indeterminada 1” . Tenemos el Caso 
3.Luego, si 


f(x) = 1+h00) = h(x) = (Cos x+ Sen bx) - 1 = a Sen bx - (1 -Cos x) | 
= L= lim (Cos x +a Senbx)'^ = e" (1) 





a Sen bx - (1- Cos x) 
X 


donde и = lim h(x). g(x) = lim ( 
x0 x0 


= ба [Эси £ 


ч im (2 Созх gosa ) 


x0 бы 


(a b) lim (26825). lim (2598 Cox) = ap (1)- 0 = ab 


х-э0 x0 


Por tanto , en (1) : Ese T 
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EJEMPLO 5] Calcular: lim (1 + Соѕ х)? 5" 
x12 


Solución Obsérvese que si f(x) = Cosx => lim f(x) = O,luego , haciendo uso de la 
x12 


propredad L.E.5 , se tiene 
L= lim [ (1+ Соѕ х)! Ps [ep = e? E 
x— 1/2 
EJEMPLO 6 Calcular: lim (2 -1 | (Propiedad 1. Е.6) 
х +0 





Solución Un cambio de variables es necesario en estos casos 
Sea u = œ- 1 œ a = l+u 

















> xLna = Ln (1 +u) => х= Eaim 
Lna 
Cuando x > 0 , entonces и — 0 
a E eN _ _uLna . 
Luego, L= lim( x.) = lim Am Ur (1 +4) 
= — Шайа A a 
x Jim ага) ME | ыш > 
Calcular: lim ae) .a»0 
xb x-b 
Solución | Hacemosel cambio: x-b =u => х= bu 
Six—b,entonces,u — 0 
b+u b u 
Luego, L= lim [2—22 | = æ lim (4 -l 
E u=>0 u ) у 0 а 
y porla propiedad L.E.6: L= a'Lna | i 





Р E 1 ы рех -ё5х 
"LO 8] Calcular: lim eu 


х-э0 





Solución Соп el artificio de sumar y restar 1 en el numerador, se tiene : 


115 hm (AA lim (EA ү. lim (551) 


xD 





Para aplicar la propiedad L.E.6 , escribimos : 


L=a lim 


x0 








- b lim ES = aLne-bLne = a-b ш 
bx 


Зүс х-э0 
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EJEMPLO 91 Calcular: lim (Со8ху7 
E ! x—0 


Solución Por sustitución directa , el límite tiene la forma indeterminada 1* . Tenemos el Caso 


3, 
Luego. si f(x) = 1+h(x) => h(x) = Соѕх- 1 = - (1- Соѕ х) 
=> L = lim (Cos x)"? = е“ (1) 
х-э0 
: 1 1- Cos x 
d = 1 . =- - 5 —— LI 
onde u ho h(x)* g(x) uma Cos x) (=) + E Teosa) 
| a. (2568(Х2)ү 2 Sen(x/2) Ves E 
lm нис) —= 4 Les m (E > а? = 2 
Por lo tanto , en (1): L =e”? = Ше n 





Calcular: lim x[Ln(x*1)-Lnx] 


х—уоо 


Solución  Eliminaremos la indeterminación eo(oo - ео) , aplicando la propiedad 1..2 de los 
logaritmos , esto es 





L= lim x La (422) = lim Lo(1+ x) 


1>0% X— ее 


y porlapropiedadL.E.7: 1. = 1л [ lim (1+ +y] = Ln (e) = 1 = 
х ео 








RE = 2 1 [1 +ах 
MPLO 11) Calcular: lim laz) ^N 15 


: Nox V3ax 
Solución L= lim La(l*9X) " - Ln [ tim (12x) 71 
x>0 l -ax | lim l -ax 


El límite del corchete tiene la forma indeterminada 1” 


E Ez 2ax 





Luego, si f(x) = 1+ х) => h(x) = 








-ах Г-ах 
Entonces : eet Ln[e"] = u (1) 
ж, а= шу tot male (a) = m d (rds) - d 
Por lo tanto , en (1): L-2/ E 





lim (Tg ye" 
x 3114 
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Solución El límite tiene la forma indeterminada 1” 
Luego, 51 f(x) = 1 -h(x) © h(x) = Tgx- 1 








Entonces : L= limc(fg't-e" (1) 
х — 7/4 

donde,u= lim h(x)- g(x) = lim (Тех - 1) Tg2x 

x — 7/4 х n4 

| х : 2Tgx 2 
zu Тєх-1 = = ——]= -1 

M gx- 1) l- ) маа БОС ст) 

Por tanto , en (1): Ecole й 


lim NS) Е. 
h>0 h 


Solución ^ Haciendo uso de las propiedades de los logaritmos , el límite se reduce a : 














2_p? 
Log (4 2 ) h? h? ili 
L= lim 5 = ын. Log Ta = Log | | lim 0-4 
h>0 h h>0 
La sustitución directa da al límite la Au indeterminada 1” (Caso 3) 
2 2 
Luego, si f(x) = 14:10) => ҺА) = (1- | T E = 
=> L = Log [e"] = u Loge (1) 
E = ү күүлү E La 
donde , u = Ип һ(х).р(х) = Эван цаг ( zz) Fuss 
Por lo que ‚еп (1): L = (- 2) Log e ш 
x+ h x-h x 
Calcular: lim atey te) ,a>0 
h—0 
Por la regla de los exponentes se tiene 
2 Xen’ e ^.2g* è а"-а"-2 
h=>0 h* | h—0 h? 
zu. ара? -2а%41 a (a^-1y 
> L= dim (A) im (= 
y porla propiedad L.E.6: 1.- E (па)? = a*Ln*a ш 
lim Cos(xe*) - Cos(xe*) 
х0 x 
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L= tim(-$) [ | Sen (20) se a -xe* )] 


х +0 


. E Map -x ЕР (эх- эн 2 2 167-1 
Hagamos : A=>3(e"+e*) y B-5(e e”) с AB = xe (— | 


TUE lim (- aw EXE. lim (- 2) mar (E) 


х-э0 


= -2 lim e» [E E) 


х-э0 


y por la propiedad 1..Е.6: = -2(1) (Lne) =--2 m 





x x хүй 
Calcular: lim (ZEZE) a.b. ce Rt 
x— 





Por el cálculo directo vemos que el límite toma la forma indeterminada 1”, 
(Caso 3) 


l +h(x) => h() = arre SN EVEN 


x x Vx 
> L= lm( 5876 (1) 
x0 B 


donde u = за h(x) + р(х) = lim (E) (1) 


Luego, si f(x) = 


x 


lim (^ 4 ын + ca) = i (Іпа * Lnb + Lnc) (L.E.6) 





1 
3 
y por las propiedades de los logaritmos: u = Ln( Хафс ) 

Por tanto , en (1) se tiene L = eos = Vabe л 


Ln (1 +xe”) 


Calcular: lim ———————— 
x30 Ln (x4 NI 4x? ) 








Porel artificio de multiplicar y dividir por 1/x se tiene : 


(1/х) Ln(1 + xe") 
L= | ———————M—— 
a (I/x) Ln (x4 N14 x?) 


568 L,- Ба) 403 es LaL руе (LES) 
x0 х x>0 xe 

Sea L, = lim Ln(x- N14 х) = Ln [ Him | Gee vi + 2y.] 
x0 


Aquí el límite L, tiene la forma nda T (Caso 3) 
Luego, si f(x) =1+h(x) => h(x) = x+V1+x? -1 
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> L, =En[e”] = и 


donde u = lim h(x)*g(x) = lim (x+V1+x?-1) (1) 
x—,0 х-»0 


VI+ -1 : х 
=> L, = lim |1+ ————]-2 lim {1+ ———]-2 1+0=1 
s Jim | х lim ( Лу) 
Por lo tanto , si L= Dt L= t 
2 





Calcular: lim (Cos V5a/x Ул 
xe 


Solución Un cambio de variables es aconsejable en estos casos. 


Sea >= 26 > 20 
х 7. 


Six— о entonces 2 э 0, luego: L= lim (Cos 2)? 
2-0 


La sustitución directa da al límite la forma indeterminada 1“. (Caso 3) 
Si f(z) = 1+h(z) = h(z) = f(z)- 1 = Cosz-1= -(1-Cosz) 


=> L= lim (Сов2)9997 = e" (1) 
z= 0 
donde u = lim h(z)-g(z) = - lim (1-Coz) (225) 
z->0 z—0 Z 
= -5ab lim 1-Cosz) = - Sab (2) (Ejemplo 9) 
z0 7. 2 
Por tanto , en (1) se tiene : Ex gara u 





Cuando el límite de una función toma una de las formas indeterminadas 0° оос”, éstas pueden 
ser reducidas a la forma 0 - eo , hallando el límite del logaritmo natural de la función dada. 





Calcular: lim (3+2e ey? 
x= 17/2 


Solución Mediante el cálculo directo del límite obtenemos la forma өө? 
Para reducirla a la forma О. с, procedemos del modo siguiente 

1. Sea f(x) = (3+2е'®*)”-7> > Ln f(x) = (x-2x)Ln (3+ 2e'*) 

2. Tomando límites en ambos extremos de la igualdad se tiene : 


Ln[ lim f()]-2 lim |(х-235)1(3-42675 | 
x m2 x— 1/2 


= lim [(n-2x) Ln Ge?*' 4 2) e'e ] 
x1m2 
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= lim ((x-2x)[ Ln (Зе 1 +2) + Ln (е! 91) 
x 12 
= lim [(л-2х)1п (3678 +2) |+ lim (л- 2х) Tgx 
x12 х 17/2 
= [(0)Ln(0+2)]+ lim (1 -2x) Cotg (> - X) 
— Hs Cos (1/2 - x) 
Зан 73) Sn 
E - (172 - x) Л 
= 2 ll os (3 23) 
= 20) 1үу-2 
3. Luego,siLn[ lim f(x)] 22 => lim f(x) = e? m 
x— 172 x12 


EJERCICIOS . Grupo 19 


** Calcular, si existen , los límites propuestos 








1+ Цас 
s Xx I-x 
5 n 22x] 

А 2rx-1 хі? 
3. Jim ( 21] 


х2+2х-1 4^ 
з: LETS ve 


7. lim (22) 
xo X-A 

9. lim (14.3?) Сә 
x0 

11. lim [146 Tg?(N2x )]"* 
x0 


1 + Tg x I/Sen x 


13. lim 1 + Senx 


x0 
А Sen х 1/х-а 
15. lim ел) 





x0 


17. lim (Senx)** 
х n2 


10. 


12. 


14. 


16. 


18. 


x-1 


lim ES 
x» X + 1 











х?+1\*^ 
AA 


im (Зан) 


X — + со 
a,x b, 


ах: ) d >0,a,>0 


x 


lim (1 +Sen х) Cos. ` 
x1 


lim (x+ Cos 2x) Со 3: 
x90 
] + Tg x USen?s 


x50 «1 4 Senx 


я Cos x ү 


lim 
x0 Cos 2x 


lim | Те(-2 - x) | xus 


x0 





19. 


21. 


23. 


25. 


27. 


29. 


31. 


37. 


39. 


41 


43. 


47. 


49. 


51. 


arc Tg2« 
a n x-Senx 
x0 x 





lim (NCos Ух) 


dim [же 


n- ос 


lim Cos" (E) 


lim [ Sen Ln(x + 1)- Sen Lnx | 
X— o 

79 1.л(2--е25) 
X— e Ln (3 + e”) 


. Ln Те (л/4 +ах) 
n Sen bx 
E Ln (nx + V1-n? x2) 


i 
230 Lare) 





: х -а 
Jim ( эн ) ,a>0 


lin (ER) 


: Sen пх 
Hm Sen m x? 


lim tel 4 г) 


Е а ууа 
lim (5 га ) 
хэв ХХ"-48 





lim aO D ,x»0 


lim LEER ,a>0,b>0 


п э + 


xl х»! х+ 1 qx 
іт шы A ,Q,b,c,e IR* 50. 


x0 a+b+c 


х2 px 
lim e ,a>0,b>0 


20. 


22. 


24. 


26. 


30. 


32. 


48. 


52. 
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: 1 LRS 
a (Sen = + Cos x) 
lim (V1-2x) 
х- 0 

jx} 
li x+2 
¿tim (2622) 
lim ахла) га 50 
xu x-a 


Bim Ln (x? - x & 1) 
xe Ln(x? 4 x4 1) 


io Ln (1-4 Vx + Vx) 
x Lolit Nx £Yx) 





: Ln Cos ах 
hn. сор) 

А Q -x 

lim ,a>0 
lim ( х-а 


lim (x*e7)'^ 
х-э0 


l ( 1 + Sen x Cos ax 1 608% 
x50 «1 + Sen х Cos Вх 
1 Sen? (хт. 2x) 
lim 


x>1 Ln Cos (n - 2x) 

: par - ебх 

эв Sen ax - Sen bx 
aye (a+ by" 
Jim | (x a + by ++? 


lim m(NXx-" Nx), x>0 


П- өө 








lim (rm ,a>0,5>0 
n- оо 
x? x? lx 
tim ( 2*5 .a»0,b»0 
x90 ar +b* 
2 2 
а a? =% 
Jim ( а*-х° ) .a>0 











| CONTINUIDAD 











(3.1) INTRODUCCIÓN 


En el lenguaje ordinario decimos que un proceso es continuo cuando éste ocurre sin 
interrupción o cambios abruptos. En matemáticas la palabra continuo tiene el mismo significado. 
En efecto , si consideramos una función f definida sobre un intervalo, intuitivamente diremos 
que la función f es continua si su gráfica no presenta interrupciones o rupturas sobre dicho 
intervalo. 





FIGURA 3.1 


La Figura 3.1 nos muestra tres formas diferentes del comportamiento de una función en las 
proximidades del punto х, 


En (a) se observa que la СКУ) es continua en x, є Dom(f), es decir, (х) está definida y existe 
ES lim f(x) y se cumple que L = f(x) 
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En (b) y (c) se muestran funciones no continuas en x, e Dom(f) por una de las dos siguientes 
razones : en (b), f(x) carece de límite cuando x tiende a x, , es decir, no existe lim f(x), por 
х =p Xo 


lo que по se puede afirmar que L + f(x.) y en (с), f(x) tiene límite cuando x > x, , pero 


que , Lx f(x,). 
En consecuencia una traducción muy simple de todo lo dicho se sintetisa en la siguiente 
definición. 


Definición 3.1: CONTINUIDAD EN UN PUNTO 


=>” 


m a pem € aX cT | E C 4-: ; 
> dice quc una func 10, ys fe 5. cont int Ia еп X | D отб Т) .V. SC 
253 3h. — i 94 y = 


Ey mM -э1 





Por ejemplo , son funciones continuas en cada uno de los puntos de sus dominios 


1. Las funciones polinómicas pues: lim Р(х) = Р(х, 
X Ay 


2. Las funciones racionales , o sea los cocientes de polinomios 
| : Р(х) P(x.) 
lim 2 o 
хэд Об) ^ ©) 
3. Las funciones trigonométricas 
a) Senx y Cos x en todo punto x 


b) Tgx= Ar „en todo x tal que Cos x &0 €» х#2Ккт+®,К = 0,+1,+2,... 








Q(x,) + 0 





c) Cotg x= , en todo x tal que Senx #0 > x%2kxr,k=0,+1,+2,... 


Cos x 
Sen x 
Recordando la definición del límite de una función en un punto x, , una traducción directa de 


Jim шин Тос) 


—— ám siguiente : 
Para cada £ > 0, existe б > 0 tal que si 
0«Ix-x,1« 8 = | fe9-f(x)l «є 
pero en este caso , si x, e Dom(f) y es un punto de | А. 
acumulación , la restricción 0 < | x - х, | es innecesaria, | 
puesto que si tomamos |x - x,| = 0, entoncesx x, y | 
ох) = f(x) , porlo quel f(x) - f(x,)| 0, ciertamente С 
es menor que £ . 


En consecuencia , una caracterización € , б de la continuidad en x, está en la siguiente defini- 





FIGURA 3.2 - 
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Definición 3.2 : DEFINICIÓN (c - $) DE LA CONTINUIDAD 





Se dice que una función f es continua en x, e Dom(f) si , y sólo si 
Үє»0,38»01яї|х-х,| «6 => | /(х)- fol «s 


Una nueva definición , en términos de vecindades , en un lenguaje intuitivo simple lo obtenemos 
de la Figura 3.2. 


Definición 3.3: CONTINUIDAD EN TÉRMINOS DE VECINDADES 





Una función f es continua en x, si, y sólo si, para x próximo а x, , f(x) es próximo a f(x,). 
Formalmente : 
v£»20,3ó6»0lsixe УДху => у(х) є V. Efi) 


OBSERVACIONS.I 5; х es un punto de acumulación del Dom( f) entonces las Definicio- 
nes 3.1 y 3.2 son equivalentes , lo cual implica una nueva definición 
más explícita de función continua en un punto , que es la siguiente. 


Definición 3.4: CONDICIONES DE CONTINUIDAD 





Se dice que una función es continua en el punto x, e Dom(f) si, y sólo si , se satisfacen 
las tres condiciones siguientes : 


i) f(x) está definida , es decir , existe f(x.) 
ii) Existe lim f(x) 


AX 


її) lim f(x) = fa) 


TEOREMA 3.1 





Suponer que f es una función continua en x, y que f(x,) » 0 , entonces existe un número 
6 » 0 tal que f(x) > 0 para todo x que satisface | x -xl <ò 


Demostración En efecto : 
l. Como f es continua en x, entonces por la Definición 3.2 


Ve >0,38>0l Vx que satisface |x-x | <8 => 170)-10х)| «є 
2. Por hipótesis f(x, )>Ú y como £ > 0 es arbitrario podemos elegir £= f(x.) , de modo que > 
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3. 511/0)-7х)1 « FA) € - fe) < $00 - f(x) < Fx) 
e 0 < у(х) <2 f) 


4. De donde , f(x) > 0 se cumple Ух que satisface |Х-х,| < € 





Suponer que f es una función continua en x, y que f(x) «0, entonces existe un 
número 6 > 0 tal que f(x) < 0 para todo x que satisface | x - x,| < б. 


EJEMPLOS ILUSTRATIVOS 


Х”-хї-2х-2 
Dada la función f(x) - х-1 
3 х=] 


, sixe(-1,2),x%1 





Determinar si f es continuaen х = 1. 





ух (1,2), ру = EDD 


- 1 
Veamos si para x= 1 se cumplen las condiciones de la Defi- 
nición 3.4: 

1) f(1) = 3, existe por definición 
01) lim f(x) = lim (2+2) = 1+2 = 3 


x-—1 x1! 


=?+2 ‚х1 


ш) De (i) у (ii) se sigue que : 
lim f(x) = fU) 
x1 
Luego , f es continua en x= 1 , cuya gráfica se muestra en la 
Figura 3.3 = 








Para qué valores de x la función definida por 





хХ-3,8-1«х«| 
ТО) = 5 2x-4,sil<x<2 ,es continua. Trace su gráfica 
5-х? ,si2<x<3 





lució Siendo f una función seccionada , los posibles puntos de continuidad se presen- 
tan en la unión de los intervalos de definición , еѕїоеѕ ,епх= | yx=2 . Analice- 
mos la continuidad en cada caso. 


1. Continuidad en x = 1 
i) f está definida en x= I , pues en xe (1,1): f(1) = (1¥ -3 =-2 
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ii) Sixestá en la vecindad de 1 y x « | , entonces los valores de f se acumulan cerca de 
lin (2-3) = 12-3 = 2 


хә і 
Si x está en la vecindad de 1 y x» 1 , entonces los valores de f se acumulan cerca de 
lim (2x - 4) = 2(1)-4 = -2 
+ 


xl a 


Como lim f(x) = lim f(x) => existe lim f(x) = -2 


xo x1 


iii) Se cumpleque: lim f(x) = f(1) = -2, luego f es continua en x= 1 
x >) 


2. Continuidad enx = 2 
i) Enxe [2,3),f(2) = 5-(2Y = 1 existe. AEREA 
i) Sixestá cerca de 2 y x «2, los valores de f se acumulan | 
сегса де lim (2x -4) = 0 
x 


En tanto que si x está cerca de 2 y x »2 , los valores de f 
se acumulan cerca de lim ‚(5 -x?) = | 
x 


Como lim f(x) + im fin сэ Alim f(x) 
x2 x 


x2 





iii) No se cumple la condición : lim, fe) = fQ) 
X 





С FIGURA 3.4 
Entonces la función f no es continua en x 2 2 


En consecuencia, la función es continua en todo su domino, excepto en x = 2 , u cuya 
gráfica se muestra en la Figura 3.4 ls 


Para qué valores de x es continua la función 





Ew i Vx ,excepto x — E x22 
fœ) = 4 ‚51 х 43 


| Хх = 2 
: к. me, e а: 
ч дош (x+3Mx-2) x-2 


podemos observar que el denominador de la función f es nula en x = -3 y x z2 , por esta razón 
daremos una definición separada en estos puntos , esto es : 


1. Continuidad en х= -3 
i) f(-3) = 4, existe por definición 





ZXX-3,x-2 





өтү. "^ бү. ү 
9 йй = Moises 
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iii) Como lim, f(x) + f(3), la función es discontinua 
x>- 


enx=-3 
2. Continuidad en x=2 
1) f(2) = 1, existe por definición 

ii) En la Figura 3.5 podemos observar que si x — 2 por 
la derecha la función crece sin cota , en tanto que si 
x > 2 por la izquierda la función decrece sin cota ; 
es decir lim f(x) = +œ y lim f(x) = - oo. 

х-э2* x>2 





Significa que lim f(x) no existe. No se cumple que lim f(x) = f (2) , por lo que la 
x хә 


función también es discontinua en х= 2. 


Por lo tanto , la función es continua en todo su dominio excepto en x=-3 y x=2 2! 
|х-4| ,51х#++2 
(EJEMPLO 4 ) Sealafunción: f(x) - 
| 3 ,Six = +2 


Analizar la continuidad de f en los puntos x =-2 y x=2 

¡Solución Al eliminar las barras de valor absoluto obtenemos 

x'-4A,six«-2vx»2 
fQ)244-x',si-2«x«2,x*»t2 
3 ,8Ях-12 
1. Continuidad en x = -2 
i) f(-x) = 3, existe por definición 
ii) lim f(x) lim (4-x?) = 0 
* 


x—-2* x-2 
lim f(x)» lim (2-4)-0 
x--2 х--1Т 
Luego existe lim f(x) = 0 
x-2 


iii) Como lim, f(x) + f(-2), la función es 
x=- 





discontinua en х= -2 


2. Análogamente se determina que también f es discontinua en х= 2. 
La gráfica de f se muestra en la Figura 3.6 | 
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к а [2x - 1], sixe [-1,3) 
LC 5. Sea la función : f(x) 54 хУд-х ,sixe[3,5) 
12 ‚ &х=3 
Hallar los valores de a y b de modo que f sea continua en х = 3 





Solución Сотох= 3 € Dom(f) es un punto de acumulación , aplicaremos las condiciones 
de continuidad en este punto. 


i) f(3) = 12, existe por definición 


п) Paracalcularel lim f(x), examinaremos los límites laterales : 


х-э3 
lim f(x) = lim a[2x-1] = a[6- 1] =a[5] = 4a 
х-эХ x» 
lin f(x) = lim (xVb-x) = ЗУ -3 
ҳ э 3+ х- 3+ 


Existe lim. f(x) <> 4a = 3wb-3 


иш) Para que f sea continua en х = 3 se debe cumplir чие: lim f(x) = f(3) 
x3 





Luego , 4a = 3Nb -3 = 12,dedonde obtenemos: a = 3 y b = 19 ni 
X-x-4x44 К six<-2 
x+2 
Sea la función: f(x) = ax? -2bx+1 ,si-2<x<2 
x'-13x422  ,-2 
x-2 i 


Hallar a y b de manera que la función sea continua en todo su domino. 


"Solución | Analizaremos la continuidad de la función en los puntos de acumulación x = -2 
yx=2 


1. Continuidad en x = 2 
i) f(-2) = a(-2» -2b(-2)+ 1 = 4a +4b +1 


: ai [2x4 үс 0320-2041). L4 uL 
Agnes PANA ARA 
п) lim fœ) = lim (ax?-2bx +1) = a(-10? -2b(-2)+ 12 4a + 4b +1 
x-2* x-2t 
i) Existe lim 70) < 4=4а +46 +1 > 4a +46 = 3 (1) 


2. Сопїпшдааенх = 2 
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i) f(2) = a(2? -2b(2)+ 12 4a -4b + 1 
n) lim f(x) = lim (ax?-2bx +1) = 4a -4b + 1 


x2 х ә 2 
: 3 ХЭ-13х:221-..-.. @- МН) 2 
Jn. o0 = [A ша = m. 2987 = 2-1l= -9 
ін) Existe lim fo © 4a-4b+1=-9 => 4a -4b = -10 (2) 
х > 
La solución común del sistema (1) y (2)es: a = - 7/8 y b = 13/8 Hi 





Si el Dom(f) = IR y f(x) = x [x], hallar el conjunto 
А = (ne ZÍ f es continua en n) 
Solución. Dado que el Dom(f) = IR , cualquier x e Dom( f) es un punto de acumulación . 


Luego,x = ne Zc ІК es un punto de acumulación y si f es continua en n , se 
debe verificar que : lim f(x) = f(n) (Def. 3.1) 


Entonces redefinamos f alrededor del punto x = n 
Silx]  n-1 & n- 1Sx«n,ysi[x] =n © nSx«n«1 


(n-1)x, sin- 1 $x«n 
> f(x) = x[x] = 

nx ‚ 5п<х<п+1 
Los límites laterales en x = n deben coincidir , esto es 


lim f(x) = (n- l)n = п-п y lim f(x) = п.п = п" 
xm x—n* 


Entomees , si: п? - п = m < п = O.Luego, f es continua en n = 0 
Ac = {0} Г 





entonces 38 » 0] silx-x,1<8 = |/(х)! c 





Demost ración: En efecto, si f es continua en x, , entonces por la Definición 3.2 , se tiene : 
1. Vg»0, 3850) silx-x,l «8 > |£(x)- fix A 


2. Por hipótesis, | fæl « M => M- f(x )>0, luego, si elegimos £> 014| que £ =M- Fa): 
entonces: 


3. V£- М - f(x) »0,36»0l silx-x,1<5 => | f()-f(,)1 «М-1 fol 
4. Pero, por la desigualdad triangular : | f()] - 1fGx)| < 1 fG9 - fl 
Luego en (3) : 17091-1 fæl <M- | f(x,)1 . de donde |0) 1 < M 
5. Por tanto , 3 6 « 0| sil x - х, | <6 = Кх) < М ai 
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PUNTOS DE DISCONTINUIDAD 





Generalmente , en términos de la gráfica de una función , las discontinuidades impli- 
can una interrupción , un salto o ruptura en el trazado de dicha gráfica , originadas por dos 
motivos : Primero, que lim f(x) exista pero no coincida con f(x,). Segundo, que lim f(x) no 

х х, х Xo 


exista (ver ejemplos 2 y 3) . Estos motivos nos sugiere las siguientes definiciones. 


ue es de discontinuidad removible o evitable si se cumple alguna 
| д E E 
^ AES = 
222. “Жс o» pas 52 " M 2%, T “ч 
ч 54 ЭД. J 











FIGURA 3.7 - FIGURA 3.8 


Si designamos por f, a la función redefinida de f y si a través de la gráfica de ésta trazamos la 
Gr(fr) de modo que cubra el hueco en x,, entonces habremos logrado que f, sea la extensión 
continua de f en x, , para tal efecto basta definir Ia función f, de la siguiente manera : 


f(x) , Sixe Dom(f) 


i) fao) = ; Dom(f,) = Dom(f) 
lim f(x) , six=x, 
xx 
f(x) , Six e Dom(f) - (x) ; 
i) о) = 4. i ; Dom(f,) = Dom(f)U {x,} 
im fœ) , six=x, 
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Definición 3.6: DISCONTINUIDAD INEVITABLE 


Un punto xs IR se dice que es de discontinuidad esencial o inevitable si se cumple que : 





re Dom(f) y noexiste lim f(x) , donde los límites laterales existen pero que, 


lim f(x) lim ТО) (Figura 3.9) 
| х at х 5% x ^ - 
di) x, e Dom(f) y lim f(x) өө, (puede ser-&eo -9) Figura 3.10) 
| TA 5 | 





FIGURA 3.10 


x'Sgn(? - 2) + 3х , six<-2 
3 x+ Sgn (x3) ‚ 51-2<х<1 


200-7 +2х+3  ,six»l 
xi-4x +3 


Analizar la continuidad de f en todo su dominio . En caso de haber discontinuidad indicar de 
que tipo es. 





rn — Е > E 2 ж is 
¡Solución Teniendo en cuenta que : 2x -7x +2x+3 _ бх+1ух-3)(х-1) 


xX -4х+3 (x - 3)(x - 1) 
| ,84Х1»2 5 x«-N2 vx» N2 l,six»-3 
Ѕрп (х2- 2) = 9 0,si2=2 e х=+ 42 у Sgn(x+3) = О, 51х=- 3 
-l,six* «2 € -V2 «х« V2 -l,six«-3 
х*+3х ,six«-2 
Entonces : f(x) = 2x4 1,51-25х:51 


2x+1 ,six>l,xX*lyxx3 
Analicemos ahora las condiciones de continuidad enx=-2,x=1yx=3 
1. Continuidad en x=-2 


) f(2) = +(2)+1= -2, existe 
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i) lim f(x) lim (+30) =-2; lim fx) = lim (ух+1) = -2 


хә -7 х-»-1 x —-2* х-»-2 
Dado que lim f(x) = lim f(x) сэ existe lim f(x) = -2 
1-7 х-»-2" x>-2 


ін) Se cumple que: lim f(x) = f(-2), por tanto , f es continua en x= -2 


Х-э 


2. Continuidad en x= 1 


910) -40)41-3 „existe 
i) lim f(x) lim Qx*1) 2 3; lim (2х+1) = 2 
s31" х-э!! xV 


Como lim (х) + lim f(x) = noexiste lim f(x) 
> 1% х-эГ x1 


їп) No se cumple que : ин f(x) = f(1), por tanto, х = ! es un punto de discontinuidad 
esencial o inei. 5 
3. Continuidad en x=3 
Como f(3) no está definida, руеѕ х + 3, у lim f(x) = lim (2x 1) = 7, si existe, 
x-3 x3 


significa que x 2 3 es un punto de discontinuidad evitable. 
Luego , la extensión continua de la función f en x = 3 es 


f(x), sixe Dom(f) - (3) 
feo = ; Dom(f,) = Dom(f) U (3) ш 
J SEXT 


Analizar , en x = 0, la continuidad de la función 





х Ѕеп(1/х) , six 20 
10) = 
| ‚ SixzÜ 
En caso de ser discontinua , indicar de que tipo es y redefinir la función , si es necesario , para 
que sea continua en todo su dominio. 





i) f(0) = l,existe por definición 
il) Ahora veamos si existe el lim. f(x) 
x 


Como 5еп(1/х) es una función acotada , es decir, - | < Ѕеп(1/х) 51 , entonces 
0 < | Sen (1/х) І < 1, multiplicando por |x | se tiene: 0 < Ix Sen(1/x)l < txl 


Si іт 1х1 = 0 y lim 0 = O,entonces por el teorema del “sandwich” 
x0 x—0 


318 Capítulo 3: Continuidad 


lim | х. Sen(1x)] = 0 = lim xSen(l/x) = 0 


х-э0 x0 
iii) No se cumple que lim f(x) = f(0) . Luego, f es discontinua en x = 0 
Siendo х, = О є Dom(f) y lim f(x) + f(0), la discontinuidad es removible , у la 
extensión continua de f es: * 


x Sen (1/x) , six + О 
О) = ш 


0 213120 


Demostrar que la función de Direchlet 





1 ‚si xes un número racional 
ТО) = 


O, si xes un número irracional 
no es continua en ningún punto. 
E etr ЕО HE 
Dem stración  Probaremos por reducción al absurdo. 
En efecto , supóngase que f es continua en el punto x, , o sea, por la Defini- 





ción 3.1 , se cumple que : Be То) = f(x) (1) 
c ҮЕ»0,36»01!|х-х,| «8 ю»1/0)-10х)| «є (Definición 3.2) 
Luego , si elegimos Е = 1/2,se tiene : 
36»0l silx-x,l «6 > lf- f(x)! < 1/2 (2) 
Ahora,si: |х-х|< б © -6«x-x «8c хе (х -ӧ,х +8) 


Blijamos un número racional a y un número irracional b en este intervalo. 


Ñ—= AAA M MÀ — „Ди S 


х,-5 а b X, +0 


Si suponemos el hecho de que entre dos números cualesquiera existen números racionales e 
irracionales , ocurre que : 


i) Siaet(x,-8,x, +0) => f(a) = 1 

Еп 2): |f(a)-$0)1<12 => 11-21 «12 e 4 «10,343 (3) 
й) Sibe(x,-5,x,+5) => fb) = 0 

Еп (2): 1£(b) -f(x)1<12 => |-f(x)1<12 e - «f <4 (4) 


De (3) y (4) obtenemos la contradicción : f(x.) > 1/2 y f(x,)< 1/2 
En consecuencia, f(x) no es continua en ningún punto. na 
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--2x-3 > <. | 
ута 


x*-x? 
carr m Sid 
+ х?-х- 1 


Dibujar la Gr (f) mostrando todas las asíntotas existentes e indicando los puntos de discontinui- 
dad y redefiniendo la función en estos puntos. 
Solución 1. Intersecciones con los ejes coordenados 
Enxe (oo,-1]:a) EjeX:y=0 > 2+2x-3=0 e x=3vx=1€ (oo, -1] 
b) Eje Y :x-0 e (oo, -1] . No hay intersección 


Sea la función : f(x) = 





Enxe (-1,-49): Eje Y:x=0 => y=0. La curva pasa por el origen. 


: x 42x-3 (х + 3) - 1) 
2. Asíntotas verticales . f(x) = (x42) 1641 = GDA 1 ‚хє (-оо , -1| 
MES) - -(1Х-3)- 
l = =+% ; 4 = = 
ee fe (05(45 ) х pos e е) (055 ) 
Luego , x= -2 es una asíntota vertical en ambos sentidos 
E c 12. 
Para f(x) = AA Ge „XE (l,+00),x% 1 
lim 7.0) - x =-0 => x=-l es una A.V. hacia abajo 


EN hi 
3. Asíntotas horizontales 
' xX (1 + 2/х - Mx?) 
im [LGA 297. 
x>- x(1+2/0)lx1 VI+ Ux? 


Entonces, y = -1 es una asíntota horizontal 


- em a 
“Їл 50) = lim [x] 


(Рагах«0,|х1 =-x) 


lim 1,0) = 


= to => No existe A. Н. 


4. Asíntotas oblicuas. у = mx +b 


Бај,: т= lim (200) -о (verificar) => Noexiste А.ОЛ 


Еп/,: т, = lim (22) - 


x>+0 


cum iE х-1 зала! 


x - 


h^ He Чайна =. йн (ээн HA 


Luego, y=x-2 es una asíntota ох derecha 


5. Puntos de discontinuidad 
En x=-2 y x= -1 la discontinuidad es esencial ya que ambas rectas son asíntotas 
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verticales, sin embargo en x=-1" e Dom(f): 


ut 1-253 .- 
4)----214----22 , existe 
ne C142) 1-1 
Además como f,(1) no existe, pues x #1 y ын Р) = lim 3 , existe, 
> 


Жо a 
x21 (a+ ly 4 
entonces x= 1 es un punto de discontinuidad evitable y podemos redefinir 


Дох), sixe Dom(f) - (1) 
f(x) = 


1/4 ,41Х-1 





“FIGURA 3.11 — 


EJERCICIOS . Grupo 20 


Suponer que f(x) es continua en x, y f(x,) <0 . Demostrar дие : 

36»0l f(x) «0, Vx que satisface Ix - x,| <8. (Corolario del Teorema 3.1) 
2. Sea f una función continua en x, y f(x,) > О. Probar que existe una б > 0 tal que 
Vx e Dom(f), silx-x,| < ё = f(x) 20 


1 


3. Sea f una función continua en R tal que lim [E ] = lim [227 = 0 donde n es 


X +00 X>- w 
es un número positivo par . Demostrar que 
3x, ER|VxeRR:x"+f(x,) < x"- f(x) 
4. Sea f una función tal que 


Ve>0,35> 0140-«18| < 8 > If(x,*b)-f(x,-l«e 
Analizar la continuidad de f en x, 
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«* En los ejercicios 5 al 10 , está definida una función en un cierto dominio. establecer si la 


función es , o no continua en el punto indicado . Si es discontinua indicar de que tipo es . 
Dibujar la gráfica de cada función. 








x - 2х2 - 11х+ 12 
?-5х+4 AA x*-6x-l,si-1«x€2 
5. fx) = 2 (8131 6. f(x) = 5 2х-6,512<х<3,х =2 
7 ¿SU == 4 -х +4х-3,513<х<5,х =3 
Хх? - | . E Ix-2] .. 
7. у= 4 3-1 .Sil«x«2,x,z1 S es ps ,Sixz2 
х + 3х - 2,512 <х<5,х =2 ! (81:52 
3-1х-21 ,X3624 „2 ; 
9 [х+1]-3 3 -xSgn(x+3),six<-2 
- 10) = -2 Six -4 10. f(x)- 2-x S1 -2€x€2 
2 “5 х-2 х-4х44 ,ях»2 
< En los ejercicios 11 al 18 , hallar los valores de las constantes a y b que posibiliten la 
continuidad , en todo su dominio , en las funciones dadas 
х+2а ,six«-2 b[3x*-4].sixe [1.2) 
11. fœ) = 5 3ax+b,si-2<x<1 12. fœ) = 4 SxvVa-2x ,sixe (2,3] 
3x-2b ,six»1 20 „&х=2 
x-x!'-Ax *4 
ши ases Хжахжх-1,х5-1 
13. (х) = 4 ах-23Хх-41 ,-2<x<2 14. f(x) = A ‚„-1<х& 1 
х - 13х + 22 
та 52 -10x-4 ,1«х«3 
Vx! + 3Yx - Зх - 1 Х2+9-6 . 
Н.а: е хо!) ——— —- .S10«x«3 
ox £3Nx-3Y» - 1 43-х 
15. f(x) = а ,51Х:1 16. f(x) = b 2S X23 
n ШЕ. 19 Sen(3 - x) А 
а te emm шз ee 
YAp 1 LS ad Уау + 3 
Чх\+ 1 - к. мй ME] ‚51х>0 3-ЧЗ3х+3 .51х<8 
а(Ўх - 2) 
17. f(x) = ,81х-0 18. f(x) = ab „Six=g 
УСоѕ2х ХСов2х - Cos x ,Six«O E CE QS) x8 
|^ — Зах | Ь12х-7| 
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2 
3a - Za” ,x<a 
xi 


19. Dadala función f(x) - 
(x - 2ay 
ЭД ‚х>а 


Analizar la continuidad de f , Va e IR y graficar la función si a = 2 


20. Determinar el valor de a є (0, 1/2) para que la función 


Sen?x - Sen'a 
2 2 , X - a Ё 
fe) = Xx -a , ѕеа сопііпиаеп Ха. 


(1/2)a .X- 


21. Como deben redefinirse las siguientes funciones de manera que resulten continuas en el 
punto que se indica. 


47 -4х -3 2N2x! + 1 + 455247 -9 
x-8 


a) 10) = ‚х=8 c) fía) = PE AA 
Ү264х-2 0, Q+ 2x) VZ -0244)Х 00 
b) fo) = 1-32 ,x=32 d) үх) = твит ‚ X 
4248-42-38 -2 ; 
22. Sean las funciones: g(x) = (E x-1 | ээс 
6cx +c? ,Sbxum] 


y f(x) = iu , Sil xl «4. Determinar el valor de c para que las funciones f y g sean 


continuas. 


23. Dadas las funciones 


E .xX6.2 
^ 2-1 
f(x) = — ,42«|х11 y р(х) = AL +1 a 


сх + с? , Sixz-l 


Hallar la constante c para que las funciones f y g sean continuas 


24. Seanm,ne 2+ у sea f(x) = (— 2 37 E )( gol - 3 . Es posible redefinir f(x) 


para que la nueva función sea continua en 2 y/o - 2 ? Justifique y redefina f(x) en los casos 
posibles. 


< En los ejercicios 25 al 36 , analizar ; interceptos , asíntotas , puntos de discontinuidad y el 
tipo de discontinuidad para la función dada . Esbozar un gráfico de cada función. 


l 
[х1 -2 





25. (х) = Ix- 1l 26. f(x) = |x+4l + 


-— m 
Ix] -3 
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А 
| “(х - 1) ,Six20 Nn , en su dominio 
27, = ; 28. = 
"ar E +2, six<0 "ud 154 sel? 
x + 2х- 3 | xl. 3" 
5 
|| ^*2х+1 міх) №2-2 0-3) “ес N)- (-3) 
29. 9-1 . x*8 30; $6) = х!-9х 
х ix»- 2x +4 
zd 43 ,six>-] e -х»5 
та x<- а KÈ- 
31. fa) = d 3à Has PMI 
2 - Ox + 5х? + 35х-42 > х“ - д? 
A O R1 ——————  ,x>l 
x'-5x + бх B x-xX-x-1 
Vx -2[Ix] ,х«-4 Jic x €-2 
3 + [x/4 3 
3. {(х) = Itil ‚-4<х<32 34. f(x) = 26035331 + [@#+6,-}<х<3 
2x +5 
Ap 23 FT +3 x23 
Bani пасе [AS ы 
35. f(x) = S uu 36. f(x) - 
к pa rd NAS хар 
W(x- 5х - 8): , x e (4, +00) х Эр 


TEOREMA 3.2 : Propledades йе preservacion de la continuidad 


Si las funciones reales f y g son continuas en x, tal que x, e Dom(f A g) , entonces : 
1. La función suma f(x) + р(х) ex continua en х, 
2. La función diferencia f(x) - g(x) es continua en х, 
3. La función producto f(x) - g(x) es continua en х, 
- 4. La función cociente Т es continua en x, , 


siempre que р(х) 50 


Demostración 1. En efecto , dado que Dom(f + g) = Dom(f) П Dom(g) y por ser f y g 
continuas en x, se tiene : 


i) x, e Dom(f) y x, e Dom(g), esdecir, х є Dom(f Ng) = (f  gXx,) existe 
ii) lim ТО) = f(x) y ит gx) = р(х) 
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y como lim (f + g)(x) = lim f(x) + lim р(х) = f(x)+80,) => 3 lim (f+g)00) 


х-эх, xx, xx, xXx 
ij) De (1)y (ii): ide ( *gQG) = (f + x) 


En consecuencia , se concluye que f + g es continua en x, 
De la misma forma se demuestra (2) , (3) y (4) . 





1. Evidentemente los resultados del Teorema 3.2 pueden extenderse a cualquier número finito 
de funciones. 


2. Los recíprocos del Teorema 3.2 no necesariamente se cumplen , puede suceder que f + g sea 
continua en x, , sin que f y g lo sean. 
-х,51х<0 1,51х<0 
Por ejemplo , las funciones: f(x) = . gx) = 
l,six>0 x,six>0 


no son continuas en x, = О, sin embargo la función 


l-x,six<0 
(}+ь)(х) = ‚ез continua en x, = 0 
l+x,six>0 





CONTINUIDAD LATERAL 





Definición 3.7 : CONTINUIDAD POR LA ESMENDA Y DERECHA 


- M" УУ: A -н 21 z- т -y ч — gu, ч, JE ын — - a a mm тт + 
OS Ч S Lt. 225 2 =: Mum po Ег - Р "mW ^ 


"E> | Ё 2 
quo os -= 


y Е PUN 

LN | AR Е" xz ©] 52 
«^l ү: 5010 2. j 255 
AE M~ —— 





Formalmente, la definición 3.7 , en términos de € y б es equivalente ala: 
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Definición 3.8: DEFINICIÓN (€ - 5) DE LA CONTINUIDAD LATERAL 





Una función f se dice que es : 
a) Continua por la izquierda de х, si, y sólo si 
Ve>0,30>01 sixe Dom(f) y xe (1, -0,x, > |£00- х) 1 «e 
b) Continua por la derecho de х, si y sólo si 4: 
V£»0,38»0lsi xe Dom(f) y хє ix, x6) к> 1f0)-f(x)1 <E. 


Esta definición es muy usada en las demostraciones de teoremas o proposiciones. 

Es evidente que los límites laterales nos induce a afirmar que una función f es continua 
en el punto de acumulación x, si. y sólo si. es continua por la derecha y por la izquierda de este 
punto. 

Por ejemplo , la función mayor entero o función parte entera de x : 
ТО) = [x] 
es continua por la derecha pero discontinua por la izquierda de cada valor entero (Figura 3.12) , 
en efecto , si 
[x] = ne» п<х<п+ 1, пє 2 


Entonces рагах =ne Z: 1) f(x) = f(n) = n, está definida 


и) lim 73) = [n] = п, existe 
ш) Se cumple дие lim f(x) = f(x) 
х-э х 
Luego, ў es continua por Іа derecha 


En cambio la función g(x) = VI - x, con dominio x € (-œ, 11, cuya gráfica se muestra en la 
Figura 3.13 , es continua por la izquierda de x, = 1 , toda vez que : 


i) g(l) = VI- 1 = 0, existe 
ii) lim р(х) =V1-1 = N0* =0 
xV 


iii) Secumpleque: lim р(х) = Р(1) 
xl 
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COMPOSICIÓN DE FUNCIONES CONTINUAS 


TEOREMA 3.3 
Si f es una función continua en X, y si Jim ge) = y» donde c, es un punto de acumulación 
del Dom(f o g}, entonces | 


Jim 7120] =. те 8(0)| = 10) — as эл 





Demostración En efecto , si f es continua en X, E€ Dom(f) , por la Definición 3.2 , se tiene : 
|. Үє»0,36,»0| sixe Dom(f) y lx-x,| « 6, - 1709-1041 < € 


2. Si lim g(c) = х, entonces por la definición de límite 
с t€, 


v 20,38» 0l sic e Dom(g) y 0« |с-с,| < 8 => Ig(c) -x,l < 6, 


La) 


. Además, sic e Dom(f o g) y 0< |с-с,| «6, entonces 
Dom(f og) = {clc e Dom(g) ^ g(c) e Dom(f)) 
4. Como g(c) e Dom(f), entonces en (1) : |f [g(c)] - f(x < E 


5. Se ha demostrado que para cualquier £ > 0, existe un número б > 0 , tal que si : 
ce Dom(f og) y O< |с-с,| «6 > (Хорус) -fæl < € 


Esto es : lim flg) = ff lim gc)] = f) m 


El Teorema 3.3 es utilizado con mucha frecuencia en funciones que pueden ser consideradas 
como el resultado de una composición de funciones. 





Dada la función h(x) = [х° - 2x] , hallar si existen 
a) lim h(x) b) lim h(x) 
x52 х 3 


"Solución Sean las funciones : f(c) = [c] y р(х) = x! -2x 
Entonces: h(x) = (f eg) (х) = f[gG9] = bé -2x] 
5 201 2. 2 25 И та 8 
Luego, J hm, g(x) d lini. (х? - 2x) 2 5 = 1 
Se sabe que una función máximo entero es continua en todo x, e (R - Z) , luego si la función f 
es continua en х, = 5/4 , por el Teorema 3.3 , concluimos que : 


a) lim (fog)(x) = fl гүй (800) = f(5/4) = [5/4] = 
x52 


“ dim h(x)s lim [x?-2x] = 


x> 5/2 x52 


Sección 3.4 : Composición de funciones continuas 327 


b) Como x,=3 € Z, la función h no es una continua en 3 , por lo que no se puede utilizar el 
Teorema 3.3 . El límite se calcula directamente , esto es : 


ын. h(x) = lim [x?-2x] = [9-6] = 3 Ei 


El siguiente teorema nos permite decidir la continuidad de las funciones compuestas. 


TEOREMA 3.4 


Siges una función continua en x, y f es continua en р(х, ) , entonces la composición f o g es 
continua en x, 





Demostración  Probaremos que: VWe>0,35>0l silx- x,| « 8, entonces 
Iflg] - f[gx,)] | «€ , esto es que : Jim fígG9] = fle(x,)) 

|, Enefecto, por la continuidad de f en g(x,) se tiene : | 

Ve>0,38,>0l sil y - £(x,)1<8, >1f£0) - flg(x 1! «s 
2. Con 6,>0, la continuidad de у = (х) en x, implica que existe un número ё > 0 tal que si : 

|х-х,| < 6 > | р(х) - р(х)! < б, 
3. Combinando las expresiones (1) y (2) , por transitividad , vernos que si 
|х-х,| «6 = |/[р(х)] - fle(x,)]1 «s 

4. Así hemos demostrado que : lim Д1г(х)] = fle(x,)) 

y , por lo tanto , que f[g(x)] es count en el punto x, fifi 


Geometricamente esta demostración se ilustra en la Figura 3.14. 





FIGURA 3.14 


Nota La demostración del teorema 3.4 confirma lo siguiente : “ La composición de dos funciones 
continuas es otra función continua" , pero no afirma ni niega lo siguiente 
a) Que g sea continua en x, y f discontinua en р(х,) 
b) Que g sea discontinua en x, y f sea continua en р(х) 
c) Que g sea discontinua en x, y f sea discontinua en р(х) 
Si se presentara cualquiera de estos casos al analizar la continuidad de f o g en x, , estos deberán 
ser analizados por separado para dar una respuesta afirmativa o negativa. 
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Зх+1,х> -2 [- 12 +1,x<1 
S y g(x) = 

X-I ,x<-2 Sx ‚х> | 
Analizar la continuidad de f o g en los puntos x=0 y х= -2 





Solución. Comox=0 y x=-2 son puntos de acumulación del Dom(g) , р(х) es continua en 
tales puntos , esto es 


8(0)-1-42(041-0 y 8(2)-1-42(2у41--2 
Ahora , O es punto de acumulación del Dom( f) , pues f(0) = 3(0)-- = 1 luego, f es también 
continua en x= 0, y por el Teorema 3.4, f og es continua en x = 0. 
Veamos la continuidad de f en el punto de acumulación х= -2 є Dom( f) 
i) f(-2) = (C2y-1-2 3 „existe 
ii) lim f(x)2 lim (3x*1) = -5; lim f(x) = lim (2-1) = 3 


х=›-2* a x>-2 x>-7 


Los límites laterales son diferentes => no existe el nb f(x) 
ii) No se cumple que f(-2) = Him, f(x), entonces f es discontinua en x = -2 , por tanto , no se 
puede aplicar el Teorema 3.4 para afirmar que f o р sea continua o discontinua en x = -2. 
El siguiente paso es hallar la regla de correspondencia de f ор ( Verificar) 
(1-42х51-19-1 , sixe (oo, -2] 
h(x) = (fog = 4 4- 4X2 «1 ,sixe (-2, 1] 
15x + 1 , Sixe (1, +00) 
La condiciones de continuidad en х = -2 son 
i) h(-2) = (1-V2(-2+1)P-1=3 ; existe 
ii) lim h(x) =3 у lim h() = lim (4-N2 41) -1 
ЭРЧ 


x-2* x -2 
Como los límites laterales son diferentes , no existe lim НОО 
х - 


i No se cumple que: h(-2) = lim h(x) 
x--2 


En consecuencia, f o р es discontinua en x = -2 а 


Si fœ) = [х], хе [-3,4] y р(х) = arl „хє (-2, 1): determinar 


los puntos de discontinuidad de la función f o g. 











1. Hallemos el Ran(g) escribiendo g(x) = шал Ын = 3+ ҮЧ 


Entonces, six e (2,1) €» -2«x«1 «-3«х-1«0 > zi <- 


1 
x-1 3 
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> 2 5-3 a 3+ Tu «3 => Ran(g) = (oo, 5/3) 


Como Ran(g) f) Dom(f) * ф , entonces existe f ор 
2. Determinación del Dom( f og) 
Ran(g) z Dom(f) => Dom(f og) = {x |x e Dom(g) ^ g(x) e Dom(f)) 


c» хє(2,1)л(34 -4 0 [3,4] e» (2<x<1)A(3<3+ += <4) 


€ (-2<х<1) л (< 2-6) л (E <1)] 


e» (-2«x«l)A^A[(xs-V3vx»l)A(x«1vx25)] © хє (-2, 1/3] 


Entonces : (f o р)(х) = /[(х)] = f (3 * =) = m 3-1 = 3+ [4] 


3. Determinación de los puntos de discontinuidad de f o g 


f o g será discontinua Vx e Dom(f o g) tal que 2 ) є 7 


| 2 3 | ( 
Luego, si 2£1<3 > -35х-1<- = e ер 
4 


4 
EC == 
> -65 ЖЭЛ 3 


Los números enteros que cubren este intervalo son: n = -6,-5,-4,-3,-2 


= 25 ete. 4/3) 


4. si (-2- = -6 exu): (2—=-5ех= 2); (EL = -4 е х= 0) 
L=-301= -4 : (E=-20:= -1) 
5. Portanto, f o ges discontinua si xe (-1,-1/3,0, 1/5, 1/3) m 


9» Hasta aquí nuestro objetivo se había centrado en el estudio de la continuidad de una función 
en un punto, ahora nuestro interés será averiguar el comportamiento de la continuidad de dicha 
función en un intervalo. 


CONTINUIDAD EN INTERVALOS 






Definición 3.9: CONTINUIDAD SOBRE UN CONJUNTO 


- Una función f: sedice es continua sobre un conjunto S рч; si E función TOR: 
 denotado рог f © continua. en cada punto des. Ж 7” е АЗ 


PE d 2d 8-4 ғ Єс-» > - y ЕСЕ lm A -—-—A А A 
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En la mayoría de los casos de interés que se presentan, Ses Ё yp — 

un intervalo . Según la forma de S , estos pueden ser : nr 

І. SiS- (a,b), es un intervalo abierto , la Definición 3.9 
es equivalente a decir : “ La función f es continua sobre 
S = (a, b) c Dom(f) . si f es continua Vx e (a, Б)” | | 
(Figura 3.15). Lo cual es cierto , toda vez que si x, e S S o. 
c Dom(f) , entonces f(x) está definida V x, e (a , b) y ; 
dado que x, es un punto de acumulación del Dom(f), se = 
cumple que 





um 109 = f(x) (Definición 3.1) 


П. Si S = [a,b], la Definición 3.9 equivale a decir 
“ f es continua sobre el intervalo cerrado S= [a , b] c Dom(f) " ,si : 
a) f escontinua sobre (a , b) 


b) lim. fo) = На) (f es continua por la derecha de a) 
c) lim f(x) = f(b) (f es continua por la izquierda de b) 
xb 


Ш. Si S = [a b), la definición 3.9 equivale a decir 
“ f es continua sobre el intervalo [a , b) c Dom(f)" 81: 
i) f es continua sobre (a , b) 
ii) lim f(x) = f(a) (f es continua por la derecha de a) 
xa 


IV. Si S = (a,b], la definición 3.9 equivale a decir 
“ f es continua sobre el intervalo (a , b] c Dom(f) " , si : 
i) f es continua sobre (a , b) 
ii) а ТО) = f(b) (f es continua por la izquierda de b) 
P 








Determinar la continuidad de la función f(x) = 
х-2 
en el intervalo [0,4] 





ción: La función f es discontinua en x= 2, pues para omms 
х>2 = lim f() = 25 = 1 ; 
хэ? х-2 


(x-2) _ | 
х-2 ? 





х<2 = lim f(x) = 
хэ? 


Sin embargo f es continua sobre el conjunto 
А = [0,2) c Dom(f) y también sobre el conjunto © у", 
В = (2,4] с Dom(f) , porque en ambos conjuntos FIGURA 3.16 





Sección 3.5 : Continuidad en intervalos 331 


se cumple las condiciones de la Definición 3.9 (III y IV respectivamente). 
Además vemos que si S = [0,2) U (2,4], la función f es continua sobre S porque es continua 
sobre cada punto de S. En consecuencia , la función f es continua en xe (0,2) U (2,4) m 





La función definida por f(x) = Заг , es continua sobre (0, 1). 


Es posible redefinir la función de modo que sea continua sobre (0, 1] 





Dado que f es continua en (0, 1), lo será en (0, 1] si se cumplen las otras dos 
condiciones establecidas en la Definición 3.9 (ID esto ез, 
f(0 = lim Ў) y Й) = lim f(x) . Entonces 

х- 0+ B 


x| 





» _ nm 1-Cos2rx _ ,, 2Semmx. Ѕеплх 
п) 700) = m Ба Salg mm d -xy um 2T = y (— 5] 
= 212 (y ( —— = 21 


4 2 tm 1-Со21Хх y... 2 бегл 
DADA ши аа = 000 ana 


Seau = l|-x=>x=l|l-u.Six=>I",entonces и — 0+ 


2 | , pero como Sen 7(1 - и) = Sennu 


Luego, #1) = lim | 
= f(D = lim 27? [ [( Senna) (—1—) ] =2л: 


Por lo tanto , f será continua en [0 , 1] si definimos : f(0) = f(1) = 2r? a 





Determinar los intervalos en los cuales la función 
То) -1-х-41х1-11-Х1, escontinua 
- [Solución Dela propiedad [x +h) = [x] + h, se sigue que 
ТО) =1-х+[х]-(1+[-х]) =-x+[x]-[-x] 
Ahora,silx] =n + nSx«n«1 с-п-1«-х5-н 


-n-1,si-n-1<-x<-n Ón<x<n+l 
> [-x] 


-n ,Si-x--nó xz-nm 
Luego,sin<x<n+l К 


e» f(x) = x+n-(n-1)= 1+ 20-х 


51 х = п > (х) = -п+ п - (-п) = п | 
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I+2n-x, sin<x<n+l 
Esto es , f(x) = 

n ‚ SIxX=N 
Recordemos que si 
[x] = п-1 5 п-1<х<п => lim [x] = n-1 

xn 

Continuidad en el punto x, = n 
i) f(n = n , está definida 


п) lim f(x) = [1+ 2(n- 1) -n] 2 n- I 


xn 


lim f(x) = [1 -2n- п] = п+ 1 
x — п? 





Como f(n)z lim f(x) y también f(n) x nm. f(x).seconcluye afirmando que f(x) es continua 
xm x 


sólo en cada intervalo abierto (n , n + 1) y cuya gráfica se muestra en la Figura 3.17. B 


Sean las funciones : f(x) = Үх +2 у р(х) = 3t , hallar todos los 


puntos en los cuales la función (f o g) es continua. 











Solución La función y = g(x) = ЕЕЕ ‚ es continua Vxe IR- {-1, | 
х? -.] 


La función f(x) = Уу + 2 es continua еп todos los puntos y>-2. 


Por el Teorema 3.4 , la función (f o g)(x) es continua en todos los puntos tales que x ++ 1 
y g00 2 -2,estoes , si 





3x (2x - 1)(x + 2) 
= 2-2,xX*tl © бар 20, х++1 
Por el método de valores críticos encontramos que ( f o р) (x) es continua en todos los puntos : 
хє (-,-2] U (-1,1/2] U (1, +00) ш 


Si h(x) = Ix«2] +1 , k(x) = N2z2-x-6 y g(x) = Iz 
y 15-х 





indicar en qué intervalos es continua f(x) = (gokoh)Go) 





La función u = h(x) = |х-21-4-1 es continua Vx e IR 
La función y = k(u) = V2u?-u-6 es continua en todos los puntos de 
2u? -u-62>2 0 © us-3/2^4u&€2 


Lafunción f(y) = g0) = 2H 


WIS -y 
V15 -y > © © у< 15 


, es continua en todos los puntos de 
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Si y = Vu -u-6 > Ү2и?-и-б «VI5 > (202 -0-620) л (22-и-6«(415)) 
dedonde: ue(-3,-321U[2,7/2) , perou =|х+2| +1 

> (-3 < |х-21-15-3/2) v QS |х+2| +1 <7/2) 

e (-4< 1х+2| <- 5/2) v (15 1х+21 < 5/2) 

€» (0) v (Ix 421] 31 л 1х+2| < 5/2) 

© (х+221 ух-25-1) л (- 5/2 <х+2 < 5/2) 

€» (x2-1vx<-3) л (- 9/2 <х< 1/2) 
Luego , f(x) es continua Vx e (-9/2 , -3] U [-1, 1/2) = 





23. 2 

Determinar la continuidad de la función f(x) = iel- E $ [x] 
Х-1 

tervalo 1-1, 1] 


en el in- 


Solución Сото la función f no es continuaen x = -1 y x = 1 ,extremos del intervalo 
[- 1, 1] , obtendremos una expresión más simple de f(x) eliminando el máximo 
entero , del modo siguiente 








IZ <O E {х[ =-1 0- C1» 
0 Мийн c 
O«x «1px 0 
О©<х<1 E [5] =0 0-0? 
>= 4% =0 
OSx«l > E] 90 
| si-1<x<0 
Por lo que : Fx) = х°- 1 ` 
0 ,si0sxsl 
Continuidad en x=0 
: : 1 Ї 
a) Parax<0, lim = lim {|-—— | = -—— = | 
: j m ïm] ас) 0-1 


5) Parax>0, lim f(x) = lim (0) = 0 
x—0* х» 0+ 


Como lim f(x) + lim f(x) , noexiste lim f(x) , у la función no es continuaen х = 0 -~ 
1>0 x-> 0t х-э0 
(discontinuidad esencial en х = О) 


Continuidad еп х= -1 


. - l l 
lim f(x) = lim | —————— | = - ——— = Фоо 
in ae ) Jim | (x+ Dx - 1) | (09)(-1) 
(pues , si х — -1+ , entonces x+ 1 > 0, luego: x4 1 —0*) 
Por tanto , f(x) presenta una discontinuidad esencial en x = -1 
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Continuidad en x= | 


lim f(x) = lim (0) = О, existe, luego enx = 1 la función f(x) presenta una discontinui- 
xi xl 


dad removible y una extensión continua de f(x) en este punto está dada por : 


ЕТ 3 ‚ &&-1<х<0 
(5) = 2 
0 ,Si0Ssxsl 
donde la función restringida f (x) es continua sobre (-1,0) y [0,1] = 





Analizar la continuidad y dibujar la gráfica de la función 


Ix-[x]Jl  ,si[x]espar 
FO) = 


Ix - [x+1]l,si [x] es impar 





1. Seaf ()=lx-[x]!, tal que [x] es par 
Si [x] = 2n , número par > 2n <x<2n+1 > f (х) = Ix-2nl 
Como x»2n => x-2n» 0 => |x-2nl =x- 2n 
> fx) = х-2п, 51 20 <х<2п+ 1 
2. Sea ў, (х) -1х-(1х141)1-1х-1-1хХ1| , tal que [x ] es impar 
Si[x] = 2n- I, impar > Хх) = 1х-1- (21 - 1)1 = Ix -2nl ,si2n- 1 €x «2n 
Como х «2n > x-2n<0 => (х) = (x-2n) = 2n-x,si2n-1<x<2n 
3. Luego, una expresión más simple de la regla de correspondencia de f es: 
x-2n,si2n S x«2n4 | (f) 
fe) = | 


2n-x,si2n- 1 €x «2n (f) 


Como f, y f,son funciones lineales , éstas son continuas en cada punto de sus 
dominios , por tanto , f(x) es , en particular , continua en cada punto de los intervalos 
[2n , 2n + 1) y [2n- 1, 2n) , Vn e 7. 

Se deja al lector la tarea de comprobar la continuidad de la función f (x) en el número par 2n 
y en el número impar2n - 1. 


4. Para algunos valores de n , en el paso (3) , obtenemos : 


x+4,si 4<x<-3,n=-2 -2-Х ,Si-3Sx«-2,n--2 
х+2 ,51-2<х<-1,п= -1 -Х ,51-1<х<0 ,n=-1] 
f 00 = X .i0sSx«l 8-0 fx) = 2-x slSx«2 ,їїсл0 
Х-2 ,512<х<3 „n=l 4-x,si3<x<4 ,п-1 


х-4 ,514<х<5 ,n=2 6-х ,515<х<6 ,n=2 
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5. Dibujando cada recta en el intervalo indicado obtenemos la Gr(f) = Gr(f,) U ОМК/,), 
mostrada en la Figura 3.18 











Analizar la continuidad de la función f(x) = [+] en R y dibujar su 
gráfica. 











Si [+] =neonst<n+1 < L <x< 1 
exe(— А 1 ].пє2-4-1,0) 


Obsérvese que cuando n 2 9 = xe (1, +оо) y cuandon=-1 => xe (-e, -1] 
Luego , una expresión más simple de la función f es: 


-l,sie (зо, -1] 


f) = n,sixe ( —- ; L].ne2z- (1.0) 





O ,sixe (1,+=°) 
Ahora debemos analizar la continuidad de f en х= -1 , x21 y xz 1/п 
Continuidad en x = -1 


La función restringida a un intervalo que contenga a х, = -l es : 


-l,sixe (-оо, -1] 
fo = 4 
-2,81хє(-1,-1/2| 

i) FED = -1 , existe 


ii) lim f = lim (-1) 2-0; lim fœ% = lim (-22 = -2 = 8 lim f(x) 


a+ rás x>-1+ r>.1* х-»-| 


iii) No se cumple que : lim. f(x) = fC D. por tanto , f no es continua en x= -1 


Continuidad en x7] 


En forma similar, la función restringida a un intervalo que contenga a x, = l es: 


Capítulo 3: Continuidad 


| 0O,sixe (1, +) 
ТО) = 
l.sixe (1/2, 1] 


1) 101) = 1, existe 
i) lim f(x) = lim (1) = 1 ; lim f(x) = im O = 0 > pus foo) 
x Vr xVvV x>I1+ 


iii) No se cumple que lim f(x) = f(1) => Р no es continua en х, = 1 
x31 








Continuidad en x, 7 ln , ne Z- (-1,0) 
Una función restringida a un intervalo que contenga a x, = 1/п lo obtenemos de la siguiente 
manera : 
2 1 | 1 _ 
[ + -]=nens? <n+l «e man <х5 т exe (оо , x | 
маг 4 Lane LIA І =] 
[=] -л-1сэл-15- «л e л «хє т^ xe (+ + 
| 1 ES 
йе (1. , 1] 
Luego: 10) = | 
n-l,sie (= ^ —] 


i) f(l/n) = п, existe 
п) ит Йб) = пу 


х- т 


iii) Nose cumple que : lim f(x) = f(l/n) 
х ә 1/n 


lim f(x) = п-1 => Alim fæ 


x — ln? x — ln 


Por tanto, la función f no es continua en x, = 1/n 
En conclusión , la función es continua en su dominio, estoes, en R- (-1,0,1, I/h)] пє 2 
= 


- (-1,0) y cuya gráfica se muestra en la Figura 3.19. 
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a хє (14) (f) 


x 
2 [4] Si хє [-10, 1] - (0) 0) 





Sea la función f(x) 5 


a) Hallar todas las asíntotas de la gráfica de f 
b) Analizar la continuidad de f en [-10 , +09) 
c) Dibujar la gráfica de f . 


Solución a) Determinación de las asíntotas 
1. Asíntotas horizontales : En f ¡+ lim f(x) = +оо = $ asíntotas horizontales 
X +00 
La Gr(f,) tampoco tiene A. H. por su dominio restringido. 


2. Asíntotas verticales 


Enf,: lim f(x) = lim (£2 +œ => х= les una A. V. hacia arriba 
х 1+ x— l+ 


me Caa 3 x ME) с 2 
Enf,: lim fœ = б (2151)-00-(61--/ 
Entonces x = 0 es una asíntota vertical hacia arriba 
3. Asintota oblicuas: y = mx +b 
Enf:m- tim [4%] -= ce 2) „| 


X> +00 х Ed 


=› y = x- l es una A.O.D. 


4: 





b= lim[f(0)-mx] = lim 
X — +оо khe e 


b 


— 


Continuidad de f enxe [-10 , +00) 


Continuidad en x 21: i) f(1) = А [ 7) = 3(0) = 0 , existe 
> : ; FX 
І =] = { = = (0) 
x чө) Jim ( x [ 2 1) 
Luego, f es continua por la izquierda de x= 1 y discontinua en x = 0 
Por ser f, una función racional , es continua Vx e (1 , +) 
Continuidad en x e [-10, 1] - (0) 


f, presenta discontinuidades esenciales en (2 > ) € Z f) Dom(f.) , o en (x es par) 
e Dom(f,) , esto se debe a que si : 


[2 ] = Ө С п< 5 <п+1 < 20 <х<2 (п + 1) 


Entonces , si xe [-10,1] > -10<х<1 eo -5< Ž < 1 


2 
e [3] =n=-5,4,3,2,-1,0 
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Luego , podemos nm f,teniendo en cuenta que : 
fo = 3 n,sine Zfixe [2n,2n+ 1))|n = -5,-4,-3,-2,-1,0 
Obsérvese que si k = 2n , número par , entonces 


: 01 = M o o 
E Дх) = IHE Lo) = os 75 (Constante) 
: c E 2 Jh 
lim 7,0) = um Үүн +D су f ЫГ | ОЭ. V k par e Dom(f,) 


Por tanto , /,(х) es discontinua Vx e Dom(f,)|x= k= 2n , número par 
Por ejemplo , sin = 0 > xe [0,2), pero como 2 e Dom(f,) se restringe el intervalo а: 


0sx«l e 0s Š < у > [12]=05 fi) = 0 


Paran =1:-2<x<0 = -1 < 250 > [x2] = -1 > fo) = -4 , etc. 


c) Con toda esta información se dibuja la Gr( f) mostrada en la Figura 3.20 








EJERCICIOS . Grupo 21 


1. Sean f y g dos funciones reales y continuas tales que : 
i) 80) >f@)>0 , Ухє R- (a) ii) f(a) = gla) 
ТО) + р(х) „Six#a 


Definimos la función real : H(x) = l fœ) - р(х) 
0 „Si хаа 


Usando propiedades , demostrar que Н tiene discontinuidad esencial en x 2 a 
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2. Sea f una función real cuyo dominio es todo (К y tal que 
i) f(x у) = fo) f(y) , Vx, ye IR п) f(Ax)- АЛХ), УА, xeIR 
ш) lim f(x) = 0 
x0 


Probarque: a) fescontinua en todo IR 
b) Vvr»0,38»0lsilxl <r = |/(х)| <ӧг 


2-x',si|x| <2 
3. Sean las funciones : f(x) = 5 x-Ixl) у Р(х) = l 
2. 8i 10152 
a) Definirla función Гоё 
b) Analizar la continuidad f o g justificando adecuadamente cada afirmación. 





№+х-2,51х<1 -Nix- П «1 
4, Sean las funciones: f(x) = , EG) = 
ха! х»! х-4 SEX] 
Analizar la continuidad de las funciones f , gy fogenx,= 1 
5. Dadas las funciones: f(x) = (ho K(x), dondek(x) = lx- 1] y Ы) = а d; 


go) = Ex] Vx - [x] 

a) Estudiar la continuidad de las funciones f y g 

b) Enlos puntos de discontinuidad , si existen , de las funciones anteriores , determinar el 
tipo o clase de discontinuidad 


х + 2814 ,Six«l 


6. Sip (YE) =x+1 у во) = к mu 
¿Six 2 
х 








Analizar la continuidad def og у gof. 


4х 
xX + 1 





7. Analizar la continuidad de la función: р(х) = Tg [ 2 ) ‚&&х>0 
(Sugerencla : Recuerde que (x - 1? 2 0, Vx e IR) 
8. Analizar la continuidad de las siguientes funciones : 
a) f(x) = (hog , donde ht) = Ух ,g(x) = Ух+1 
b) f(x) = (х- DIx] , xe R+ 


9. Sea f la función mayor entero restringida al intervalo [-5/2 , 7/2] y sea la función racional 





р(х) = frt i restringida al intervalo (-2 , 1/2) . Determinar los puntos de discontinuidad 


de la función f o g. 
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10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 
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NS NU 
La función f(x) está definida por, f(x) — (x-- 1).2 i 3 parax#0 у f(0) = O. 


Demostrar que en el intervalo [-2 , 2] la función f(x) toma todos los valores , sin excepción, 
comprendidos entre f(-2) y f(2) y , sin embargo , es discontinua (en qué punto precisa- 
mente) . Construir su gráfica. 


Esbozar las gráficas de las funciones dadas, mostrando todas las asíntotas existentes y los 
intervalos de continuidad. 











X 
— A — Е zi 
х^ 7х2 + 1552 -9х y x1 хэ 
x!'-2x'-x42 j *-3+16 
: 2 b 700 = < -1с 
> NN beer Lo: cm 
sa a da? - Зх X3 
22220 E E E SA «. 
х х-6 да, l (x+2Y pora х5 1 
х? 
оО Ў) = 4 Тар "7141 9 70) = 4 ху 1250 —.1«x«0 
х? 4 
gel 
--5--0,)х|»3 
б ур) = 4 ҮХ:9 
TW ‚|х| <3 


Analizar la continuidad de la función 


11-х1-41х-11 
ТО) = 2-41Х1-131 


2x-5 ‚51х22 


,Si0€x«2 


Sea la función 


ТО) = (k+ 1Xkx - 1) Sen(kn + Ž) + k [ (k + 1)x - 1) СозКл , con x € [+ ; 


К+ 1 
ke Z* . Analizar la continuidad de f en (0, 1] 


|; 


zx |— 


Analizar la continuidad еп х = 0 de las siguientes funciones 


[2]. хғ0 [2]. х+0 
b) рх) = 


, xm k 20 


a|s 


a) fo) = 


ajo »=|/= 


Analizar la continuidad de la función: h(x) = HAN E +1] 
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16. Si f(x) = EE ‚ analizar la continuidad en el intervalo [O , +) 
17. Dada la función f(x) = N arle] , analizar la continuidad en [0 , 2]. 


x -[x] 
18. Estudiar la continuidad de f(x) = x- | 1] £x] Nx- Ex] y dibujar su gráfica. 


19. Estudiar la continuidad de la función f(x) = ‚еп [0 . 3/2] 


2x 
2x- [2x] - ! 
20. Analizar la continuidad de la función 


Ж) = Ex]- Yx- [x] (1-1) + [x[4]] Silet 


Esbozar su gráfica y redefinir la función donde sea posible para que se convierta en 
continua. 


FUNCIONES ACOTADAS 


Definición 3.10 : FUNCIÓN ACOTADA SUPERIORMENTE 





Se dice que una función f está acotada superiormente sobre un conjunto S c Dom( f).siel 
conjunto de imágenes f(S) está acotado superiormente, es decir, ч existe un número real M 
tal que f(x) SM, Vxe S 
Formalmente : 

ТОО está acotada superiormente <= JM e R, Vxe S c Dom(f) vore <M 


En las Figuras 3.21 y 3.22. M = f(x,) y obsérvese que Vxe Dom(f) se cumple que f(x) < f(x.) 


Definición 3.11 : FUNCIÓN ACOTADA INFERIORMENTE 


Se dice que una función f está acotada inferiormente sobre un conjunto S. cDom(f), si el 
conjunto de imágenes f(S) estáacotado in Ж ешеш. es decir, 51 existe un número real m 
` tal que $02 m Vxe S. | 
- Formalmente : TMD 5. | TS z= 
JG) está a cO Ei zm me R, Үхє s č DOR Borde T 





En la Figura 3.21 , m = f(x,) y en la Figura 3.22, m = f(a}. Nótese que para cualquier x € 
Dom(f) se cumple que: f(x) > f(x) y f(x) > f(a), respectivamente. 
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FIGURA 3,21 — . 


Definición 3.12: FUNCIÓN ACOTADA 





Se dice que una función es acotada sobre un conjunto S c Dom(f) . si el conjunto de 
imágenes f(S) está acotado es decir; 81 existe un número real M>0 tal que: 
001 € M,VxeS 
Formalmente : 
410 es acotada sobre S > IM »011/03 <M,Vaxe S 
oequivalentemente : 
f(x).esacotada sobre S: Эт „Ме Rims fx) SM;VxeS 


Definición 3.13: SUPREMO DE UNA FUNCIÓN 





Se dice que.una función f tiene un supremo sobre un conjunto Sic Dom() «si el conjunto 
deimágenes (5) tiene un supremo, esto es 
Sup/() — Sup f(S) = 8ир47091х 6-5) 
S 


Dado que cualquier número menor que M se puede expresar como М - 6, donde ё > 0 ; una 
definición formal de la 3.13 puede ser 


| | [ 0 V ye f(S.ysM 
М -= Supf © «| y Le 
5 üj V620,3y,e 5) Dy,» M-8 


Definición 3.14 : ÍNFIMO DE UNA FUNCIÓN 





Se dice que una función tiene un fafimo sobre un conjunto 5с Dom( $), si el conjunto de 
imágenes f (S) tiene un ínfimo, es decir: 
Inf $6) = Int (S) = Inf {flx 5} 
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Dado que un número mayor que m = Inf f(S) se puede escribir como m + 9, donde б » 0 ; 
una definición formal de la 3.14 puede ser : 


m = Inff(S) > | Ман Дэ ша» 
^ (id) V8«0,35 e ДЭМ! у,с тэ 6 
En la Figura 3.21 se observa que S = [a,b) = 765) = f([a,b)) = [f.f] 
ш l Sup f(S) = Sup (170), f(x)]) = fx) 
Inf f(S) = Inf (1f). f) = f(x) 
y en la Figura 3.22 ,S = (a,b] = f(S) = f((a,b]) = (f(a), fG)] 
T | Sup f(S) = Sup ((f(a). 7691) = f(x) 
Inf f(S) = Inf (уа), f(x)1) = f(a) 


Definición 3.15: MÍNIMO DE UNA FUNCIÓN 





. Se dice que una función f tiene un mínimo sobre el conjunto S c Dom(f), si existe al 
menos un x, € 5 tal que ; 


min(f) = f(x) = Inf [ f(S) ] e f(S) 


En la Figura 3.21 , f(x,)= Inf [ f(S) ] e f(S) => min (f) = f(x) sobre [a , b) 
En la Figura 3.22, На) = Inf[ f(S) ] e f(S) > f no tiene mínimo en (a, 5] 


Definición 3.16 : MÁXIMO DE UNA FUNCIÓN 





Se dice que una función f tiene un máximo sobre el conjunto S  Dom(f) , si existe al 
menos un x, e S tal que: 


тах (f) = f(x) = SupLf(S) ] € f(S) 


En las Figuras 3.21 y 3.22, /(х,) = Sup [7(5)1 є F(S) => max (f) = f(x) sobre [a ,b) y 
(a ,b] , respectivamente. 


EJEMPLOS ILUSTRATIVOS 





Determinar si la función f(x) = 4x? + 8x- 2 es acotada sobre el intervalo 
S = [0,3]. Hallar, si existen, el Sup(f) e Inf(f) 
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"Solución. Hallaremos la mayor y la menor imagen de f(x) = 4(x + 1)? - 6, calculando su 
rango a partir de S , esto es : 
Sixe [0,3] + 0€x<3 < 1<х+1<4 > 4<4(x+ 1) € 64 
ce 2<4(x+1*-6<58 > f(x) є [-2,58] 
f(x) es acotada, pues existen, т = -2 y М = 58 tales дие: -2 < f(x) < 58 
Luego: Sup [fo)] = Sup [f(S)] = Ѕир{ Хо) 1хе [0,3]) = Sup ([-2, 58]) = 58 


Inf [fG9] = Inf [f(S)] = Inf {00 lx e [0,3]) = Sup[[-2.58]) = -2 а 
Hallar el supremo e ínfimo de la función f(x) = Lv x€ [-2,2] 





Em IL iod 3 
Solución Sea f(x) = 1 RS 


Sixe[-2,2] Se 2€x<2 => 0<х2<4 a |<х?+1<5 


,xe5zz12.2] 











Invirtiendo se tiene : lac E <1 < -3<- 3 < - 3 
3 Х +1 xl 5 
e -251- EN « 3 > fe [-2,2/5] 
Luego: Sup ҒО) = Sup f(S) = Sup(fG9Ix e [-2, 2]) = Sup 4[-2,2/5]) = 2/5 
Inf f(x) = Inf f(S) = Inf (f609 lx e [-2,2]) = Inf ([-2,2/5]) = -2 ш 





Si f y g son dos funciones acotadas en S , demostrar que 
mfG +2) 2 Inf (f) + Inf (g) 





Sean: m, = Inf (f), т, = Inf (g) y m = Inf (f +g) 
5 5 5 


Debemos probar que : m 2 т +, 
1. En efecto , supongamos дие, m < m, +m, => m +m,-m>0 


2. Sea£- m, + m,- т> 0, entonces por la definición de ínfimo 


3. m- Inf (f + р) €» ҮЕч0,3їхє5|(17-6)(х)«т-6 

> ҮЕ-0,3хє SIC -- р) 5) « m, + m, 
4. Perosi m, = Inf (f) => VxeS,f(x)2 m, (Def. 3.14) 
3. m, = Inf(g) > VxeS,g(x)2m, (Def. 3.14) 
6. Sumando (4) + (5) se tiene: Vxe 5, ў(х) + g(x) > m, +m, 5 
7. Obsérvese que en (3) y (6) existe una contradicción ( > €) , por lo que la hipótesis: 
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m < m, +m,, del cual se dedujo (3), no se puede verificar , en consecuencia 
m2m, +m,,estoes: Inf(f+g) 2 Inf(f) + Inf (g) = 
5 5 5 





Sea f una función acotada en [0 , 1] . Si || fll = Ѕор{ 170091, x €[0, 11), 
demostrar que ||} gll € ПАН 41181 





¡Demostración En efecto 
1. Según la definición dada: 11 f - gll = Sup(lf-gl,xe[0,1]) 
2. ПО + р)(х)|| existe, pues por la desigualdad triangular sabemos que 
|+ рі < 1А + 161 
3. Entonces , por la Definición 3.13 , | f + g| está acotada superiormente y М = | f | + lgl es 
una cota superior . Luego , Sup {|f +g] , xe [0, 1] existe 
4. Además , por la definición de supremo : || f + gll < | fl + lgl es la menor de las cotas 
Superiores . Entonces se cumple 
i) Vxe [0,1] ,lf+gl<llf+gll 
i) ve>0,3x,€ [0,1)llf+gl>!llf+gll - е 
Prueba por el absurdo 
5) Supongamos que | f + || < Il fll + Пе no se cumple , entonces 
Ilf -gll > ПАН + ПЕП e llf+ell - ПАН - lgll>o 
6. Luego, eligiendo £= ||} + gll - || fll - ПЕП y sustituyendo en la condición ii) se tiene: 
7. If+gl>llf+gll -lUf+ell 41 1 + ilgli > lf+gl > ПАП + Пе 


> lfrel>If1+lel 
Contradice la desigualdad triangular 


- Hf *gll s fll Ilgll m 


| ы xX +4x-2, хє [-3, 1) 
“EJEMPLOS. | 5:5 сѕ с! dominio de la función f(x) = 4 2x£1 , хє [1, 2) 
9-х? ‚ хє [2,3) 


hallar , si existen : Sup (f). ми (f), Max (f) y Min (f). 


ус Сэн чт» == qun zm 








(ción Hallaremos el rango de cada subfunción partiendo de los dominios respectivos , 
esto es : 
1. f(x) = x! 4àx-2 = (x *2)-6.xe [-3, 1) 
> 3<x<l & -1€x+2<3 e 0<(x+2)<9 
€» -6S(x-2)-6«3 => fœ) e [6, 3) 
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2. 1(х) -2х41,хє11,2) 

> 1£x<2 сэ 3<2х+1<5 c» },(х)є (3,5) 
3. 00) =9-x,x6 12,3) 

> 25х«3 < 45Хх179 e-9«-x!'x-4 

€» 0<9-4<S5 > fie (0,5] 
4. Luego, Ran(f) = [-6,3) U [3,5) U (0,5] = [-6, 5] 
S S Sup 07) = Мах (f) = Sup { f(x) | хє [-3,3)) = Sup {[-6,5]} = 5 
Inf (f) = Min (f) = Inf ( fœ | хє1-3,3)) = Inf ([-6,5]) = -6 m 


Inf (z2 -3xz +22 |х«2«3х,0«х«1) 


Sea f(x) = t ( | 3 ) 








4 


Es posible definir la función f en x= 1 de modo que sea continua en (0, 2). En caso que sea 
posible , como se define f(1) ? 


la I-x 





d «xx 


Solución Si Inf (g(z)) x «z «3x) > g(z)=2*-3xz2+2,z€ (x,3x) 
e 0)-(:-3х)-4 ‚тє(х,3х) 


i 23 9 -3 € [53.29 
Si x «z« 3x > x 5х<2-5х<3х- 5х e 0< (z 2x) «Tx 


= - Es (2-21) -2 «22 = glz) є [-x?/4 , 2x?) 
Entonces , Inf (g(z)| ze (х, 3х)) = Inf ([- 33/4, 222)) =- x14 


- х?/4 , SiO<x<l 
Por lo que ТО) = | | 3 
ala) 12 
Ahora, los límites laterales de f en el punto de acumulación x, = 1 , son : 
DE Гы х 1 
! = i юо---0рж -—= 
a 115 


ml Be {++х+х?-3 S А 22592 x 
m ПОЛО Ш арау "ul 3 TEXTS. 


х-2 ) P "ul 
Dado que: lim f(x) = lim f(x) => lim f(x) = - 1 , existe 

x> хэ 1% x> 1 
Por lo tanto , la extensión continua de f en x, = 1 se define 


К) = lim 70) = - 5 л 
x1 
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Sea la función f(x) = 2 ISen2xl y S = (-1/2, 1/2) - {0}. Hallar , si 
existen , el Sup (f) y el Inf (f) 
5 5 


Solución Сото la función seno es acotada, esto es,-1 € Sen2x < 1 у |Sen2x1> 0 
c O<|Sen2x!<1 €» 0< 5 |Sen 2x | <> > f(x)e (0, 1/2] 
Por consiguiente : 
Sup (f) = Sup (/001хє (1/2, 1/2) - {0}} 
= Sup {(0, 1/21) = 1/2 = Max(f) 





Inf (f) = Inf {fœ lxe (1/2, 1/2) - (0)) 
= Inf ((0, 1/21) = 0 

Сото Inf(f) e f(S) => Мі) i | У 
А FIGURA 3.23 


EJERCICIOS . Grupo 22 


1. Demostrar que si f está acotada sobre S y c » 0 es una constante , entonces 
a) Sup (cf) = c Sup (f) b) ше) =: cea) 


2. Demostrar que si f está acotada sobre S ус < 0 es una constante , entonces 
a) Sup (cf) = c Inf (f) b) Int (cf) = c Sup (f) 


3. Analizar, justificando sus respuestas , si las siguientes funciones son superiormente y/o 
inferiormente acotadas sobre el intervalo dado . Hallar, si existen , el Sup ( f) e Inf (f) para 
S S 








las funciones dadas . 
а) f(x) = Sex. S = [О] с) fo) = Dems S [4.3] 
b) Дх) = 4x? - 12x ^5 , S = [-2, 3] х +2 

4. Dadas las funciones : Tix) | х (х) = 24 1-х хє [-1,1) 


jx. = 2-XT-x | 


a) Son f y gacotadas en[-1, 1) ? Justifique su respuesta. 
b) Calcular, si existen , el supremo y el ínfimo de f sobre S = [-1, 1) 





2. 
5. Hallar, si existen , el supremo e ínfimo de f(x) = LA „enxe IR, luego comprobar 
. .. X 
usando la definición. 
2. 
6. Hallar , si existen , el supremo e ínfimo de f(x) = 2-2 „enxe IR 


+1 
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гэ 


Demostrar que si f y g son dos funciones en el dominio S tales que Vx e S , f(x) < g(x), 
entonces , Sup (f) < Sup (g) 


8. Demostrar que si f y g son funciones acotadas y a y b son constantes no negativas , 
entonces: Inf(af + bf)zalnf(f) + bInf(g) 


9. Calcular,siexisten: 1) Inf(f),si f(x) = Sen x + Cos x 


ii) Sup (р), si g(x) = Cotg x- 1 x30 
Justificar adecuadamente. 
10. Sean f y g dos funciones acotadas sobre S , tales que, f(x) € g(x), Vx e S. Demostrar 
que : Inf (р) € Inf (fs Sup (7) 5 Sup (g) 


11. SeaSc IR, S6 y sean f y g funciones definidas y acotadas en S. Demostrar que 
a) Siae IR, Sup [a+ f(x), xe S) = a+ Sup {ў (х), хє S} 
Inf (a + f(x), xe S} = a+ Sup [f00),xe S} 
b) Inf (fé). xe Sae Inf (go), xe S} < Inf (fG) +g(x), xe S} < 
Inf {f9 ,хє S + Sup (8(5),хє S} 


12. Sea f: [0,7/2] —[0, I], definida por f(x) = Sen x , y consideremos los intervalos 
[kr/2n „(К + 1)r/2n] ,k=0,1,2,....,n-1 
a) Demuéstreseque: Sup (f) = Sen (k + 1) ДЕ. 


2n en | кт/2п ‚(К+ 1)t/2n] 


Inf (f) 2 Sen (E 


y que estos coinciden con el máximo y el mínimo absolutos. 





b) Sea R, = 4 (x.y) € В | «хє хэмж , 0< y sf) } 
Grafique en el plano XY , R, para un k genérico (k = 0,1,2,....,n-1) 
Pruebe que: 
ES kn T К+ 1 2 : 
Л. Sen( XE) < a(R) < E 5є:(524)л,Ук-0,1,2.....8-1 


donde a (R,) = área de R, 
n-1 


Mostrar geométricamente que, A — У aR ,) es el área bajo la sinusoide en (0, 7/2] 
k=0 


3-2x-1 ,8-3«х:0 
13. SiSesel dominiode f(x) = < |х-21-41,8440«х «3 
х-5х+8 ,si3«x«5 
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hallar , si existen: Sup (f), Inf (f), Max (f) y Min (f) 
S S 


-2x!'-4x,sixe [-3,-1) 
14. 51 5 еѕ е] dominio de f(x) = 2-2x ,sixe([-1,2) 
*-6 ,sixe [2,3] 


hallar , si existen : Sup (f), Inf (f), Max (f), Min (f) 
S S 


Sup (4xz - 22|3х<2<х}, 51-1 <х<0 
15. Seala función f(x) = 4 Sen?2x 
5еп“3х 


Es posible definir f en x = 0, de modo que sea continua en (-1, 1) ? . En caso afirmativo, 
como debería definirse f (0) ? 


,si0cx«l 


16. Six>0 y f(x) = Inf (4 - oM ЭХ 10«ик2х |, determinar si f es continua sobre 
(0 , +). 


17. Dada la función f(x) = Sen ( = [х] ) + Sen (23) ‚хє [-2,2] ; determinar : 


a) Los puntos de discontinuidad . De qué tipo son ? 
b) Sup (f), Inf (f), Max (f) y Min (f). 
18. Hallar el mínimo y el máximo de las funciones : 
a) f(x) = C1), donde n= [x] с) 70) = 1 
b) f(x) = arc Cos (Cos x) - arc Sen (Sen x) 





міш? 





PROPIEDADES FUNDAMENTALES DE LAS FUNCIONES 
CONTINUAS 





TEOREMA 3.5 : Teorema del cero 


E XS a.b] > [R ¿una función continua en [a 51.51 f(a) y f(b) tienen sienos opuestos 
: Uy ej” 1С ATL VCUIHUud CH [G 03.104 fJ A6) y JU ЧОЛ SISUS UPUCSIOS , 
1 


Тыл? A “эм ota 114 mi teu rr ar 43 "(cw i 
entonces existe un número cen el intervalo 





Supongamos que f(a)<0 y f(b)>0 
(El otro caso puede tratarse en forma semejante) 
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LI. 
12. 


. Luego, c= Sup(A), dado que se cumple 


. Y sic=Sup(A) = 3x, € Alc-8«x, «c1, 


. Six, es un número tal que 


. Probaremos en primer lugar que c es el supremo del conjunto 


Azíxixe [a.c] y f(x) «0, Vxe [a.c]) 


. En efecto, puesto que , por hipótesis f(a) < Оу por la continuidad de f en [a , b] , existe un 


número 6 > 0 tal que f(x) <0 , Vx que satisface 0 <x <a + б (Corolario del Teorema 3.1). 
Entonces: x e [a,a +0 c A 


. Igualmente, aunque b є А , b es una cota superior de А , y por hipótesis f(b} > О y por la 


continuidad de f , existe un número ё >0 tal que f(x) » 0, Vx que satisface : b -<x <b 
(Teorema 3.1) 

Obviamente todos los puntos x que satisfacen x € | 
(b - $, b] son cotas superiores de A , esto es, A está | 
acotado superiormente y por el Axioma del Supremo | 
tiene supremo епс. 





i) Vxe A,x<c la: 121 s 
i) Vó»0,3xeAlc-8«x«c«b —— — 
Demostraremos ahora que f(c) = 0 , eliminando las alternativas f(c) «0 у f(c)>0 


. Supongamos que f(c) «0, entonces por el corolario del Teorema 3.1 


36»0lfQ)«0, Vxe(c-5,c+8) = 1 (Figura3.25) 
ycomolI, cl => f(x) «0, Vxe [a , x,] 


C «x, «ct ó-L,ycomolL c I, entonces 

ТО) «0,Vxe [x, , x] , de tal manera que x, e A 
Incidentalmente , este argumento excluye la posibili- 
dad de que c sea el Sup(A) ya que ningün nümero es 
mayor que el supremo. 


Esto contradice la definición de c , luego , la suposi- 
ción de que f(c) « О es falsa. 





Supongamos ahora que f(c) > 0 , entonces por el Teorema 3.1 
36»0lfQ)20,Vxe(£-0,c 48) > с-б«х«с- 6-1, (Figura 3.26) 
Sic = Sup(A) > Эх, e А|с-б6«х, <c = L 
Сото 1, с А „entonces se cumple que f(x)<0,Vxe [a , х] 


Pero además , I, c L,, y en l , por el paso (9), f(x)>0,Wxe [a x]. lo que contradice 
al paso (11). 
En consecuencia, eliminadas las dos alternativas , se deduce que : 

f(c) =0 ul 
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Este importante teorema tiene su aplicación en la solución de ecua- 
ciones de la forma f(x) = O, el cual nos dice que si f es continua en 
[a ,b] y tanto f(a) como f(b) tienen diferente signo , SEE i 










rente signo, debe cortar al eje X a lo más en un punto.) — 
Así , en la Figura 3.27 tenemos : (а) < Оу f(b) »0,| ш 
entonces 3 c, € (a, b)| f(c) 2 0, допдеі= 1,2,3. 


TEOREMA 3.6 : Teorema del valor intermedio (Bernard Bolzano) 


Бан - = ын —— — — — e —» > — — — 
y - E т = Рта 


ТЕ тат Е ТУТ Аа е УРУС а 
K y $ continua sobre 124,201 y кє (1(4а),: -E FF), Ta); 
ECA Me ” б 25 < f ` zt "7 »J o b n wA ^ 


DIS EL EE И | 
2 ^ ЯА ? & 16. Ч iT T! гу aa 
Sanit 3 Y CAINLIC in num ГС TA 

22Х1 у у 4M а 0 T : 12 2 Жей! 


* , A 


1. Supongamos por ejemplo que : f(a) « k « f(b) 
2. Entonces , seala función: g(x) = f(x) - k 
que es continua en [a , 5] 
3. Luego: (a) = f(a)-k 
g(b) = f(b)-k 
4. Perode(1): f(a) «k => f(a)-k<0 
f(b)»k © f(b)-k>0 
5. Porloqueen(3): g(a)«0 y g(b)>0 





6. Entonces por el Teorema del Cero, 3c e (a ,b)lg(c) = 0 
7. En consecuencia , en el paso (2): g(c) = f(c)-k = 0 €» f(c) = k. 
(La otra posibilidad ke [f(b) , f(a)] puede tratarse de modo semejante). É 
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La interpretación geométrica del Teorema 3.6 establece que la recta horizontal y — f(c) - k 
debe interceptar a la Gr(f) en por lo menos un punto (с, k), donde c e (a , b) . En la Figura 3.29 
tenemos que f(a) < k < f(b) , entonces existe с, e (a ,b)| f(c) 2k , i2 1,2,3 


"OBSERVACIÓN 33  Sienel Teorema 3.6 no se cumple la hipótesis de continuidad de f en 

[a , b] , la conclusión 3 c e (a , b) | f(c) = k no necesariamente se 
cumple . En la Figura 3.30 , vemos que el número k se ha “ pasado por alto" , es decir, la recta 
y-knointercepta a la Gr(f), por loque: fce (a,b)lf(c) = К 





| Р” 
- 3 
: " 
: = 
3 «e, - Ё 
* 
t > 8/4 [NM - = , 
: Pol A ^ > 
Al + ч 
, Te 5 
А ! ?, 4 
- * Р f 
Е 55-03, 
» Г] 
t y 
^ 5 : 4 
5 г £^ 
79 H , 
. 
4, 
X еъ Cue ҮНЫ: 7, ) һ- ô 


FIGURA 3.29 к FIGURA 330 


TEOREMA 3.7 : Teorema de acotación local 





-Si f es continua en el punto x, ; entonces existe.un número. 5>0, tal que f está acotado 
_ soperiormente en el intervalo abierto Qu -5 Xy + 9), es decir, existe unnümero real M , tal 


ue 
xro Ao LEE, xS egeo err cn 
Demostración En efecto , 
1. Sif es continua en x, => lim ТОО = f(x). luego 
х=» n 
Үє»0,38»0181|х-х,| « 8 «»170)-1(Х)| < = 
2. Como € es un número positivo arbitrario , la elección de ғ = | determina que 
-ӧ<х-х «60 > -1<f(0- f(x,)<1 
e x-9<x<x, +6 = f(x,)-1<f00)<1+ f(x) 
3. Si hacemos M = f(x,)+1 y como -M= - f(x) - 1< f(x) - 1 , entonces en (2) 
Xx" 9<x<x, +6 => -M< х) <М 


4. Enconsecuencia : Vxe (x,-6,x,* 6) => 10001 «M п 
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TEOREMA 3.8 : Teorema de acotación global 


Sea f : [a, b] O IR , si T. es continua sobre [a , b].se verifica que f es acotada 
sobre [a , b] . 


Demostración Еп efecto. 
1. Seael conjunto А = Ix|xe [a,b] y f acotada en [a , x] 


2. Por la continuidad de f es fácil notar que A # ф y que está acotada superiormente por b. 
Entonces , por el Axioma del Supremo , admite supremo. Luego , seac = Sup(A) = 
Sup{x |f es acotada sobre [a , x]) . 


3. Está claro quec <b , entonces deduciremos que c = b suponiendo para esto que , c <b. 
4. Por el Teorema 3.7 y de la continuidad de f enc : 
3M, »0 y 6,»0,tal quel fG)] «M, , Vxe [c-5,,c +8] 
es fácil deducir que f acotada sobre el intervalo I = [c - , , c  6,] 
5. Siendo f acotada en [a , c - б|] para algún M, y como I, c I , entonces llamando M, = 
max (M, ,M,) se tiene: | f(x)] « M,, V xe [a ‚с + 6,] . Es evidente que f es acotada en 
І, = [a ‚с + 6,] , donde (c + 5) € A. Esto contradice la elección de с como supremo de A. 
Podemos , por tanto , concluir diciendo que c no es menor deb , y como c Sb > c = b 
6. Esto nos afirma que : f es acotada en [a , x] , para todo x < b 
7. Análogamente , de la continuidad de f , sabemos que tal función es acotada en algún inter- 
valo de la forma [b - 8, , b] ‚рага algún 8, >0 
8. Si5,>0 => -6,«0 y b-0,<b , entonces sabemos , según lo que acabamos de 


demostrar , que f es acotada en [a ,b - 6,]. 





9. Siendo f acotada en [a , b - 5,] уеп [b - 8, ,b] se sigue que f es acotada еп [a,b] m 


TEOREMA 3.9 Ж Teorema del valor Máximo y Minimo 





(Teorema de Karl Weierstrass) 
Si f es una función continua en [a , b] , entonces existen x, ,- x ela, 5) en n los cuales la 
funcióntoma su valor máximo M y su valor mínimo m, ésto 65: 
m ^ ‚хє la, b) E «fG)«fo) . Vxela, ЭГ NE 
“ТС едом: .'vxe [ат " | 


Demostración 


1. Como f es continua en [a , b] , por el Teorema 3.8, f es acotada en [a , b] , es decir , admite 
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supremo e ínfimo. 
SeaM = Sup(f(9)l хє [a ,b]) 


2. Probaremos que Эх, € [a ,b]l f(x) = M 


3. Enetecto, para ello , hagamos 


gx) = Энн ЗЭЭ 
M - f(x) 
4. Supongamos , por el absurdo , que 
Vxe [a,b], f(x) «M => (()-М«0 
5. Si f no toma el valor M , entonces р es continua en 
[a , b] y como consecuencia del Teorema 3.8, ges acotada, es decir, existe un número 
L »0tal que р(х) « L 





FIGURA 3.31 


6. Luego, en el paso (3): <L > М - f(x)» Y 


| 
M - f(x) 
= 10) «M- + , Vx € [a,b] 
7. La suposición de que f no tenga el valor M nos ha llevado a una contradicción , 


pues М - 1/L es una cota superior menor que el supremo M. En consecuencia , existe por lo 
menos un punto x, € [a , b] tal que 


f(x) = M = max (ў) , donde 5 = [a , b] 
S 


Del mismo modo se puede demostrar que f toma el valor mínimo , esto es 


3x,€ S = [0,011 f(x) = m = min(f) 


TEOREMA 3.10 : Teorema de continuidad 





Sea f una función univalente . Si f es continua sobre el intervalo [a . 5] , entonces la 
función inversa f* es continua sobre el intervalo con extremos en los puntos f(a) у f(b). 
. (Figura 3.32) | 


Demostración ^ Realicemos la demostración del teorema para las funciones estrictamente 
crecientes. 


1. Sean с = f(a) y d = f(b) 
2. Probaremos que el dominio de la función inversa f* es el intervalo [c , d] 
3. En efecto , del crecimiento monótono de f se deduce que 
Ка) < f(x) < f(b) 
es decir, f(x) e [c.d], Vx e [a,b]. 


4. Por otro lado , cualquiera que sea y € [c ,d] se cumple: f(a) « y < f(b), entonces existe un 


к= 
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6. 


7. 


8. 


9; 


puntoxe (а,51| /(х) зу. 

De esta forma , todos los valores de la función f dada están sobre el intervalo [c , d] y 
cada punto de este intervalo es el valor de la función f en cierto punto , es decir, el intervalo 
[с , d] es el conjunto de imágenes de ў. 


. Luego, la función f* es univalente y crece estrictamente sobre [c , d] . Mostraremos ahora 


que la función f* es continua sobre [c , d] . 





FIGURA 3.32. 


Sean y, € (c. d) y x,= f*( y,) . Es decir, y, es un punto interior del intervalo [c , d] , 
entonces por ser f* creciente , también x, e (a , b) 
Elijamos cierto ё > 0 , suficientemente pequeño de modo que x, - бух, + 8 estén en el 
intervalo (a , b) . 
Sin perder generalidad se puede considerar que б es tal que 

a Sx -Ô< «x, *oósb 
Sean y, = f(x,-0) , y, = f(x, + 8), entonces de la condición (8) y por el crecimiento 
estricto de f se deduce que 

CS y c y «y so 


. Tomemos £20, de modo que : y, < y,-€< Y, * ES y, (Figura 3.32) 


Si ahora escogemos y de forma tal que y, - € < y < y, +€, entonces con mayor razón : 
= у ST 
Luego , por el crecimiento de f* es válida la desigualdad 

х„-© = PH y) < FUN < (у, = 4465 
De esta forma , para б > 0 está indicado £ > Ol Vy e ( Ya- €, Yo + €) se cumple la 
desigualdad : | f*( y) - f*( x)l«5 
es decir , la función f* es continua en un punto y, e (c , 6) 
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Si ahora y, =ce y,=d, entonces con razonamientos análogos se demuestra que la función 
f* es continua por la derecha en el punto c y continua por la izquierda en el punto d. 

Así , el teorema para las funciones estrictamente crecientes queda probado. En caso en que 
f decrece en todo [a , b] puede tratarse de modo semejante. E 


EJEMPLOS ILUSTRATIVOS 


Sean f y g dos funciones continuas еп el intervalo [a,b] , tales que, 
f(a) « g(a) y f(b) > g(b) . Demostrar que existe un número с entre a y 
b tal que f(c) = g(c). 





Demostración 1. Sea Іа función : h(x) = f(x) - р(х) 
2. Entonces, h(a) = f(a)-g(a) y h(b) = f(b) - gb) 
3. Por hipótesis, f(a) « g(a) => f(a)-g(a)«O c h(a)<0 
f(b)»g(b) => f(b)-2(b)>0 => h(b)>0 
4. Comoh(a)-h(b) «0 => 3ce (a,b)l h(c) = О (Teorema del cero.) 
5. Luego,enelpaso(l):  h(c) = f(c)- g(c) = 0 = f(c) = g(c) ш 


Demostrar que si f es continua en [a , b] entonces existe un punto 
x, € S= [a,b] tal que f(x.) = InfCf). 





. Segün el teorema de acotación global , f es continua en S , entonces f es 
acotada sobre S y existe Inf(f) . 
S 


2. Seam = Inf(f) . Debemos probar que 3 x, e [a b] f(x,) = т | 
3. En efecto , por el método indirecto , supongamos que Vx e S , f(x) + m 


: ] 
Entonces la función g(x) = 
sobre S. 70)-т 


4. Luego, Зсє 118 )| Sc, Vxe S 
5. Сото mes ínfimo => /(х) эт, e implica que f(x) - т> 0 


| 
ТО)-т 


6. Hay una contradicción en la definición de m , pues se debería cumplir lo siguiente : 
Dado Е = 1/с>0 , 3xeSlf(x) «m lc 


7. Por tanto , lo supuesto es falso = 3x, e S= [a , b] FG)! = m E 





es continua sobre S y por el Teorema 3.8 es acotada 


Scc fo)» m4 d ,VxeS 





Entonces en (4): | (5)| = р(х) = 
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| 4 
ха! x+3 
demostrar que f(x) = a tiene una raíz en cada uno de los intervalos (-3 , - 1) 
y (-1,0). Además , si a>0, existe una raíz en (0, +00), y sia <0 , existe una raíz en (-co , -3). 








. Sin resolver la ecuación f(x) - 0 





Sea f(x) = 2 + 


Demostración 1. Si fœ) = ac» a- f(x) = 0 
Een 


2 
2. є аг 45 i X i 
Sea g(x) = a-f(x) = a 3 








3. Entonces para xe (-3,-1) 
4 
x+3 


| 
ха! 





Si х -3+,х>-3 = x+3>0, entonces | > +оо у р(х) = а - (+оо) = -оо 





х -1-,х<-1 => x+1<0, entonces | ) => -со у р(х) =а - (-оо) = +оо 


Vemos que g(x) cambia de signo en los extremos de (-3 , -1) , luego por el teorema del сего, 
g(x) tiene una raíz en x e (-3,-1). 


4. Paraxe (-1,0) 
91 х -1+,х>-1 > x«1 >0, luego : (| _—›+со у р(х) = а-(+оо) = - со 
x Э 0 ,x < 0, entonces (2/x) Э -œ у р(х) = а - (-00) = +00 
g(x) cambia de signo , luego tiene una raíz en x e (-1, 0) 
5. Sia>0 yxe (0 , +00) 
x—0*,x»0 => (2/x) — +оо , entonces g(x) = a - (+оо) = - оо 
Six>+00 c р(х) = a-(0) = a>0 
g(x) cambia de signo , luego existe una raíz en (0, +00) 
6. 51а<0 y xe (oo, -3) 


x>-3",x<-3 > x+ 3 <0 , entonces (—) — -œ y р(х) = a- (00) = +оо 


х > -œ , entonces р(х) = a - (0) = а<0 
g(x) cambia de signo , luego existe una raíz en (-оо , -3) la 


Usando el teorema del сего o de la raíz , demostrar que la parábola у — x? 
se intersecta соп la сигуах? + у? = 16,у> 0 








Solución 1. Sean Р: у= х0, хє IR; €: y = NI6-x! ,хє(4,4), у>0 


2. Si Px,y)e > y, = 
c» х= Ү1б-х? =› 2-У1б-х* = 0 
Pa, yE @ > y, = 416-х 


3. Seala función f(x) = x,- V16- x? , que es continuaenxe (R N [-4,4]) 
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4. Analicemos el signo que toma la función f en los extremos de los intervalos [-4 , 0] y [0 , 4] 
Six=-4 > f(-4)- 16- Y16- 16 =16>0 
a) Paraxe [-4,0] 
x=0 => f(0)=0-V16-0 =-4<0 
f cambia de signo , entonces por el Teorema 3.5 : Jc, e [-4,0]| f(c,) 20 


Six=0 => f(0)=0-V16- =-4<0 
b) Paraxe [0,4] 

x=4 c» f(4)= 16-416-16 = I6>0f 
cambia de signo , entonces por el Teorema 3.5 : Зс,є (0,41| (с) =0 


5. Portanto , la parábola 4 intercepta а la curva € en dos puntos : 
сє (-4,0] y c,e [0,4) w 


Sin resolver la ecuación x? Зх - 1 = 0 , hallar el número de sus raíces 
reales. 


Solución Sea f(x) = x?- 3x- 1 , continua Vx e IR 
Por el teorema del cero sabemos que si f(x,) > O y f(x,) < O, entonces existe 
ce (x) f(c) = 
Elegiremos entonces puntos del dominio de f tales que cumplan con el antecedente de la 
condición dada , esto es : 


x, 2-2 > f(-2) = (-2) - 3(-2) -1=-3<0 
l. = 3с,є(-2,41)11їс) = 0 
х,=-1 = }(-1)=(-1)°-3(-1)-1=1>0 
¡=-1 = 3-10) =1>0 
2: => Jc e (-1,0)!/(с) = 0 
х,=0 = f(0)=-1<0 
х,=1 e /(1)=(1)#-3(1)=-3<0 
3. c» Зс,є (1,2)! су) = 0 
х,=2 > $f(02)=(02Y-3(2)-1=1>0 


Por lo tanto , la ecuación dada tiene tres raíces reales. Lu 





Sea f una función continua sobre [a , b] , dondea <b , tal que 
f : [a,b] > (а,Ь) , es decir, Ran(f) c (a , b) . Demostrar que existe x, € 
“ ,b) . tal que f(x) 2 xy 








ё "mosfr act n 


1. Sea la función g = f - I, donde] = función identidad 
2. Entonces, р(х) = f(x) - x, tal que, Dom(g) = Dom(f) N Dom(D = [a,b] 
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3. Por hipótesis , f es continua sobre [a ,b] , entonces la función g también lo es por ser la 
diferencia de dos funciones continuas sobre [a , b] . 


4. Como el Ran(f) está contenido en el intervalo (a , b) , implica que 
Ran (f) = (fGolaSxsb) c (a,b) 
5. Esdecir, Vx e [a , b] , f(x) e (a , b) 
=> aü«cf(x)«b 


6. y ocurre que para x = a , a«f (a) «b 





=> f(a)-a»0 
y parax=b , a<f (b) «b 
> f(b)-b<0 
7. Luego, en (2): g(a) = f(a) -a => g(a) »0 panos 
твае — HGURASSS — 


8. Como la función g cambia de signo en los extremos del intervalo (a , b) , entonces por el 
teorema del cero, existe х, e (a ,b)lg(x,) = 0 


9. Por tanto, en (2) : gx) = f(x)-x, = 0 e f(x) = x, El 


Demostrar que la ecuación х = a Senx +b , donde 0 «a < 1 yb >0 tiene 
por lo menos una raíz positiva no mayor quea +b. 





| . Sea la función f(x) = x - a Senx- b , continua Vx e R 
2. Entonces, f(0) = -b y comob>0 = f(0)<0 
3. fla+b) = a+b-aSen(a + b) -b = all - Sen(a + b)] 
4. Dadoque,- 1 < Sen (a + b) < 1 , entonces de aquí: 1 - Sen(a +b) 20 
Analicemos los casos : | - Sen(a +b)=0 y 1-Sen(a +b)>0 
5. Sil - Sen(a +b) = 0 , entonces en (3) : f(a + b) = a(0) = 0 . Luego x,— a + b es una raíz 
positiva de f(x) = 0 y no es mayor que a + b. 
. Sil - Sen(a +b)>0, entonces en (3) : f(a+b)>0 


En (2) y (6) se observa que f cambia de signo en los extremos del intervalo (0 , a + Б), 
entonces por el teorema del cero, 3r e (0 ,a +b) | f(r) = 0, estoes , res una raíz positiva no 
mayor que a 4 b de la ecuación dada. m 


M е 


Sea la función f continua en [a , b] con f(a) «0 y f(b) 5 0 
Demostrar : 


a) Que A = (xe [a ,b]] f(x) <0} tiene supremo c en [a , b] 
b) Que f(c) = O, es decir, f(x) = O tiene por lo menos una raíz en [a , b] 





c) 
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Sia e R y nes entero positivo impar , entonces existe un número real negativo b tal que 
b"—a (Use (b) y la hipótesis). 


Demostración а) Pordefinición: Vx e [a,b], x €b = b es una cota superior de [a , b] . 


b) 


с 


м 


6. 


Pero А = {x € [a,b]l f(x) «0) c [a,b] ya que, por hipótesis f(b)>0, 
luego x € b , Vx e A entonces b es cota superior de A + ф (pues por lo menos posee un 
elemento x — a y f(a) < 0) en virtud del Axioma del Supremo , existe Sup(A) . 

Seac = Sup(A) . Comob es una cota superior de A , también lo es c y es la menor de todas las 
cotas superiores , por lo que : c € b (1) 
Dado quea є A,puesa є [a,b] y f(a) «0 > asc (2) 
Luego , de (1) y (2) setieneque: a Sc <b => ce [a,b] 

En efecto , por hipótesis , f es continua en [a , b] con f(a)<0 y < f (b) » 0 , entonces por el 
teorema del cero , Эс e (a ,b)] f(c) = O, luego c es una raíz de f(x) = 0.Sice (a,b) => 
c € [a,b] . Por tanto, f(x) = 0 tiene al menos una raíz en [a ,b]. 


Seac <0 tal quea >с y sea f(x) = x^, nimpary xe КІ Entonces se tiene: f(0) = 0 y f(c) 
=ç" <0. Además , c" «c puesc «Oynesimpar. Luego : 


с'с<с<а<0 > с<а<0 > f(c) «a < f(0) 
Si f continua en [R , entonces es continua en [c , 0] y por el teorema del cero , 
Jbe(c,0)lb=a > 35015 -а = 


EJERCICIOS . Grupo 23 


Usando el Teorema del Valor Intermedio , demostrar que la parábola y = x? se intersecta соп 
la curva х? + y?=16,y>0 





| 1- Совх xe (/3, 441-10) 
Si f(x) = , demostrar usando el T. V.I. , 
0 (51Х::0 
que existe c e [-773 , 1/4] tal que f(c) = 1/27 


Demostrar que si f : [a,b] > R , cona <b , es una función continua y acotada en [a,b], 
entonces x, , x, e S| f(x) = min(f) = min(f) y f(x) = max(f) 


Usando el Т. V. I. mostrar que el polinomio Р(х) = х? - бх + 2 tiene tres raíces reales , 
indicando los intervalos que contienen una sola raíz. Hallar la menor raíz positiva de f(x) 
con aproximación de dos decimales . 


. Seaf : [0, 1] — (0, 1) una función continua. Probar que 3c e (0, 1)| f(c) = с 


Sea f una función continua en [0 , 2r] y tal que f(0) = /(2л) . Demostrar que existe 
сє (0, 2л)| f(c) = f(c + n). 
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Ч: 


10. 
11. 


12 


13. 


14 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 
20. 


Sea f una función monótona creciente en [a , b] ; si para c e (a , b) se define 
ё(с) = 8ир(У(х) Ix «c) , r(c) = Inf (fG)1x»c) y Һс) = r(c) - (с). 
Demostrarque: i) /(c) < f(c) < r(c) 

п) Si f es continua en c entonces h(c) = O 


Sea f una función continua sobre [a , b] , a <b , tal que f(a) - f(b) < 0. Demostrar que la 
ecuación (x - a)'(x - b) f(x) = 0, tienen por lo menos tres raíces diferentes. 


. Sea f una función continua en R . Supongamos que lim f(x) = 10 y lim (х) = -I 
X — + оо X —>- ео 


Explique como usar el T. V. 1. para demostrar que existe por lo menos un x € IR , tal 
que f(x) = 0 

Sea f : [a,b] — IR una función continua en [a , b] tal que f(a) = a +b = f(b). Demostrar 
que existe c e (a , b)l f(c) = 2c 

Demostrar que la ecuación Vx -1 + Sen x= Cos x + Vl + x admite una solución 
en (0, 1/2). 


Mostrar que la ecuación x *2* = | , tiene por lo menos , una raíz positiva no mayor 
que l. 


Si f(x) = 25- + == + — , demostrar que la ecuación f(x) = O tiene al menos 


х=) х- 2 Х- 
una raíz en (1,2) y otra en (2,3). 








"Er a а» а 
Mostrar que la ecuación : 5-5, + sU к> 2 = 0 ,dondea,»50,2,»0,a,»0 
y b, «b, «b, , tiene dos raíces reales comprendidas en (b, ,b,) у (b,, b). 
Demostrar que : 


а) El polinomio de grado impar tiene , por lo menos , una raíz real . 

b) El polinomio de grado par tiene , por lo menos , dos raíces reales , st toma al menos , un 
valor cuyo signo sea contrario del que tiene el coeficiente de su término de grado más 
elevado. 


Demostrar que las gráficas de las funciones f(x) = Sen2x y р(х) = x se cortan en un punto х, 
tal que x, € (7/4 , 1/3) 


Valiéndose de las propiedades de las funciones continuas comprobar que la ecua- 
ción x? - 3x - 1 = О tiene , por lo menos , una raíz comprendida entre 1 y 2. 


Demostrar que la ecuación x^ - 3x - 1 = 0 tiene una raíz real en el intervalo (1 , 2) . Calcular 
aproximadamente esta raíz. 


Demostrar que V5 existe. 


Demostrar que la ecuación Tgx = x tiene una infinidad de raíces reales. 
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21. Demostrar que la ecuación х= a Cosx+b,donde0<a<lyb>0, tiene por lo menos una 
raíz positiva no mayor que a +b. 





22. Sealafunción f(x) - - ae -4 + m , demostrar que la ecuación f(x) = 0 


tiene al menos una raíz en (2 , 4) y otra en (4 , 5). 


LA DERIVADA 








41) INTRODUCCIÓN 


Cuatro problemas fundamentales que tuvieron marcada influencia en el desenvolvi- 
miento del Cálculo fueron : 

1. El problema de la tangente 

2. El problema de la velocidad y la aceleración 

3. El problema de máximos y mínimos 

4. El problema del área bajo una curva. 
Los tres primeros problemas fueron resueltos por el Cálculo Diferencial y el cuarto por el Cálculo 
Integral. Soluciones parciales a dichos problemas fueron dadas por Pierre de Fermat, René Des- 
cartes, Christian Huygens e Isaac Barrow. Sin embargo, la primera solución general parecen haberla 
resuelto Isaac Newton y Goltfried Leibniz porque ambos coincidieron en el mismo resultado. 

Por su naturaleza geométrica empezaremos con el problema de la tangente, para tal 
efecto , estudiaremos previamente el concepto de incremento de una variable. 





INCREMENTOS 


Sean у= f(x) una función real y x, ,x, e Dom(f). Si el valor de la variable independien- 
te x cambia de x, ax, , entonces la diferencia x, - x, se llama un incremento de x y se denota por 
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Ax = A "A (1) 
o bien : 

h = XiT Xo (2) 
Análogamente , si y, = f(x,) e y, = f(x), entonces la diferencia Ду = y, - y 
Ay = f(x) - f(x) , significa el incremento de la variable у. 


230 bien, 


Si de (1) despejamos x, , se tiene : х, = х,+Ах к» y = fix) = f(x, + Ax) 


de modo que : Ay = f(x Ax) - f(x) 
o también Ay = f(x, + В) - f(x) 


Definición 4.1: EL INCREMENTO DE UNA FUNCIÓN 





Si y = f(x) y Six,, x, h son dos números que pertenecen al Dom(f)., entonces 
Ay = Fix, +h)- f(x) (3) 
- eselincremento de la variable dependiente: y que corresponde al incremento de la varia- 
ble independiente x en x, , o bien, incremento de la función f, en cuyo caso se denota 


Af = fath) fox) (4) 


En la Figura 4.1 , obsérvese que P(x, , y,) y О(Х,.У,)50п 
dos puntos de la gráfica de у= f(x) y como x, =x, + Ax 
у Уг y, * Лу. las coordenadas de Q son : 
(x, t Ax , y, + Ay) 
de modo que la pendiente de la secante PQ es 
уге 0 _ СУ РАУ) - У _ Ay 


X-X (х +Ах)-х Ах 


Л) * Ax) - f(x) А 
AE AY 6) FIGURA 4.1 





4.3) TANGENTE A UNA CURVA 





Esencialmente , el problema de hallar la recta tangente en un punto P de una curva se 
reduce al de hallar su pendiente . y ésta puede aproximarse mediante rectas que pasan por P y 
otro punto de la curva , por ejemplo О. Entonces sea la función y = f(x) y sean Р(х, f(x,)) 
Q(x, +h , f(x, + h)) dos puntos de la gráfica de f (Figura 4.2). 


La pendiente de la recta secante @ que pasa por P y О, según (5) es 


Sección 4.3 : Tangente a una curva 365 


f(x, + h) - f(x) 
h 


m, = Tg0 = 


Supongamos que el punto P es fijo y Q es un punto de la curva que se desplaza hacia P de 
modo que si rum Ee. 
x — x, entonces , h= (x, - x,) > 0 
y ocurre que la pendiente m, de la secante tiende a trans- 
formarse en la pendiente m de la tangente y así el ángulo 8 
tiende a coincidir con el ángulo o , esto es, la Таб tiende 

a convertirse en la Tea cuando h > 0, es decir 


Тео = lim ТӨ 
һ- 0 





DP 








Fx +h)- fi) 
=> m=Tge = limn ————————— que ou Р 
h0 h FIGURA 4.2 


Definición 4.2: PENDIENTE DE LA TANGENTE 





Si f es una función definida en un intervalo que contienen ax, .entonces la pendiente de la 
tangente a la curva en P(x, , f(x,)) es 


(+A) - fin) 
lim ———— ——— 


m = 
h>0 h 


(6) 


siempre y cuando el límite exista. 


Por lo tanto , 81 P(x,- f(x,)) es el punto de tangencia de la recta tangente F a una curva y m su 


pendiente, la ecuación de dicha tangente está dada por : 


y- f(x,) = m(x-x,) 


Hallar la ecuación de la tangente y la normal а la gráfica de la 


función f(x) = -4x - 5 en el punto de abscisa x, = -2. 
Solución Para un punto arbitrario (x , f(x)) la pendiente de la tangente a la gráfica de f es: 


m Fx + h)- f(x) 


m= HI h 
x+hyY-4x+h)-5-(-4x-5 h(2x -4+h 
Entonces: m= tin лал лэг - de) = lim хэсэн = 2x-4 
h=>0 h h=>0 h 


En particular, para x,=-2,m = 2(-2)-4 = -8 
Punto de tangencia : Six-2-2c» y = (-2y-4(-2)-5 = 7 > P(2,7) 
Ecuación de la tangente: у-7 = -8(х+ 2) © Z :Br+y+9=0 


Ecuación de la normal : у-7- Ё (0+2) © 7 :x-8y+58 =0 E] 
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Nota Рага muchas funciones , el proceso de límite usado en el Ejemplo 1 resulta a veces laborioso 
y complicado . El siguiente método de los cuatro pasos es útil como guía. 


1. Evaluar fenx+h f(x h) 
2. Restar f(x) fix h)- f(x) 
3. Dividir por h манган 
(xx ho) - 
4. Evaluar el límite cuando h — 0 um ME = m 


La importancia de este método estriba en que da una fórmula para hallar la pendiente de la tangente 
en cualquier punto donde el límite exista . Cuando el límite no existe , es decir , cuando m = œ , la 
recta quc pasa por el punto (x, . f(x,)) se llama recta tangente vertical a la gráfica de f. 


f 


EJEMPLO 2 | Hallar las ecuaciones de la tangente y normal a la gráfica de la función 
х) =- х + Зх + 1 епх= 2 


Solución Punto de tangencia: si х= 2 => у= f(2)--(2) + 32) + 1 2- 1 > P(Q,-1) 
Siguiendo el método de los cuatro pasos se tiene 

|. fh) 2- (x hy 3h) 1 = - x5 - 3hà - Зх + 3x 3h +1 

. fix h)- f(x) = h(3x - 3hr - № +3) 


Д(х+һ)-](х) — 
еа 


ы 


-3c-3hx- h^ + 3 


25) 


4 mz Jim. (- Зх? - 3hx - h? + 3) 2-3 +3, V x e Dom(f) 
-» 


En particular, para x = 2 => m = -32y +3 = -9 = п = 1/9 
Ecuación de la tangente: y+ l= -9(x-2) e 9 :9x+y-17=0 
Ecuación de la normal: у+ 1 = 1/9(x-2) > Y :x-9y-11 = 0 


EJERCICIOS . Grupo 24 


% En los ejercicios 1 al 6, se define una función f , hallar el valor del incremento de la función 
que corresponde a los valores dados de x, y Ax 


. 1. f()=2*-3x+5.1,=1,4r=-0.2 2. f(x) 2Nx-4 ,X,7 4.2, Ax = 0.6 
3. у(х) = (5 - ку, х 22,Ax--03 4. х) = х - Зх" +3х- 1, х =2, Ах= 0.2 
5. f(x) = xà - 3x c5,x pasa de 5 a4.99 6. f(x) = х" + 4x, x pasa de 0.7 a 0.85 


7. En la función f(x) bx - х , x varía de 2 a 2.02 , determinar el valor de b si Af = -0.0204 
8. En la función f(x) = x* +bx-3 ,x varía de -I a - 1.02, calcular el valor de b si Af = 0.0804. 


РА 


Е 
? 
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< En los ejercicios 9 al I8 , hallar las ecuaciones de la tangente y de la normal a la curva en el 
punto indicado . Trazar un dibujo junto con las rectas tangente y normal correspondientes. 


x+l 
-— x. 2 


P Та) = 2х-хХх",х, = -2 10. f(x) = r1 5d 

И. Кх) = N9-4x x, = -4 12. f(x) = \4х-3, х = 3 
13. fœ) = 5-х. x, = -3 14. f(x) = 20+ 300. х = 4 
15. Ї(х)-х-3х"--2Х,х, = 2 16. f(x) = -x+1,x, = -l 
17., f(x) = 4-х, x, = -5 18. f(x) 22x-x',x, = -2 


Ж Hallar la ecuación de la recta tangente a la curva y = V4x- 3 - 1 quees perpendicular a la 


recta 7: x -2Y-22 0 
20. Hallar las ecuaciones de las rectas que pasan por Р(3,-2) y son tangentes а le curva 
yzx-]. 


DERIVADA DE UNA FUNCIÓN EN UN PUNTO 


La forma de límite en (6) , empleado para definir la pendiente de una recta tangente . 
es uno de los más importantes en el Cálculo. Es de uso frecuente y recibe un nombre específico. 


Definición 4.3 : DERIVADA DE UNA FUNCIÓN EN UN PUNTO 


Sea la función f : IR — IR definida en cierto entorno del punto x, € IR , Si la relación 





(x, +h)- f(x, MR 28 . 
ps VET . Henen límite cuando h — 0, entonces este límite se llama derivada de 
1 


la función f en el punto x, y se denota por f" (x,) , de modo que : 


fix, + h) - f(x) 


h (7) 


Fx = lim 
hU 


Ahora , si para un x e Dom( f) introducimos la notación h = x - x, , una forma alternativa de 


definir la derivada de una función en un punto es la siguiente : 





Definición 4.4 : FORMA ALTERNATIVA DE DEFINIR f'(x) 


Sea la función f : [R — (К definida en un cierto entorno del punto x, € IR y seax un punto 
arbitrario de este entorno. Entonces, la derivada de f en x, viene dada por: 


fx) = lim F(x) - fio) 


х-эх, Хх-хХ, 


(5) 


siempre que el límite exista. 
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Mediante un ejemplo mostraremos que ambas definiciones son equivalentes. 


Hallar la derivada de la función f(x) = VI + 9х en el punto de abscisa 
х= 7. 


Solución |. f(x, *t)-f(x) = +9, 58) - NI 9x, = Ло Te TI 
“Ч _ 0 





СЕЕ. 5 : 9 9 
Por la Definición 4.3 : A э чш = E 
Го, O 2 N14 9x, 


Luego, para x, = 7 se tienen: f'(7) = 9/16 


9(x- 7 
2: fo = FCT) = yI + 9(7) = 85 f(Q)- Fx) = VI + 9х - 8 = к= 
: F0)- fO) 9 

Entonces el cociente ---2-42 A —— 
х-7 VI+9x +8 

М А 9 9 

Luego , por la Definición 4.4: Г(7) = lim|===—-) = = a 
ES à Pm Jim үгэ: x 16 


OBSERVACIONES 4.1 


1. Si en las Definiciones 4.3 y 44 , el límite existe , se dice que la función es derivable о 
deferenciable en x, . En caso contrario se dice que la función no es derivable en x, 


2. De la comparación de las ecuaciones (6) y (7) se deduce que f'(x) = m . Significa дие, 
desde un punto de vista geométrico , el valor de f" (x,) representa la pendiente de la recta 
tangente a la gráfica de f en x, 


: | - dy 
3. Sia f(x) llamamos y, estoes, y = f(x), la derivada de f se escribe a menudo i .que es 


la notación de Leibniz, y se lee la derivada de y respecto de x . En notación de límites se 





tiene 
ду. урдуу. +) б) — 
re rl ээ» а РО 
"34" * «8 . $C * df 
Otras notaciones son Уу”, D( y). D y, | 
dx 


4. Si en la Definición 4.3 omitimos el subíndice cero de x, y escribimos 


fox h)- fu) 
h 


РО) = lim 
h=>0 
Obtenemos una nueva función f’ , la derivada de la función original ў. 


5. El dominio de / (х) es subconjunto del dominio de f(x). 
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Definición 4.5 : LA FUNCIÓN DERIVADA 





Dada una función f : Ё-» R y un conjunto A = {re RI Jf (x)! „51 Ax Ó, entonces la 
función 
Хил Je. ) 


Р: А ә lim 
X= Ni 


x]'(1) 


se denomina función derivada de f y se denota en las formas siguientes 


d 
Гб De Epl 


Esta definición iguala la idea de diferenciabilidad de f en x, con la noción de extensión conti- 
nua del cociente de diferencias en E En efecto , 51 escribimos : 


fe) - fo) 


ga) =. => Domí(g) = Dom(f) - (xj 


y x, es una discontinuidad esencial. 
Si existe el límite de g(x) en x, , entonces x, es una discontinuidad evitable de g(x) y así obtene- 
mos la extensión continua g (x) , definida de la siguiente manera : 


ТО) = ох) 2 
pojas X 0377 Dom() - tx) 
ГО) ‚ SIX=X, 


Hallar la derivada de función f(x) = feti Э 3 


Solución Siguiendo el método de los cuatro pasos se tiene : 


Z(x*h)-3  2Х-21-3 


a dene "oen? 

2. f(x+h)- fa) = азза - irri = ы Мз: 

3. Formando el cociente ds , resulta: - e 

4. Luego: lim ERA = - 2: E» f'(x)2a- E е 


Según la observación 4.1(2) , f (х) permite calcular la pendiente de la tangente a la gráfica de f 
en (x, , f(x,)) . En el siguiente ejemplo se ilustra esta observación. 
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: EJER Hallar la ecuación de la tangente y la normal ala función f(x) = x Wx- 1, 
en el punto de abscisa x = 2 
Solución Punto de tangencia: six=2 => y=2 12-1-2-эР(02) 
Como f está definida V x 2 1, podemos escribir 
fe) = Nx x-1) = М-З 
Ahora hallaremos la derivada de f por el método de los cuatro pasos 


|. f(x-h) = Vx + hy - (x + Һ)? 


2. то) = {ЕКИ СОСКЕ A. AA -h- 29 
Vx by - (x c hy + Мх x: 











4 ХОВ) Й) _  xüàhe3hx e -h-2x 
h Vx hf - (x hy. + dl 
. +В) - Р) 3x? -2x 5 3х-2 

4. lim —— ————— = E o (х) = , Ух»! 

h=>0 h 24 - x? uf, 2Nx - 1 
» ` ^" 6-27 

En particular, рага x = 2e Dom(f), m = f'(2) = ш 2 

р р (f 15 2X3 


Por tanto , la ecuación de la tangente es: y-2 = 2(x-2) > 7 :2x-y-2 = 0 y la ecuación 


de la normal es : у-2= - 5 (1-2) e У,:х42у-6-0 lie 


Si f es una extensión continua de g(x) = x? Sen (1) en el origen, probar 
que f es derivable en el origen y que f'(0) = O 





X Sen(l/x) , six #0 
Demostración Рог definición : f(x) = 

a six 
Conociendo que : - І < Sen(1/x) < 1 => 0 < |$еп(1/х)| € I 

=> 0 < |52 Ѕеп(1/х) 1 < Ix'l 

Por el teorema del sandwich ,Ix* Sen( Ix)! — 0 cuando x 5. 0.Se sigue entonces que f(0) = 0, 
luego a = 0 es la extensión continua de g . 
Mostraremos ahora que f'(0) = 0 
l. f(x * h) = 0-4) = f(h) = h? Sen(I/h) 
2. f(x h)-fG) = f(h)- f(0) = h? Sen(U/h) -0 = h? Sen(1/h) 


fx h)- f(x) 
| h 


4 nm +В) Ло) 
, ип ———————— 
һ— 0 һ 


3 = hSen(1/h) 


= lim h Sen (1) оне 70) 210 в 
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EJERCICIOS . Grupo 25 


** Еп los ejercicios 1 al 12, usar el método de los cuatro pasos para calcular la función deriva- 
da e indicar su dominio. 


y fa) = 2x - 33 + бх 2 fix) = r- 12x PON) = Ү2х-3 
4 f = 4-3 £ fa) = xNx-2 ДТ) = ҮЗх-2 


р: fx) = E ж 109 = 2x- 1 t TO = 2 + Зх 


3x +2 > 2-3x 
шу. 100) = 
Л 


* Еп los ejercicios 13 al 20 . usar la forma alternativa del límite para hallar la derivada de la 














"n | xl 
E d f(x) = Те Ён fix) = 1 


función dada en x — x, , si existe : 
4 ТО) =x+2x,x, = I 27 zx 4-260241 Xy = -2 
И. fo) = (2х+ ay З O = (x-Iy^,x, = I 
y fe =1x-21,x, =2 de = гэр хөх, -3 
ГЕС zl -ЗАху уж, = -$ A f(x) = T. ,XQ7-3 


Hallar la ecuación de una recta que sea tangente ala gráfica de y = x' y sea paralela a 
la recta 3x - y - 1 20. 
Р Usando la definición de derivada , hallar la ecuación de la recta tangente a la gráfica 
de y = 2x1” + 3 que es perpendicular a la recta x + 8y +3 = 0 
23. Hay dos rectas tangentes a la gráfica de у= 4x- x^ que pasan por el punto PQ, 5). Hallar 
sus ecuaciones. 
24. Hallar las ecuaciones de las dos rectas que pasan por Р(1 , -3) y son tangentes а la 
gráfica de y = x^. Hacer un dibujo y comprobar el resultado. 


(Sugerencia : Sumar y restar ] al numerador del NN 





DERIVABILIDAD Y CONTINUIDAD 





Existe una estrecha relación entre la derivada y la continuidad de una función en un 
punto, en cuyo caso es fundamental la definición alternativa de la derivada 
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ТОУ- Fo) 


Fx) = дэн X-X, 
pues , la existencia del límite , exige la igualdad de los límites laterales 
o Ле) - fon) у his f(x) - оь) 
xx X -Xa s>s 574, 
Por conveniencia , citaremos estos límites laterales como las derivadas laterales por la derecha 


y por la izquierda , respectivamente . De modo que 


f(x) E ТО) = lim FO, + h) = (ху) 


},'(х) = lim 
у o) (t + Х-Х, ь 0+ h 


es la derivada de f por la derecha en х, 


, es Убх) - Рб),  JfOyth-fG 
f. б) "ту низ X- Ky ñ шн. һ 
es la derivada de f por la izquierda en x, . 


Si ocurre que 


f.) = Ў?) > 3f'Q) 


y si ocurre que dichos límites laterales no son iguales , entonces se dice que la derivada de f no 
existe en х, 





Analizar la derivabilidad de la función f(x) 21x - 2] 1 


Solución La función es continua Vx e IR , en particular en x = 2 ‚ por lo que 
102) -12-21-1-1 





272 
Veamos los límites laterales , en el entorno dex=2, para f(x) = 
3-х,х«2 
7,(2) = lim Je9 - fe» = lim Qe 1) zi x 
а хэ?” X-2 3325 (Х-2 
.. 4109-0702) cs RAE 
12) = lim — ——- = lim == = - | | 
0 Уа? „Ж дә Х-2 | 
Las derivadas laterales no son iguales , luego f noes derivable en | i 
xs ime: 
Obsérvese que en x=2, la gráfica de f mostradaenlaFigura4.3, ( ~ 





presenta un vértice. ш FIGURA 4.3 


Dada la función f(x) = Wx- l + L, hallar f'(1) 
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Solución La función f es continua Vx e IR 
Parax=1 c» f(1) = 1. Регосото, 


p 10-70) _ ip, %-1+1-1 


nm CERE ow. qu. 


Ра) 


| 
im (yb) = +. 
xs EVA (x - 1y 
se sigue que la tangente es vertical еп x= 1. 
Luego, f'(1) no existe , por lo que f no es derivable en x= 1 E 





FIGURA 4.4 


TE d-e „х<2 
ӨЗ | Analizar la derivabilidad de la función f(x) = 


pS Бин 





x'-dx4-2,x22 
Solución Veamos la continuidad de fenx=2 
102) = (2) -4(2)+2 = 2 
lim f(x) = lim (4-7) = 
х-2 x2 


Entonces: f(2) + um ТОО) 


lo cual implica que f no es continua en x 2 2. Además 








exo Кы 2300-1021 2. 4x62) эй жоК СТЫ 
ps и cL Am um FIGURA 45. 
= ер = 
12 x-2 07 


Luego , f noes derivable en x = 2. 
Obsérvese en la Figura 4.5 que aunque f produce límite infinito no tiene tangente vertical , lo 
cual no contradice la definición de recta tangente vertical pues f no es continua en x = 2 E 


De estos tres ejemplos recogemos algunas causas que destruyen la derivabilidad. 
1. Desvíos bruscos , como vértices , cúspides , etc. (Ejemplo 1) 
2. "Tangente vertical . (Ejemplo 2) 
3. Discontinuidades . (Ejemplo 3) 
Por tanto , la continuidad no es suficiente para garantizar la derivabilidad , pero por otra parte 
las discontinuidades la destruyen . Esto nos lleva al siguiente teorema. 


TEOREMA 4.1 : Derivabilidad paca continuidad 





sac able ei Т ve ent tonces es fes vontmuréndy | P сс 5 З E 


eae "11 п d. ame 
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Demostración Ргођагетоѕ que: lim f(x) = fo) 
х=» 3, 
En efecto 
1. Por hipótesis , f es derivable en x, , entonces /Г(х,) existe 


2. Luego: lim [У (х) - f(x)] = lim (x- x e х)- ә) 


(209-230 36 TM) 


= im вон Xp) * lim 


- (0) Pii -0 
3. Сото [ f(x) - f(x)] — 0, cuando x — О, concluimos que 
lim f(x) = 70) 


4. Portanto, f es continua en x,. m 


i f(x) = (x- x) g(x) , donde р(х) es una función continua en x, hallar 
JG. 
Solución. Sif -(х-х)80) e» f() = (,-x) во) = 0 


Хэ» x. X = Xo хэ Х-Х, 








= lim g(x) 
X ә Xa 


ЗО Г(Х) = gG) , que es la continuidad de g(x) en x= X, il 


Sia,be IR* y f es derivable en x 


ш fest 0h) - fos - ah) 
h>0 (a+b)h 


y » demostrar que 





zo 





ración. En efecto , porel recurso de sumar y restar f(x.) en el numerador del límite, 


se tiene : 
m 20, + bh) - ха) + fo) - О - аһ) _ 
кып (a +b)h 
= Јо + bh) - f(x) .. f(xy- ah) - Уб) 
" ut (a +b)h н um (a +b)h 


) lim Fa- ah) - f(x) 
a* b! 50 (-a h) 


Es cierto que si h > 0, también (bh) >0 y (- a h) 0; luego: 


m 1&9 * 5b) - Јо) - (224 
bh 


I +b Биг 
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f(x, + bh) - f(x, - ah) 
ыг (445) = | 


226) го) + (z2z) го) = Го) н 


х? „х= д 


Vax +b . x22 


es derivable en IR . hallar la ecuación de la recta tangente a la gráfica de f en el punto de 
abscisa 8. 





Si la función f(x) = | 


Solución 81 f es derivable en IR , entonces f 42) = 1202) 





: Мах-д-(2045) 1 -(2у 
= lim ————————— lim | ———-— 
х э 2+ х= 2 sa x-2 
e а(х-2) E (х + 2) (x-2) 
Р, (x - 2) (Vax + N2a ) хэ? х- 2 
Evaluando los límites se tiene : 5 = 4 esq: 128 
2 V2a 


Además la derivabilidad de f en x= 2 implica la continuidad de f en х= 2 , esto es : 
lim f(x) = lim f(x) => lim (Nax +b) = lim (x) 


2? x7 х-»2" x2 
> Va +b = 4 e b = -12 
Luego , la regla de correspondencia de la función es: f(x) = 8 2x - 12, Vx e (2, +00) 
Punto de tangencia : si х= 8 => y = 8/16 - 12 = 20 => P(8,20) 


42x - m “2х -4 
Pendiente de la tangente: m-f'(8) = lim (Bv2x - 12)- 20 = lim B(v2x - 4) 

8 X- 8 48 Х- 8 
Evaluando el límite obtenemos : m = 2 


Ecuación de la tangente : y - 20 = 2(x-8) © £:2x-y+4=0 | їй 





Si f es una función derivable en x, demostrar que 


FA гард 


En efecto , de la definición de derivada se tiene : 


Ғ(х) = lim 16:41)-70) | im fixeChyl-feo _ 109- Ee h) 
1-20 h 


m 





= lim 
h=>0 (-h) Ud 


Entonces , sumando y restando f(x) al límite dado se sigue que : 
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p, СВ) В) _ 1 tim TG I - Хо) + fe) - fox - hb) 


h-0 2h h-0 h 
І fest): fe) | үс 109-Л0-8) 
= 2 [ Jim en 0 ЫГ 0 h | 
= 7 [POF] = fo 
A este límite se le conoce como la derivada simétrica de f. gi 





Siendo p y q dos números reales, p q,se llama derivada generalizada 
р, q de la función f(x) en el punto x, al siguiente límite , siempre que éste 


exista : 


-. fO t ph) - f(x * qh) 
(р. ВЭ ! m ———————————— 
Py MER (p - q)h 
a) Probar que si la función f(x) es derivable en el punto x 
coincide con f'(x) 


a» Entonces f'P-% (х) existe y 


b) Si f(x) = |xl , hallar (х) y los intervalos para los que existe f'' ^ (x) 


"Solución En efecto , empleando el recurso de sumar y restar f(x) en el límite dado se tiene: 


m 1% + ph) - f(x) + fox) - f(x, + аһ) 


tp. y) 
Утыр HE (p-q)h 





| пч Хо) 2 ы | lim Аха) - FG, + ав) 
P-q IU P-q' һ-эо h 
e [s ) lim Fx, + P2 f) "dom fa + qh) - fo) 
-q п 90 ЧИГ gh 
rl. ES хүн ©) = Го. 
P-q 2 


b) Рага la función f(x) = |x| , tenemos : 


Ix+hl-lx-hl _ Ix+hl?- |x-hl? 


t- — [i ENE 

Pw WR 2h 6-50 2h (Ix * hl «| x- hl) 
4xh : 2x 

a ——— Tv lim rcm. 

h 20 2h (Ix - hÍ + [x- hl) эд x hl 4 Ix-h] 


E . Х - | з 51х<0 
Evaluando el límite: ў (ху) = — = Жї 
Ix] | , six>0 
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Una función cuyo dominio es [R tiene la propiedad de que : 
Fa+y) =f00-0),Vx,ye R y f(0) 20 

a) Demostrar que f(0) = 

b) Demostrar que si f tiene derivada en O entonces la tiene también en cada número real х, y 
que f'(x) = f(x) - f'(0) 

Demostración 

a) En efecto , si f(x + y) = fG)- (у), Vx. ye RR, en particular para x = 0 se tiene: 
700 + y) = f(0)- f(y), y como f(0) #0 = f(y) = f(0)- f(y) 

=> f(0) = 
b) Sesabe que: f'(x) = hm Jer D- $0) 
h0 h 


Хб) fh) - fo) 
h 


f(h) - 1 
h 


Pero si f(x+ y) = fœ- f(h) e f'(x)z Ши 
> Р(х) = р(х): lim 
В -» 0 


De la parte (а). f(0) = | => Р(х) = fO» | m 209-70) f(0) 


y por definición de f'(0) => f'G) = fœ) Pls 


Como f tiene derivada en x = 0 , es decir , existe f’ (0) , entonces también existe f` en cada 
nümero real x . = 


IPL PET 40 Sea la función f(x) = VIxl - [x] , determinar si f es derivable еп: 
a) x,-5/2 y b) x, --2 





Solución а) Dado que (5/2) e [2.3], entonces [x] 22 y [xl = x = fœ) = Ах-2 
Pero como 5/2 no es entero, las derivadas laterales en dicho punto, si existen, 
deben ser iguales , entonces para asegurar la derivabilidad en 5/2 hallaremos f" (5/2) , 
esto es : - 


ему n 00 FR) Ух-2-412ү _ 
A а х - 5/2 =n x - 5/2 мэ) dim (q) 


de donde obtenemos f'(5/2) = 4272 , existe. 
Por tanto , f es derivable en x, = 5/2 . 


b) Sixe [-2,-1) > [x] = -2 y Ixl 2 -x => f(x) = У-х+2 
xe [-3,-2) = [х] = -3 y |х| = -x > fx} = N-x43 


Para x = -2 entero , hallamos las derivadas laterales 
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AT fo)-fc2) _ явж oa -1 "EU 
foe == Ин. x+2 yt Ar T =) = dim (5—5) E 
> . ТоО-Л-2) v3 N3-x -45 
S2 y | — = 1 = 
{се быш х+2 бает Mem ) Jim EE =) = 356 
Сото f,'(-2) ж f.'(-2). entonces f no es derivable en x = -2 ш 


EJENPLO 11 Sea f una función con dominio en (0 , +оо) que cumple 


D (2) = 500-0). Vx.y e рот) li) 0) = 1 


Demostrar que f'(x) = Их, x>0. 





Demostración En efecto , según la definición de derivada 
fœ +) - f(x) 
h 


127) 1152) 


1. FS dim, 


2. Porla condición dada (1): f'(x) = lim ——©— = lim 
h=>0 h h0 h 
3. Hagamos: 1 =u > h= ux ysih>0,entonces u ә 0 
hc сац 201230: 4 .  £í(ltur 0 = 00 A 
4. Luego: ГОО) = in гэн = 3 шп e DESEE IE ep ан n "чыш 


5. Delacondición (i) : 11) -100-11),уми-1-0101)-0 


6. Entonces en el paso (4): f'(x) = 1 lim JO + 2 - f(1) 


El límite es la definición de f'(1) > ГО) = 1 f'() 
7. De la condición (ii) y por hipótesis: Г(1) = 1 y x>0 
Од = 1 x>0 m 


X 


Sean ў, g: IR. — IR dos funciones derivables en todo IR tales que 
Р(х) - р(х) 1 <, Vx e R+ 

Demostrar que las gráficas de f у р tienen la misma tangente en el punto de abscisa сего. 

| Sugerencia : Sean h y k : IR  R dos funciones arbitrarias y a e К. Sil h(a) - k(a)l <€, 

Ve>0 = Қа) = k(a)] 








¡ción Se probará que f'(0) = g'(0), pendientes de las rectas tangentes a las gráficas 
de f y genel origen. 
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1. Enefecto,sil f(x) - gp)! € x? , V x e IR* , en particular , para x = 0 


170) - g(0)] < 0 «=> f(0) = 200) 
2. Entonces por el recurso de sumar y restar una misma cantidad se tiene 


| 705) - f(0) + g(0) - £6) 15 x 
3. Ahora,si hacemos х? = h?^,hz0 y comoxe В+ = h»0 


Luego , en el paso (2): Jo fo) - ED EO «h 


4. Enel límite cuando h — 0: 1f'(0)-g'(0)] < h 
Siendo h >0 y por la sugerencia , se sigue que 
f(0)-g'(0) = 0 > f'(0) = g'(0) Ш 


EJERCICIOS . Grupo 26 


* Enlosejercicios 1 al 8, hallar los puntos en que la función f no sea diferenciable . Dibujar 


su gráfica. 
1. fo) = 1x31 -2 2. (х) = Ix - 91 3. їо) =- 
4. ў(х) = Tu 5. f(x) = (x- 3y^ 6. f(x) = | +ух- 1 
4-Xx',six»0 xi-2x их»! 
7. f(x) = 8. f(x) = 
x'-4,si €0 х - З +3x,six< | 


* Еп los ejercicios 9 al 12 , hallar los valores de a y b de modo tal que la función f dada , sea 
derivable en todo su dominio. | 


ax+b,six<2 ax+b,six<2 
9. f(x) = 10. f(x) = 

x*-3 .six»2 2x! -1,S8i x 22 

ах? *b,sixl х ах-3,51:5-| 
11. f(x)= 12. f(x) = 

-l  .six»! ax +b USO] 


хі 


13. Sea f(x) = [x + 1/2] Vox ; calcular , si existe, f'(3) 


14. Calcular f'(1)si f : IR IR estal que f(x + у) = (х) f(y), Vx, ye (К; además, 
F(0) = 1 y f'(0)existe. 
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15. Sea f una función derivable en a . Para cada b e fR , calcular 


L = lim 
A 


f(a + Senbx) - f(a) 


16. Sea f(x) una función continua en el intervalo [3 , 7] con f(3) = 10.Si f'(x) = 5 para 


x € (3,7), probar que f(x) = 5x-5. 


** Enlos ejercicios 17 al 22 : 
a) Trazar la gráfica de la función f . 
c) Hallar f œ) y f(x) 


5-6x,six<3 
17. f(x) =з 


A ,S1Xx 53 


19. fœ = Vixl+[2x] , x,=3/2 


21. fo) = Vx- [x] + [xl , X= 1 


b) Determinar si f es continua x, - 
d) Determinar si f es derivable en x,- 


Vx ,Six S4 

18. f(x) - Xd 
2 (x-3y ,41х»4 

20. f(x) = Ix - [3x ]l (XQ = 2/3 
0-4 .sixc2 

22. f(x) = x =2 
Чх-2 ,six22 


23. Analizar la derivabilidad de las funcione f en R . Grafique f y f’ 


(х+4/ +1,‚х<-2 
а) ТӨ) = x + 1 
4х-3 X234 


24. Si Г(а) = 10, саісшаг: lim 
h— 0 


-2«x«2 


-х?+2х+1,‚к>2 
b) /(х) = 
5-2х ‚х<2 


fía + 3h) - f(a + 2h) 


(Sugerencia : Sumar y restar f (a) en el numerador del limite) 


25. Sabiendo que f es una función derivable en x 2 a y conociendo f(a), f' (a) , calcular 


lim 
> 


x f(a) - a f(x) 


(Sugerencia : Sumar y restar x f(x) en el numerador del límite). 


26. Supongamos que f es derivable en x . Demostrar que 


Т(х) = lim 
к => 0+ 


Fc +h) - Хх - k) 


h+k 


(Sugerencia : Sumar y restar f(x) al numerador del límite) . 


27. Sea f una función derivable sobre un intervalo que contiene a 0. 


Calcular: lim ЈОх)- fo) 
x—0 X 
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28. 


29. 


30. 


31. 


32. 


33. 


Si f es derivable en х, calcular: lim n [f + 1)- fip] 
n= со 


(Sugerencia: Haceru = l/n) 


*-7,50<x<b 


бх ,six»b 

a) Determinar un valor de b tal que f sea continua en b 

b) Dibujar la gráfica de f con el valor de b hallado en el inciso (a) 
c) Es derivable f con el valor de b determinado en el inciso (a) . 


Sea la función f(x) = | 


Si f es derivable en x, , evaluar : 


lim (5) У [ f(x, +kz) - Их, (- D2)] 
zZz-— бе] 


(Sugerencia : Use Іа propiedad telescópica : 3, | ГЮ-ЛК-1) ] = f(n)- f(0) 
kzl 


Sea f : IR  IRy seax, є Dom(f), tal que Р(х) = L ; calcular 


n n 
x o] 
lim + | 2, Fx, * kh) - 2, f, - kh) | 
Sean f y g dos funciones reales definidas y derivables en todo IR tales que 


a) р(х) = xf(x)+ 1 b) g(x+ y) = gx). gly) су lim 200 1 
Demostrar que g'(x) = g). YxeiR 


Sea f una función definida en un intervalo que contiene а x,. 51 lim fog 1)- foy - W) Н, d (хо- Һ) 
h0 
existe , se dice que f tiene derivada simétrica en x, y se denota por f.'(x,) . Analizar la 


verdad o falsedad de las siguientes proposiciones , justificando debidamente su respuesta . 
а) Ife) > 3f, (x) b) If: —.3f'G 


с) (х) es continua en x, > 3 fg (x) d) 3f(x,) => f es continua en х, 


Sea f una función definida en un intervalo que contiene a x, y si 


fox + h) - fex - h) 


fO = hm 2220-5077 е 05 la derivada simétrica en x, : 
a) Demostrar que si f ,'(x,) y f- (x) existen, entonces fẹ’ (x) existe 
xSen(l/x) , x 0 
b) Probar que si f(x) = 
0 ‚х= 0 
no existen f ,'(0) y f.'(0), pero si existe f *(0) 
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x" Sen(l/x) , x £0 
35. Sea ў: IR IR definida por f(x) = 
0 „к= 


Estudiar la existencia de f' (0) cuando n e Z* 





REGLAS BÁSICAS DE DERIVACIÓN 





En esta sección comenzamos nuestro desarrollo de reglas formales para encontrar la 
derivada f` de una función f : 
: . +) - f) 
Pii e ga хэн хан 
Este procedimiento empleado hasta ahora resulta laborioso y hasta tedioso incluso para funcio- 
nes sencillas. Afortunadamente , existen reglas que facilitan mucho la tarea y permiten deriva- 
das sin usar directamente límites. 


TEOREMA 4.2 : Regla de la constante 
Si ТО) = с, (una constánte) para toda х ,entonces Р(х) = 0, Vx. Esto es 





JL. (у= Dc) =0 Хо) 
Demostración Еп efecto sila función f(x) = c, Vxe Dom(f) => f(x+h) = с 
Luego , por la definición de derivada 


Р(х) = -£- (c) = їйл ferm fon 


— 0 


= jim E =0 
h—0 h 


dx prem 


Geométricamente esto es evidente por que la gráfica de una función constante es una recta 
horizontal y , por lo tanto , tiene pendiente cero en cada punto . Por ejemplo, si : 


fo) = 5 e Ро) = 5-20 


ТЕОКЕМА 4.3 : Кедіа де Іа роѓепсіа 


Si n es un número entero y positivo, n 2:2), y f(x) =x% entonces 





Ре) = £ (mana do, (10) 
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En efecto , por definición: f'(x) = lim E 
h0 h 





Expandiendo el binomio por el teorema de Newton , se tiene : 


fo = Jim. eli a А race cea acer 


= lim [ызы ies Eo IM V II 


Finalmente , evaluando el límite obtenemos: 








1. Conviene memorizar el caso especial cuando п = |, esto es 
2-0) = DG) = 1 


2. Laregla de la potencia también es válida cuando n es un número racional positivo o negativo. 


Derivar aplicando la regla de la potencia 








a) (ху b) y = Ux 
a 8jo)rcofu)z5u''zsx 
b) Siy- - өг 2 - E (x3) = (C3)e3-! = I = 


Nota. En la pane b) del Ejemplo 1 , hemos reescrito 1/x? como x^? antes de derivar . Este proceso 
es el primer paso en muchos problemas de derivación. 


1 Жэ... e 


TEOREMA 4.4 : Regla del múltiplo constante 


A „ж. uy. 
o. , 


Ds > 
(м! 


СУ ч AD < E, - ч = > = 
D po oer Т uo ocu s EAS | DERE 
ҮП 1 rr T e reni. ento 
M DIE y € ut n ши VIN wd! VM мы! y 


a MCN 
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-4 [сод] z Bm со) eed 


h>0 


= c-f'(x) 


lim c 
h-0 


( firth- fo ) 


Esta regla nos indica que las constantes pueden ser sacadas del proceso de derivación . 


Aplicando las reglas del múltipio constante y de la potencia , derivar : 
3a 








d) у= d b) f(x) - 3 хэл 
a) Si y = 3a(x?) => zr = За £ (x?) = -6a (x?) = - es 
b) Si f(x) = 4 (ХУ? > ГО) = 3-2 (х) = $ (3 )х n = 2х E 





Combinadas en una única regla se formulan así: D,(c x") = cnx" ! 


Antes de hallar una regla para derivar sumas y deferencias de funciones , necesitamos 
saber como derivar combinaciones lineales. 
Una combinación lineal de las funciones f y g es otra función de la formaa f +bg , donde a y 
b son constantes . Se sigue de las reglas de la suma y producto de límites que 


lim [a f(x) -b 8001 = a lim f(x) +6 lim р(х) 
х-Эх, Х-9 X, xx, 


Esta fórmula se llama propiedad de linealidad de la operación límite . Implica una linealidad 
análoga para la diferenciación. 


TEENS 4.5 : Top 59: ипа combinación lineal 


" 


хэвээр ables . Pe ї 
-Sify gson Соса da rivables .. OE 

l .d ES б Ре IT cim - 4 ар! f 
dEi | 


Эис 


тг» 


р(х), O om: ila fo та “ 
Ua NE 24: a 


1 ац! 


‚А, 








En efecto ‚ por la propiedad de linealidad de la operación límite : 


£ [a fGo)*bgG)]- li gs LEID ER Мэдээ алах ган 
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2 aL fi h)- foo 149 [gx h) - р(х) ] 
эмн h 


"IU (En 200) E. im (22:510-809 
h-0 Bm. h 
= а: Р(х) +6 -р'(х) 
Haciendoa = b = | „obtenemos : 
d 
2110) +вб)] = Го) +в) 6 E (ue) = 90 + 57 (14) 


Entonces , la derivada de la suma де dos funciones es la suma de sus derivadas . En forma 
semejante se tiene para las diferencias 


d E d. du , dv 

4x Lf00-g609]1 = f'OO-g9) 6 о (0-0) = 72 * 4 (15) 
La aplicación del Teorema 4.5 para una suma de un número finito de funciones derivables da 

d _ du; + du; t du, + i... * du, 

"js (u, FU Ub. V co FH) Zr "E ^ zx 


Cuando aplicamos las reglas (9) y (14) y la regla de la potencia al polinomio 
Р(х) = а„х"+а‚ x"'-.....*aü,x +ах+а, 
encontramos де inmediato su derivada 
Ро = па CE x** ду ч + 2а, х+а, 
Por ejemplo, si f(x) = - i X -3x^ - 2x-- 5 > Г(х) = 2x! +6x-2 


TEOREMA 4.6 : Regia del producto 
Sí fygson funciones derivables en y, entonces el producto f * ges derivablecn x. Үүн 
E (169809: = fe рк) р(х) О) ——— 16) 


conu = f(x) y v = Elx). esto toma la forma 


. LS E (uv) = и (£X) + «(79 =) (17) 


Demostración. En efecto , por la definición de derivada 


f(x +h) -g(x +h) - f(x). g(x) 
h 


Usando el recurso de sumar y restar f(x + g) - р(х) al numerador del límite , se tiene 


Кх +) gx h) - fix h)* 200) + f(x + b) + €() - $0) - р(х) 
h 


d m 
PTT С) - (х) 1 = Jim 


d J: 
FR | /О)-800 1 = um. 
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| g(x +h) - g(x) f(x + h) - f(x) 
= MIR f(x h) (AE) + Rm g (==) 


+ р(х). 1 


g(x + h) - g(x) ) 
h h 


im (PARA) 


= lim f(x+h)- Jim | 
= f(x) -g w + р(х), }”(х) 


Luego , la derivada de un producto es igual al primer factor por la derivada del segundo , más el 
segundo factor por la derivada del primero. = 


Hallar la derivada de f(x) = (3х7-2х)(2х-3) 





"Solución. Por la regla del producto se tiene 
(Primero) (Derivada del segundo) + (Segundo) (Derivada del primero) 


> РО) = (3х2-2х) 4 (2x - 3)4- (2x - 3) E (3х2-2х) = (332 - 202) - Qx - 3X6x - 2) 
= (6х? - 4х) + (12x* - 22x + 6) = 18x? - 26x + 6 E 
En este ejemplo nótese que la derivada del producto es 
+ (37-21) 0х-3) = 187 -26x+6 
mientras que el producto de las derivadas sería 
-E (33 -2x) - --2x-3) = (60-2) (2) = 12х-4 


En consecuencia : (Derivada de un producto) 5 (Producto de las derivadas) 





Hallar la derivada de la función f(x) = 2x3Vx5 


Aquí podemos optar entre hallar la derivada por la regla del producto o por la regla 
de la potencia (reescribiendo la función), conviene el segundo caso. 





| fay = LAR = 2x" s» TOS 2 (2) x = 9 Vx L| 


Laregla del producto puede extenderse a productos de más de dos factores. 
Así,si f . g y h son funciones derivables de x , entonces. 


n | fG) gem- ho) ] = Р(х) < Р(х) - hi9) + fe) +80)  h) + f G3 + р(х) - Һ^(х) 


Hallar la derivada de f(x) = (x + 1)(х° + 2)(х° + 3) 
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Solución ^ Por la regla del producto se tiene : 

fos [E œs] (х2 + 2)608 + 3) + (x + 1) [-0- 02 +2)] (х2 + 3) + (x + DG + 2) 
d гд 
Г +з] 


(1) (51423373) + (х + 1)(2х)(х?* +3) + (x + 1)(х?* + 2)(3х”) 
(х + LE + Зх? + б) + (228 + 6 + 2x^ + бх) + (308 + Зх + бх? + 6x") 
бх? + 5x* + 81 + 15° + бх+ 6 un 






TEOREMA 4.7 : Regla de la reciproca 
Si f es una función derivable en x y f(x) 450 , entonces 


d E a. 
а 1 76) TON is 


Demostración En efecto , se sabe que una función es continua siempre que sea derivable . 
Como en este caso f(x +h) € 0 para h próximo a cero porque , por hipótesis, 
f(x) €0 y f es continuaen x. Entonces 


d | : | | | 
dx то) | "s [357717 > ә! 


, = ы. | 
н-0 t h f(x h) fo) 


227 | . f&+h)- о) 
ШАТ 37211217: шин хий 
| шог 20) 
La: 165 1 TONE OP 
Nota Сопи = f(x), la regla de la recíproca toma la forma 
23 dul af LY u’ 
2-15| = =) é (= ний: (19) 





TEOREMA 4.8 : Regia del cociente 
Si f y g son funciones derivablesen x v g(x) 250, entonces f/g es derivable ert x , y 


d Ше f(x) a gd. 0) - fo)-g'x) 


dx * g(x) (40) 


con un f(x) y х= р(х). esta regla toma la lorma 
(de) (qe) 7 
2-(3 152 ш--2--06(5| = ww" оф) 


[ g(x) |: 
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Demostración  Probaremos la regla del cociente por dos métodos : 
Método 1. Haciendo uso del recurso de sumar y restar una misma cantidad 
fxh) f(x) 


d ро) т pn Bx*h) ^ 806) — ,  20)-f(+h)-f0)-g(x+h) 
dx b 1» € h ит, h р(х) р(х + h) 


(жю: : fix h)- Ро) + g) + $00 - 009 - Р(х) g(x +h) ) 
hg(x) р(х + h) 


(x +h) - f(x) гас h)- gt 
penas Б: lim [5630-892] 


= lim 
h0 


lim р(х) 
= h=>0 
lim | g69- gx b) | 


_ £0 f'€69- ХО) -8'(x) 








(800 Р 
Método 2. Aplicando la regla del producto a la factorización 
10) 
WS fus 
f(x) кт 
Д1] w dT duo 
в 0) fx) 
= f(x) - ir 800 р ) + 8(5) (Теогета 4.7) 
80). Р(х) - $6) -g (x) m 
[gl Р 


Nota Igual que en la regla del producto , conviene memorizar el enunciado de la regla del cociente. 


(denominador) d (numerador) - (numerador) -4. (denominador) 
-d (Cociente) = dx dx 
dx (denomiador)* 


En general, es evidente que : 
(Derivado de un cociente) + (Cociente de las derivadas) 


x -4 


Hallar la derivada de la función f(x) = ore +4 





d э а 3 
(х2 + 4) qe 6+4) - 0-4) 37 0044) 
(х? + 4)? 


(2+4) (2х) - (х2 - 4)02х) 16х 
- (х2 + 4)? "7 (?+д4у 
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Nota Es recomendable hacer uso de paréntesis en los procesos de derivación. Con la regla del 
cociente es buena la idea de encerrar todos los factores y derivadas entre paréntesis , y 
prestar atención especial a la resta exigida en el numerador. 





Halar la derivada de la función f(x) = = (1 + £) 
Solución f(x) = 5 (1 + = =) (Función dada) 
E ES =) = 3. 1 (E HL (Reexpresarla) 
гэ» f (x) = БЕ5Е (Regla del cociente) 
= пашто = WI (Simplificar) 


EJERCICIOS . Grupo 27 


En los ejercicios 1 al 17 , hallar la derivada de la función dada. En los casos que sea necesa- 
rio , reescribir la función antes de derivar 


o 
ер 

















1. 16) «х s4 £l +32 -5 2. (3) = З. 002 + i Li 
3. fü) = 2 AL PA AE х 
2 7 5 13 
юэ. 3 v M uu dm E. Rh 
ы. а сн t 87-28 * 1005 286 7 12:87 200 
6. f(x) = Qx- I) Q - 6x € 3) 7. f(x) = (c -2x+ D (P - 1) 
- ea. 1 _ 2x+l 
8. Р(х) = (c-3x*2)2x' 4 1) 9. 10) = STA 
10. (5) = EL . aesconstante 11. f(x) = a” nx" v des ConStaptE 
X-ga a? xx 
NM UR SAA 
12. {у= хе (1 ын 1З. f()- == 
х. X--2x! 3x42 | 2х -3x«4 
14. f(x) - A = 15, f(x) TA ES 
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3 3 : 
16. f(x) - titi 17. РО) = шилэн 


18. Dado que f(x) = A w(x) , hállese una fórmula para f (x). 
+ Enlos ejercicios 19 al 22, calcular la derivada de cada función usando la fórmula obtenida 
en el Ejercicio 18 











19. fo = (5) (2х+5) 20. f(x) = (EE) еек) 
21. уо) = (28) xn 2. f) = (2) e» 


23. Si f(x) = A. . hallar el valor de a tal que 
(a? - 1) /(-2) + 3af' C2) = fC8) 





REGLA DE LA POTENCIA GENERALIZADA 





Si f es una función derivable , la regla del producto da 
48- Жы Me Я 
LIIF = E Lfoo- fo) ] 


= fW- РО) + јо) РО) = 2f60- fo» 
la derivada de su cuadrado . 
Análogamente la derivada de su cubo es cubo es 


E [f69P = E 0009-1001 = (09? РО) + Ў) D2f09 РОО] 
(Го)? - Го) * 2 09) - РО) = 31103 PF) 


! 


Estos son dos casos especiales de la regla de la potencia generalizada 






TEOREMA 4.9 : Regla de la potencia generalizada 







suna función derivable en х y res un número racional, entonces - 


dc OD OE (22) 
todos los puntos donde el segundo miembro tenga significado 
PENES. - у Puntos donde , si r- 1«0 =>) (x0 


"i 
_ ii) Si f contiene raíces pares e» fo)»0 
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Siu = f(x), la regla de la potencia generalizada se puede escribir 
— (u = riu) — 23 
E (ш) = rap! (SE (23) 
cuando u = f(x) = x, la regla anterior se reduce а 
4L (хуб = plar! (24) 
dx 


que es la regla de la potencia para exponentes racionales. 


EJEMPLO 1 | Hallar la derivada de la función f(x) = 2057 - 3 Vi 





Solución | Reexpresando : f(x) = 2x?? - 3x?^ 
Por la fórmula (24): fœ) = 2(5) x^-3($) x-^ 


de donde: Г(х) = зух -2/Үх ‚а condición de que sea x > 0 1 


Hallar la derivada de f(x) = Y (3x7 + 9х - 1) 





Solución  Reexpresando : f(x) = (3:2 + 9x - 1)” 
Nótese quesi u = 3x*+9x- |, la regla de la potencia generalizada (23) да: 


r-i , 


r u u 

2 2 ; 2(2x + 3) 
(х) = € (3х2 + 9х- 1y'^ (6х+ 9) = => ш 
f 3 | УЗ: + 9х - | 


En seguida demostraremos el Teorema 4.9 рага г entero positivo ‚ entero negativo y 
fraccionado. 
L Sir =n, un entero positivo , entonces 

D fG) I? = nf. 

Por inducción matemática 1 | 

) Sin = 1 > 017001 = 1Lfo)]^ РО) => РИД ОТ = F 0) es V. 
11) Supongamos que para n = h el resultado es verdadero , esto es 

DE fx) I" hb f(x) РУС) 
iii) Probaremos también que para n = h + 1 el resultado 
D. СРО) ГР"! = (h+ 1)[ f) ]" Р(х) es verdadero 
En efecto , la regla del producto da 
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DA fo) 1" 2 ОО). f] = ГРО) Ро) + Ло) -hl fo) РРО) 
= [f] F) + hl fo) Y" - РО) 
-(141)176) P-P 


Puesto que ésta es la regla де la potencia generalizada parar=h + 1 , el Teorema 4.9 queda 
demostrado para valores positivos enteros de r por inducción. g 





Hallar la derivada de la función f(x) = (5x - 2x?) 


¡Solución Siu = 5x - 2x? , por la fórmula (23) se tiene 


ГО) = 4(5х - 24%} -Æ (5х - 207) = 4(5х- 2x) (5 - бх) Е 
П. Sir = - n, еѕ un entero negativo , entonces 
Di ft" = D, (тет ) ‚ y por la regla de la recíproca 
DAFO ROTO 
[ ТО) P" | fe) 1% 
-- турт = TF) 





Hallar la derivar de f(x) = (8 + 2x - x?)? 


"Solución Siu = 8 + 2x - x! , por la fórmula (23) , se tiene : 
r ц" - 1 v 
nm aal 
-3 (8 +2x-x°y* (2-2х) 
2 6(x - 1) 
— (83 Y 
Ш. Sir = p/q, рага un entero q #0, entonces 
р.) ' 2 РД f(x) ЇР» D, (lf) 159) 
= р([ fex) 19! - D, 170) ]' 


pl f(x) je- n- 41109 JUDE Р(х) 
Р р(х) pe! t9» f) = ELFO) 19971 р) 
-r[feo)]-'-f'() 


para valores racionales de r (sujeta a la restricción mencionada en la proposición del Teo- 
rema 4.9) 


Р(х) 


, siempre que 8 + 2x -X +0 €» xz-260 х+4 Wm 


I 
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OBSERVACIONES 4.3 
1. Paraelcasor = l/q, y un entero y x 0, tendremos la fórmula 
DIJO = а СЛО) 09001. foo (25) 
Dado que | f(x) ]' = Vf), a la fórmula (25) se le llama regla de las raíces generalizada. 


2. En particular siq = 2 => D, fü) ) = re ге) (26) 





uw І 
y si f(x) = x > 0, (Хх) = 
5 2Nx 
3. De la equivalencia |x| = Vx? y haciendo uso de la fórmula (26) podemos obtener una 
fórmula que nos permita derivar funciones que involucran valor absoluto , esto es, si 


=- ЧГ ҮР _ 230) - ҒО) 
Leo To УР керду! = с UT 
> D „17091 5 = 1 o mer 2 го) (27) 


Hallar la derivada de f(x) = Y 2x'- 3x +6 








" 
Solución ^ Reescribiendo : f(x) = (12x? - 5] + 3)'? 
e РО) = = (120° - 51 +3) -D,(120 -51 +3) (Teorema 4.9) 
m i (I2: - 5| + 3y?^ uum 4 0) (Fórmula 27) 
Simplificando: ГОО) = 2x = 


|257-51(12х7-5| +37” 


Los ejemplos dados ahora son simples , pero representativos рага cada caso . Los ejem- 
plos que siguen enseñan algunas técnicas de simplificar derivadas de funciones que contienen 
productos , cocientes y algunas otra aplicaciones . 
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| ХЭРЭ" 
Hallar la derivada de y = (5-4 








= 4 ( um | р, [lI (Teorema 4.9) 





( x-1y ч (х? + 1) 3x) - (x° - 1) 3x?) | 





= E IP (Teorema 4.8) 
Р (x tl- 4x? (x? - 1)? 
-4(5 ] [25 (x : a 235 8 1) = 
x1 (c + 1) (x^ + 1) 
Рт co СМ Жз ic (х? - Df "ww 
Intente hallar y” mediante la regla del cociente aplicadaen y = (31) o la regla el pro- 


ducto aplicada en y = (x?- I) (x? + 1)? y compare resultados . 





Solución ^ Reescribiendo la función: f(x) = (3x? - 2a?)(? + а?у” 


e f'(x) = (3х°-2а?у[ 2 G^ + а?) (2х) ] +(x? + а?у [6x] | (146) 
(32 - 2a?) | 3x( + а?) ] + (х + a2)” [6x] 


Factorizar : ҒО) = 3х(х2-а2) | (Зх? - 2а?) + 268 + a?) | 
Simplificar : ['(х) = 38 Хх + а? ч 
Hallar la derivada de f(x) = "n cm 
9 = ку; 








Reescribiendo Іа función : f(x) = x? (1 + x)” 


Es ГӨ) = юр 2 (20)? ]+(1+ ха)?" [ 2- (x)]. (T.4.6) 
=2[-3 (123)? (320)] + (1 +1) [2x] (T.4.9) 
= x [-22 06x37? ]+(1 +)” [2x] 
Factorizar : = 2x (104 x?) ^ [-х(х?)+(1 +) 
Simplificar : = х #&-| = 


(1 + хэрэ - 








Derivar la función: f(x) - 


42х-7 
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Solución  Reescribiendo f se tiene : f(x) = (5 - 8x)'^ (2x - 7)'^ 


> f(x) = (5-8х)!'?[ 2 (2x - 7y'^] + (2x- 7y'^ | -8-(5 - 8х)!? | (Т. 4.6) 


= (5 - 8x)'2 [ E (2x - 7y*^ (2)] (2x - 7 '^ 13 (5 - 8ху'2(-8)] (Т.49) 


(5 - 8x)? [ - 2 (2х - 737%] + (2х - 7)" [ -4 (5 - 8x 2] 


= -2(2x - 7)*3(5 - 83^ [ 3 (5 - 8х) + 2 (2x - 7)] (Factorizar) 
JUR = (2x - 7y*^ (5 - 8xy'? [(5 - 8х) + (12x - 42)] (Simplificar) 
2(37 - 4x) , Siempre que x « 5/8 и 


^ 3Qx- 7)°% {5 - 8x 


En los ejemplos 9 y 10, intente derivar por la regla del cociente y compare los resultados. 


:MPLO 11 Hallar la derivadade f(x) = а а 





452-1-3 6-1 
"Solución En estos casos es conveniente reescribir la función racionalizando el denomina- 


dor . esto es 

foo = (V1 Ne-1y 
— (0041)-02-1) 

de donde obtenemos la función equivalente 


- 200414248-14 0-1) 


Р) = х + Vx*-1 = Р(х) = 2x+ E I (Fórmula 26) 
25 P 2x (х DES 1) - 





Sea q una función derivable en x = 2 cong'(2) 2 4 . Se define 
р(х) ,six«2 
10) = 3 ‚5їх=7 
ах%+Ь ,si»2 
Sabiendo que f" (2) existe , hallar los valores de a y b . 
Solución 51 (2) existe => f,'(2) = f.'(2) 


g'(x).six«2 
y dado que: F(x) = < Fw) , six=2 
3ax^, six>2 
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la derivabilidad de g en x= 2 implica que f '(2) = f+} (2)=g(2)=4 

Luego , si f,'(2) = 3a(2Y = 12а > 12а = 4 < a =1/3 

Además , como f es derivable en x =2 , por el Teorema 4.1 , también es continua en x = 2 , esto 
es, f(2) = lim f(x). Por lo que 


х ә 


3 = (2) +b => 3=3(8)+b e b=1/3 a 


Supóngase que en lugar de la definición usual de derivada D,f(x) , se 
define una nueva clase de derivada D,*f(x) por la fórmula 


D,*f() = lim Ёс» рын 





donde f(x) significa | f(x) * . Hallar D,*(f + g) en función деј, g .D,*f y D,*g 
Р(х + h) - $) 
h 





Dado дие, (х) = lim , se sigue que si 
һ- 0 








р ж 
D,*fe) = DP) = 270).70) e Го) = HS (D 
Análogamente : D,*( + g)x) = DL (f+2)001P = 2(f+ 0) РО) + 209] (2) 

Sustituyendo en (2) la expresión obtenida en (1) obtenemos : 
“р,* D,* 
DF +g) = 2(} +g) (х) qa E 

_ ЕЖЕ 5 Эр ү... 

«| ; ) D,* f) ( : )р,* gG) = 





Si f(x) = (Ix- 1] - [2x] Y, hallar el valor de 
a) f'(7/2) b) f'(2/3) 


¡Solución a) Como (7/2) є [7/2 . 4) , se бепе: 


Се e Їх-11 = x-1 


"Sx«4- 


7€2x «8 => [2x] = 7 
Luego, f(x) = (x- 1 - 7 = (x- 8? > Р(х) = 3(x-8y 
e» f'(1/2) = 302) = 3102-8) = E 
b) Dado que (2/3) e [1/2 , 1), se tiene: 
-12 60-0140. z1ix-Ilzs-(x-D 
5 < xl: | 


[$2x«2 ce [2x] = I 
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Luego, f(x) = (-x+ 1- I)! = -x° = f'(x) = -3x° 
> f (2/3) = -3(2/3y = -4/3 m 


EJERCICIOS . Grupo 28 


En los ejercicios 1 al 36 , hallar la derivada de las funciones dadas 


Ф 
ЫЫ 











1. $0) = ¿MU MY 2 y 83342) У + 5x 

3. f) = x N5-2x 4. у= (1+ Nx 

5. f(x) = Qx- 10 (7x - 3)" 6. f(x) = (33 +4x+8) х - 1 

9. f(x) - y 10. у= di 

и. fo) = (£895 2. у= Lp 

13. у = |} Ay ү 

15. уб) = 12332 16. т ж. 

17. f(x) = : — 18. f(x) = xxv 

19. f(x) = vaà-x + тоз 20. f(x) = (2-35-) (8-4 
21. /(х) = х Ух? -a - $ e-a” 22. y= (а +2) Ха - х (ay 
25. f(x) = Ae 26. f(x) = 2xV1-4x + > (1 - 49% 


398 


27. 


29. 


31. 


33. 


35. 
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0 cm аг? 28. v a e ES 
e liz) 
[m а?х _ N2x+1 
= xwxc-aq - 30. fü) = += 
058 а dt тр 
_ (1-х)? ‚ “же (1-3) 
70) = (1-7 шиг Lex 
ш 31 xx TC. a mH 
1-х? Мк E NI +”) 


Vis М Vx 36. у= " N(- x» (14 x» 


y 


< En los ejercicios 37 al 50 , hallar el valor de f" (x,) para x, dado 


37. 


39. 


41. 


43. 


45. 


47. 


49. 


51. 


52. 
53. 
54. 














NE | х" - 5 
Те) = 2-3 ‚х= 2 38. f(x) = e ‚х= 3 
45 + 2х йл m 45 - 2x тайх. 
f(x) = - ‚х= 2 40. f(x) = Эст. Р X, 1/2 
Ро) = У5зх-7 (x-6) , х,=3 42. ((х)- хМ+ ,х,-2 
\1б+3 2 
(х) = 2 /х-3 44. $0) = (2хУ74(2х)/7 , х = 4 
fa) = (Ixl- 3 V9x ‚ х= -3 46. f) = [x+ 12 p(t ые ET 
Vi - 3x 
fœ) (Ix-21 + [3x])? ,x,=5/3 48. о) = Nlxl -x (22) , x= -2 
Дх) = VIx-41 -x ‚ „= З 50. Хх) = (x-Ixly N6-5x ,x,= 2 
TN RUN геа _ 94 yag 0. 3t E] , xul 
Derivarlafunción f(x) - ет ТОГ D 


(Sugerencia : Reescribir la función teniendo en cuenta que el numerador es el desarrollo de 


xt n 


J , y el denominador de В V (M 
х x- 


Si f(x-2) = (x - 2) Vx? - бх + 8 , hallar el valor de f(4) + f'(4) 
Si f(x+3) = (x? + Зх) N2x + 3 , hallar f(2) - f’ (2). 


Sea la función f(x) = 1х+21 + l3-x|+x,xe R 
a) Definir f' (x) , indicando su dominio. b) Trazar las gráficas de f y f" 
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55. Si se define una nueva clase de derivada que denotamos D* como 


Dx) = lim F(x +h) - Р(х) 
h-0 h 

a) hallar una fórmula para D* (f - g) 
b) expresar D* | f(x) | en función de D [ f(x) | 
c) Para que funciones es D*[ f(x) | = D[ f(x) ) 

56. Sean f y g continuas en [a , b] y derivables en (a , b) , donde О e [a , b]. Si se cumple que: 
i) FO) = go), Vxe (a, b).ii) g'(x) = - fo), Vxe (a,b). ii) f(0) = 0, £(0) = 1 
Demostrar que: f^(x) c g'(x) = 1, Vxe [а,Ь]. 


4x 


> Х determinar el valor de m si se cumple que 


(m+5/2) f(-1) - 2m 61) = fC6) 


57. Sea la función f(x) = 


58. Sif) -xY25-x у 1 = lim IE £8 X335 x1-7x) .hallar 
Га») а 


L= lim ===> hallar la ecuación 


36x? + 7 xl Х-! 


de la tangente а la gráfica de f en el punto de abscisa x, = L 


V6x 4-8 y Vx + - d+ 7 


59. Sea la función f(x) = 


60. Dadas las funciones f(x) = g(x-2) - (x-2)g'(x-2) y р(х) = xV2x-1 ,hallarla ecuación 
de la tangente a la gráfica de f en el punto de abscisa x, = 3 


pd rs 
“уез 


62. Sif(x+2) = 2х°+8 y р(х+1) = f(x-2) , hallar g'(4) 


61. Hallar la derivada de la función f(x) = ,m»2 


63. Si f(x) = mx? - бх y f(x-2) = g(x- 5) ; hallar el valor de m tal que g'(-1) = 6 
64. Si f(x) = 2x7 + mx? y f(x- 1) = g(x * 2), determinar el valor de m tal que f'(-2) = g'(2) 
65. Sean f(x) = mx? + 8x y f(2x * 3) = g(3x-2), hallar el valor de msig'(4) = 10 





LA DERIVADA DE UNA FUNCIÓN COMPUESTA 






TEOREMA 4.10 : La regla de la cadena 
Sean f y g dos funciones IR — IR . Supóngase que ges derivable en x, y f ев derivable | 
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OH : = GEI = РС). юм 3, (28) 


¡Demostración Para probar la regla de la cadena, necesitamos demostrar que si g es derivable 
en x, y f es derivable en g(x) , entonces 


lim flg(x, + e - fLgG)] 


п» 0 


= f'lg(x,)] + g (x,) 


2. En efecto, si las cantidades: h 0 y k(h) = р(х, +h) - g(a) + O podemos escribir el 
cociente de la diferencia de (1) como: 


3 fige) *l]-figx)] _ figo kt] - figo] КФ) 
| h P k(h) h 


4. Para investigar el primer factor del segundo miembro de (3) definamos una función auxiliar 
F sobre el dominio de f haciendo 


flg(x) *kl - fleo) | акао 
F(k) - k 
f'Ig(x,)] „Sik=0 


5. Según la definición de derivada de f , vemos de (4) que F es continua para k = 0 , es decir : 
Jim Е(К) = f'[g(x)] 
6. De (2), se observa enseguida que : дт, k(h) - lim [g(x, + h) - g(x,)] = 0 porque g es 
continua рагах = x, y F(0) = f'[g(x)] 
7. Por tanto , se sigue de (5) que : lim F[k(h)] = f’ [g(x] 


8. Nótese de (3) que si h # 0 , entonces 


че - flg(x,)) g(x, + h) - ew) 


= є[к(һ)1( && 
aun si k(h) = О, en cuyo caso ambos miembros de (8) son сего. 
9. En consecuencia, la regla del producto de límites indica 
m 800+ e (41:69) g(x, + i] - 804) 


= lim F[k(h)] * lim 
tay h-0 h-0 


F {ВО ШШ] - 870) 
como consecuencia de la ecuación (7) y de la definición de derivada de la función g . Por 
consiguiente hemos establecido la regla de la cadena en la forma de la ecuación (1) = 
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OTRA FORMULACIÓN DE LA REGLA DE LA CADENA 


51 se expresa y en tunción de u: y = f(u) 

y si и se expresa en función de x: u = g(x) 

entonces y puede expresarse en función dex: y = f(u) = flg(x)) 
dy 


De modo que, en virtud del Teorema 4.10: uE Fie] -g (x) (1) 


1 "Чөбү — o£ "t dy ya = ШЕ. m 
Pero como f'[g(x)] = f(u) = da w Ж g(x) = Tw ; entonces en (1) : 


(29) 


TO 


= idu Vax 


Nota La clave de la aplicación exitosa de la regía de la cadena para hallar una derivada está en la 

identificación correcta de las funciones más simples f y g a partir de las cuales se construye 
la composición f o g . Así resulta útil pensar en f o g como construida por dos partes, una interior y 
oltra exterior , como sigue : 


interior exterior 
v 25: ЧЕ T о(х) "n - 3 f. h Y 
УГЕ ESOS fi) 
u= р(х) 


El ejemplo ilustrará varios casos. 





Descomposición de funciones compuestas 











y = flglx)) u — gix) y = f(u) 

па E 2 (209 
аузу u=l+A ) ü 
b у= 42х7-3 ч = 20 + 3 y = Vu 
d) y 2 Sen 3x” ы -3c y = Senu 





Solución Seaf = goh => f(x) = g[h(x)] 
Siu = h(x) = Зх+ бх > y = f(x) = g(u) = Yu 
dy | 


du 
dx 


Entonces : (х) = 9 +6: — =8g(uU) = — 


du 34 





c 
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Luego. рог (28): Px) = g'[hG)] -h'(x) = g'(u)-h'(x) = Зх +2 





Y (Зх? + бх)? 
dy du Y dy > | 3v + 2 
gja & < (Mier . ж) КЕК. 
y por (29) | = ) ЛД | (9x* + 6) | avs ) : б? + бр ш 


Nota La fórmula (29): а 5 (= 1481 


puede extenderse con facilidad al caso de varias variables. Por ejemplo . si х depende de у, 


tendremos 
q MESS 


a e Na 


y así sucesivamente , cada nucva dependencia añade un nuevo eslabón a la cadena. 


y se v depende de t , entonces 





Derivar f(x) = Na + Nx? 1 aplicando la regla de la cadena 


Solución Aquí podemos considerar que f es la composición de 3 funciones 


f ТРЕЯ ча > Va + Vx + 1 
donde: g(x) = x^ + 1 , қи) = a+ Wu, k(v) = Уу 





Entonces : Р (х) = k'[h(go»)] + Һ'[р(х)]+ g'(x) 
йг ау (ANAYA du 
otambién : dx > E ) du | dx) 


donde : y =Vy „ У = 4+Vu ,u=xY+l 
Nótese que el orden de derivación de las funciones se van sucediendo desde la función más 


externa hacia la más interna . 


- o Gig 


e = 15.4 

ет Ша 
X 

“23241. Vae N31 
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Si f(u) = и'+5и+5 у g(x) = em . hallar (f o gy (x) 


Solución Según la fórmula (29) : (fo gY (0) = f'[gGO] - g'() (1) 
Si f(u) = u^*5uc 5 c» f'(u) = 2u+5 




















ysiu= р(х) e» f [gey] = 2g()-5 = 2 (431) + 5 = Цаг (2) 
х-| х-1 
Derivando g(+) 56 tiene: g'(x) = е ии = - РЕ Е (3) 
(x - 1) (x- 1) 
Luego, sustituyendo (2) y (3) Зп (1) obtenemos: (f og)'(x) = V и 
' | ул m. x+2 dy 
EJEMPLOS | Sif'(x) = Sexe D e у= f( E) , hallar 222 
" : ; x - 2)(1) - (x * 2)(1) 4 
S J = x*2 о (х) = SAI ED AAA 
Solución Sea р(х) 3 80) бу (x- 2y (1) 
| dy ! i 
Si y = fígG)] > ax f'lgo9)] - g'G) (2) 
X 
TEST Жү 2 x+2 z 2х 
Pero f'(x) = Ѕеп(х+ 1) > f'[g(3)] = Sen p. + 1) = Sen ( 25 ) (3) 
Luego. de la sustitución de (1) y (3)еп (2) se obtiene : 
Doo 224 2x 
t (m-2Y зей r-2 ” 





Si f(x) = (g o h)(x) , h(x) = (x- 1) Va” -2x +9 y la ecuación de la 
tangente a lacurva у = g(x) , enel punto de abscisax = 3es 31 - 2y 
+ 5 = 0, hallar el valor el Г(2). 


Solución Si f'(x) = g'Ih(x)]* h'G) > ҒО) = g[hQ)]-h'(Q) (1) 
2x* - Ax + 10 25 
h(x) = (x- Ix! - 2x c9)? > P= < Verificar) 
) ) E: (Verificar 
Luego. (2) -(2-1)44-449 =3 y (2) = $-8+10 „ 10 
44-449 3 


Entonces en (1) : f'(2) = в'(3)+ (10/3); pero g'(3) = m, = 3/2 


+ r@= (2) (5) = 5 . 
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Nota  Usaremos ahora la regla de la cadena para completar Ja demostración de la regla de las raíces 
generalizada (25) para el caso r = t/q 


D Ifo = 10001909: Р (х) 


En efecto . sea u = f(x) . entonces por la regla de la cadena 
4. 11 du 
dx кын dx | 


© (u)!a- ! (52) 


n 


D,f(x)]" = Du)" 


= gofa 





LA DERIVADA DE UNA FUNCIÓN INVERSA 


Recordemos que dos funciones f y g son inversas una de otra si 
fle(0)] = x, Vx e Dom(g) 
e[f(x)) = x. Vx e Dom(f) 


Sabemos también que una función dada f tiene una función inversa g , denotada como f* , si y 
sólo si f es univalente . El siguiente teorema nos dice como derivar g , una vez que sepamos 
derivar f . 


TEOREMA 4.11 : Derivación de una función inversa 





Si f es una función univalente y derivable , que tiene función inversa g , entonces la función 
ges también derivable, y 


3 — E s 3 De ] 2 
E (х) = fg») > Í (g(x)] + 0 (30) 


Demostración — Demostraremos la derivabilidad de g(x) es una vecindad del punto x, y 
supondremos que cuando x > x, existe la derivada f'(x) #0 , entonces la 

función inversa x= f*( y) = р(х) también tiene derivada en el punto y, = f(x.) . En efecto, 

supongamos que x, e Dom(g), entonces por definición : V £» 0,3 6 » O tal que , si 


g(x) - 2) " | 


0«lx-x,| «8 = —— —— 
о х-Х, f'lg(x,)) 


« E 


como f es derivable en e(x,) y f'[g()] #0 , existe un б > O tal que si 
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0-19- (8) «B, ev. |- x un Flan |^ 
у- 05) 
y- 2(Х,) 


солин ЭГ» РРА 
Ту) Fem fisci 


Por el Teorema de la continuidad (T.3.14) , g es continua en x, y , por tanto , existe una 
9 > 0 tal que si 
0< Ix -x, | <ô = 0< 1803-8805) « б, 


Se deduce de la propiedad especial de б, que 


g(x) - (xg) | | 


- ыг Ты 76 
X- Xy Flea] 
lo que demuestra la derivabilidad de g(x) en x, a 


Nota La fórmula (30) puede ser obtenida del modo siguiente : 
Partimos de la ecuación f|g(x)] = x. que como sabemos , es derivable V x e Dom(g) . Usando 
la regla de la cadena derivamos ambos miembros y obtenemos : 


£ СИЕСОТ) = 1 


Como f y g son derivables , entonces : f'igo9])-g' (92 1 
y puesto que f'(g(x)] 50 => g'(x) = FRA 


Geométricamente , el Teorema 4.11 nos dice que las gráficas de las funciones inversas tienen 
pendientes inversas en los puntos (a ,5) y (b , a) como ilustra el ejemplo siguiente . 


Si escribimos,x = f(y ) e y = g(x), entonces : 2v = g(x) y - = (у), luego en 


la fórmula (30) se obtiene la ecuación 





31) 


СЕР 5: 26 
БЭ? ЭТЭ» 


que nos proporciona una forma fácil de recordar esta relación de reprocidad . Es importante re- 


cordar que = se evalúa para x , mientras que E se evalúa para el correspondiente valor 
X y 
de y. 


х,є Dom(f) 


Ahora si designamos р = f* y si B(x, , у,) e б d) ES 


(32) 
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i EJEMPLO 7 Sean fo) = зэр © Уу f*(x) = g(x) — 1-3 . Mostrar que las 


pendientes de las tangentes a las gráficas de f y g son inversas en los puntos A(1, 1/2) y 
B(1/2, 1) respectivamente. 





Demostración Enetecto f'(x) = - NC c (EG) =- a. 
i (1 +1?) 2х\х - x? 
En A(1 , 1/2), la pendiente de la tangente a la Gr(f) es: Г(1) = - Um =- 4 


En B(1/2, 1) la pendiente de la tangente a la Gr(f*) es; 
! 





8(1/12) = - === =- m 
2(1/2) V1/2 - 1/4 
Analizar la existencia f* para f(x) = x ын , indicar su dominio y 





hallar (f*)'. 

















Solución Analicemos la inyectividad de f reescribiendo: f(x) = 24 — > 
Sean x, , x, € Dom(f) 

Si f(x) = х) > 2+ Em -24 zu e; = = J3 Dx=x 

luego , f es inyectiva, por lo que existe f*. 

Despejando х = f(x) ѕе Пепе : x = x Ы => Ran(f) = Dom(f*) = IR - (2) 


—L...y сото (ўе) = 1 


Fu) 


se sigue que : (FY (x) = - > (х - 2Y | г 


; ES 7 NEN 
Si f(x) = 2 + 325 > Г(х) = "FEE = 








Sea f(x) = E , calcular Df*(2) suponiendo que Df*(2) >0. 
Solución  Derivando fobtenemos: Df(x) = 86-х) 
Soluci : ai 
Si Disygose DEG ys tT (Fórmula 32) 
"9 = DFG) vU 8(8-х2) 
8x 





Para y, =2 > 2 = 243 cx-4432z0ex-2lvxz-z3 
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(1+3) 


Obsérvese que рага x, = I.Df*(y,) 20 => Df*(2) = 8(3-1) 





‚еп el punto de 





Hallar la derivada de f(x) = Vx? + 16 respecto de an 





abscisa x = 3 E 
Solución Sea и = Zu 25 ан КЫ m 
Por la regla de la cadena : 4 = En (5x ) (1) 
Por la fórmula (26): яг = IBS = TE 
y por la fórmula (31): “х = A > ax --(х-1) 
Luego, en (1) se tiene: 4f ёс EL »ураах-3 = di == 12 = 


Nota Si f es una función que posee inversa , entonces se cumplen las propiedades siguientes 


1. Si f es continua entonces f* es continua (Teorema de continuidad T.3.10) 

2. Si f es creciente (decreciente) . entonces f* es creciente (decreciente). 

3. Si f es derivable en x, y f'(x) * 0 , entonces f* es derivable en f(x.) (Por el teorema de la 
deferenciabilidad : T.4.11) 


EJERCICIOS . Grupo 29 


* En los ejercicios I al 4 , hallar f'(x) si f(x) = g[h(x)] 


+ 1 и+2 











I. g(u) = u*-3u «2 , h(x) = ян 2. g(u) = v , Мх) = 3x* -2x 
3. g(u) = нэр ,h(x) = Nx -4 4. gu) = Yu! -2u 3, hà) = 35 ,1<2 


* En 105 ejercicios 5 al 10 , si f(x) = g[h(x)] , calcular f" (x,) para los valores especifica- 
dos de x, 

5. g(u) = I? , hx) = 1-Yx41, x, = 15 

6. g(u) = 24 -02+5, h(x) = Wx+l, х = 8 


7. gu) = (4+ 0200 , hi) = У2х-1 , х, = 3 
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2x+1 


8. g(u) -12-3:-42 , h(x) = TX 





Xp = | 


9. g(u-2) = гээ Qhx-D2x-2x , x = -l 
u-2 


10. gu) = 2443 





, һ(х) = 3 - № , х = 2 
% En los ejercicios 11 al 18 , calcular la derivada que indica 


п. Sife1) = ФЕТ, у= 00) , hallar > 


dx 
єр 2 dy 
12 Sif'Q)-x- X . у= КМ!) , hallar 77 


13. Sif(x-2) = х2-х y р(х) = 102) , halarg'(Vx ) 


14. Sif) = Tg(1-x) e y = f | » hallar 2 





15. Sifíx-1) = Vx? -2x y gi) = f(Vx) , hallarg' (x4 1) 
16. Siglo) = х“ y H -5(0) , hallar f' (x?) 
17. Sif(2x+3) = 2х”-0х-43 y р(х?) = f(2x-3) , hallar g'(9) 


. op 22 2 q › = х+2 ay 
18. Si f'(x) 2 N2x +3x-2 е у E , hallar de 





19. Seag(x) = f(x+2), Vx? + 4 ) , si f es una función derivable en todo IR con #'(8) = 1/4 , 
hallar la ecuación de la tangente a la Gr(g) en el origen . 


20. Sea f una función y derivable en (-1, 1) y de rango (-1,a) , cona e (0, 1) tal 


que f(0) = Оу f'(0 = m,m>0. Sean, р(х) = Hua hs ‚ 9(х) = Үр(х) y 


l - af(x) 
g(x) = Ха - qo) . Hallar g'(x) en términos de f(x) y determinar que es falso que 
| - Ya q(x) 
g'(Osf'(0) 


21. Hallarh'(2)sih = fog , g(x) = 3x?- 8 y la ecuación de la tangente a la gráfica de f en 


el punto de abscisax = 465 x-2y+2 = 0 


х 
- 1 





22. Sea f(x) = Vx? , derivar la función f con respecto a 


23. Sih(x) = (fog)t0 , р(х) = i (x? - 2x + 4) y la ecuación de la tangente a la gráfica de 
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y = f(x) enel punto de abscisa x = 1 es3x+2y-6 = 0, calcular h'(2). 





24. Hallar la derivada de f(x) = x V3 + 2x , respecto de 2 


,enel punto x = 3 
xl 





25. Hallar la derivada de f(x) = 25 , respecto de Үл? + 1. 


x+2 
x-1 





26. Sean f(u) = mu? + 20 y р(х) = 
(fog) (2) = -30. 


27. Si f( à € 4) = Nx 4 41600244) y }0?-3х) = 207 + 2x) , hallar g'(8) . 


, determinar el valor de m de modo tal que 


28. Dadas las funciones reales f(x) = (х° - 1)? y р(х) = 2x4 1, hallar la derivada de la función 
(Гоё) х) indicando su dominio y determine la ecuación de la recta tangente a la gráfica de 
y = (f o р)(х) que pasa por (1 , 1/8) 





29. Sealafunción f(x) - хад ‚хє [I , +оо). Demostrar la existencia de la función 


inversa f* y hallar (f*)'(11/9). 





30. Si f(x) = ‚хє (1, +оо) . Demostrar que existe la función inversa de f y calcu- 


2-1 
lar Df*(4/3) y D?f*(4/3) 
31. Dadas las funciones reales f(x) = x! c2,xelRyg(x) =x+1,xe [3/4 , +99); hallar la 


derivada de la función (f/g)* para y, — 3/2 


32. Demostrar que si f es continua y decreciente en [a , b] entonces : 
a) f* tienen dominio [f(b) , f(a)] y es decreciente en su dominio 


b) f* es continua en [f(b) , f(a)] . 


33. Sea f una función derivable sobre un intervalo I tal que f'(x) » 0, Yxe 1. Demostrar que 
la función f* es derivable sobre el intervalo f(I) y ademássi V x, e 1, y, = Mx) €» 


= феб ít “Уже | Ru 
Xy = "(Уу + Y: DF) = Df(x)  DFÍIf*()) 


4.10) DERIVADAS DE ORDEN SUPERIOR 





Supongamos que la función f esta definida sobre el conjunto A = (x e IR | f' (x) 
existe), Ax ( ,estoes, f es derivable en cada punto x € A y x, € A. 
Si para x — x, existe derivada de la g función f(x) , entonces ella se llama segunda derivada de 
la función f en x, y se denota por 
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го). Df) . S f(x) 
De esta forma fF” (x) = [f'(x)l' enx = x, 
Análogamente , si f” (x,) existe entonces f””(x,) = [f"(x)]' enx = х, es la tercer derivada де 
la función f en x, y se denota 

f"G&) . DIJO): S fe) 

Para derivadas más allá del tercer orden se utilizan las notaciones 

ГЭ) PÍO 
Luego, si А" (x) existe , entonces f(x) = [f'"""(x,)]' enx = х es la n-ésima derivada 
de la función f en el punto x — x, 
Recordando la definición de derivada , la definición de la derivada n-ésima en el punto x, se 
puede escribir en forma de límite 


7 vase bd AS 
ХОР ш) 


o también por la forma alternativa : 


f" (x) n lim | 1252 UE 128 --08) 


En la notación de Leibniz , las derivadas de orden е. se escriben : 





Segunda derivada : i £>) = a 
Tercera derivada : 4 43) = A 
“* Es n4. 
Derivada n-ésima: -9. | - ay 
ах Уах"!! ах" 
Otras notaciones para estas derivadas son 
ЮРУ DS VD 





Hallar las derivadas sucesivas de f(x) = 2x? + 3x1? - 5x + 10 


"Solución Primera derivada: f'(x) = 62+ 6х- 5 
Segunda derivada: f" = 12x+6 
Tercera derivada: f'"(x) = 
Todas las demás derivadas son nulas , esto es 
ТЭХХ) = О , paran =4,5.6,...(M= Dun ш 
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TEOREMA 4.12 : Derivada n-ásima de la suma y producto de funciones 





Sean u = f(x) y у= р(х) dos funciones que tienen derivadas n-esimas en el punto х, , 
entonces las funciones u+v = f(x) g(x) y u*v = f(x). g(x) también tienen derivadas n- 
ésimas en el punto x, , además : 
4 
i О°(и+уз 2 D'(u) D'(v) 


n) D'(u-v) = У; (5) D*(u)-D**(y) (Fórmula de Leibniz) 
1-0 


Demostración — Demostraremos la fórmula de Leibniz 
Enefecto,sea y = uv , entonces las derivadas sucesivas son 


1. y' 2 uv' *u'v 
2. y" = (uv" +u Y )+ (vv +u'v) = uv” -2u'v' c u"v 
3. 3" = (uv” "+uv)4+2(uv” +u” у’) +(u” y +u™ v) 


= UV” 31"у”431:"у”-17”үу 


> АА) 


4. y'" = (uvt uw v") -3(u' v" un v") -3(u" v" ruv) (и 


эз» 


v` + uty) 
= uv" +40 у" + 6u" v" o 4u" "v? a ut9y 
5. Obsérvese la similitud con el desarrollo del binomio 
(445) = b*-4ab? + 6a^?b? + 4a?b  a* 


(3) в (8) ав (5) e (3J00+ (1) 
sólo que las potencias de las funciones se sustituyen por sus derivadas respectivas. 
6. > y" = 2] y ym + 1] мп ( 2 u" y 4. p ц’ yn»4 
+ | à | gm vi 


donde : Ш = u, v® = v ; en general, la notación О") = f 


7. Portanto: D'(u*v)- * (z) D'(u)- О" *(v) 
k=0 
o también : (f -2)""(x) = y ЇЕ IES = 


Ahora demostraremos el Teorema 4.12 por inducción 
) D'(u+v)  D"(u) + D"(v) 


l. Paran=1 => D'(u-v) = v’ +v’ ‚ез verdad por el Teorema 4.5 
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2. Supondremos que para n = hes válida la fórmula, D*(u+ v) = Ои) + D'(v) 
3. Demostraremos que para n = h+ I es también válida la fórmula 
D^*'(u- v) - D^* Ци) 4 D^* (y) 
4. Enefecto: (u+ v)^*" = [(u + v)'"l = [ur + yr" 
[u^] + [vo] = цо yen 
> D"*(u+v) = D^*'(u) + D^*'(v) 
En consecuencia , la fórmula (1) queda demostrada 


n 
n 
Ahora demostraremos la fórmula (11): (u. v)? = 2, К ) и. yt - E 
k=0 


[5] ut y” y | A ) u' yit) 
= uVv'-u'v, es verdad 
2. Supondremos que para n = h, es válida la fórmula 


h 
(0 v) = » (1) y, үгы 
h=0 


3. Probaremos que para n = h + | „es también válida la fórmula 


h+ 1 
(u. v)^*?" - 53 (153) y). yh+!-Kk) 
k=0 


k Paran =]: (u.v) 


4. En efecto: 


h 
(u. у)" + 0 - | (и-УУ”Г = 53 2) цо yika | 
k=0 


- Y (2) [ы . yt 1-1) + ик * D, yih-1)] (T.4.6) 
k=0 
h h : 
= У (9) uU) s yh 1-6 4 x (1) y Н. yk) (T.4.5) 
k=0 k=0 


h h-1 
п i x п k +1-k h К+), E 
(0) uv yh У, i) mv ! шРЛОГ у-у 


(8) шк, үд) 
5 si (A) = (P) =1 cambiemos elifadice de las sumas haciendo К = penapi 
> 0 = h = 4 se € ge las suma aciendo = pen a primera y 


= p- 1 en la segunda , de modo que el nuevo índice de esta segunda suma variará de 
lah 
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h h 
(и. у)" + 0 => u' «vh 10 + > (p) am- vasre 4 Ў: (551) uns voee ma 
p=] p=] 
+ TILES yit 


EET ЦИ 


л хит Бай 


De aquí, sabiendo que [E] Р 5 ) 5 Їл) y que 


О лр] 
ѕе Пепе А 
h+ 1 h+ 1 h +1 
„үү — (0), үн!) (pi , quU 41-р) (he nu үуїй) 

(и - v) [^3 Js ví -2| a У s [ja у 

h +1 

2. (и уув +0 = b3 ( E | gir, the 1-р) 

p=0 

Con lo que queda demostrado la fórmula de Leibniz . n 


EJEMPLOS ILUSTRATIVOS (C 


Para qué valores dea ,b y c , la función 





x Uy 52 
fx) = , tiene segunda derivada en x 22, 
ax? +bx+c ,x>2 
Solución La diferenciabilidad implica continuidad , luego si f es continua en x = 2 , entonces 
f2)-2 lim f(x) 
A 2% 


> (2) = a(2y +b +c © 4a+2b+c=8 (1) 
; 3x? ,x€2 

Como f tiene segunda derivada => f'(x) = 
2ax+b,x>2 


Si f’ existe > f,'(2) = 12(2) > 20(2) +6 = 3(2)° e 4da+b=12 (2) 
6x,x€2 

f”(2) existe y si f"(x) = > /,”(2) = }7"(2) => 24-6(2) €» а-6 
20.x»2 


Sustituyendo este valor en (1) y (2) obtenemos: b=-12 y c=8 a 
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Hallar là n-ésima derivada de la función у = (ax +b)" 








Las derivadas sucesivas de la función dada son 
y = n(ax-b)"'! (а) 
y" n(n - 1) (ax +b)? (ay 
y" = n(n- 1) (n-2) (ax + b)? (ay 
Analizando las tres derivadas se deduce fácilmente que 
y” = n(n-1)(n-2)...2xl (ax b)" (ay 
= п! (ах + Б}а" = п! а" pi 


Hallar la n-ésima derivada de f(x) = (a - bx , ke Z* 





10 ion Lastres primeras derivadas de la función f son : 
f'(x) = k(a-bxy-'(-b) = -kb (a - БК! 


Рх) = -k(k- Db (a-bx)* ? (-b) = k(k- 1)b? (a -bk)-? 
Г”О) = k(k- D(k- 2)P (a -bx)*"*(-b) = - k(k- ПК - 2)b* (a - bk)? 
Obsérvese lo siguiente : 


1. Los signos de las derivadas se van alternando : (-),(+),(-),... 
Esto se simboliza por : (-1)" 


3 


2. Los exponentes de b y de la (a - bx) corresponden a la derivada hallada , esto es : 








Г) F(x) T Gors: f(x) 
Exponente de b : | 2 3 п 
Exponente de (a - bx): К-1 k - 2 k -3 k-n 
3. Los coeficientes: К, К(К- 1) , k(k- 1)(К- 2), . . . , se obtienen de OT 
2-0)! 
En efecto 
: : "o k! _ К(К-1)! _ 
Primera derivada: п= і = K-D "(k-D* D! 
Ј AT kl Kk-D(-2! _ 
Segunda derivada: n=2 => k-347 TEDT = k(k -1) 
9 k! — kk-D(k-2(k-3! _ 
Tercera derivada: n=3 =>» (k-39 ^ (k- 3)! -К(К-1)(К-2) 
2. fbx) = CI EL ba - bxy” a 


(k-n)! 
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ge 
a + 


derivada де f es: f'(x) = (-1)^2an! (a + x)'^*" 





Dada la función f(x) = 





X : W EN 
=й, demostrar por inducción que la n-ésima 


Q-x 


(л) 2-2 ху? 
AE. > j$ (x) a (a + x) 


Demostración 5 f(x) = 





Sea la proposición P(n) : f(x) = (-1)' 2an! (a 4 x) ^*" 
1. Paran=1 > Р(1у):Г(х)--2а (1)! (a x)? = -2a(a x)? ,es V, 
2. Paranzh,supondremos que es válida la proposición 

P(h): f(x) = (-1)^2ah! (a - Һу" (Hip. Inductiva) 
3. Demostraremos que para n — h + 1 , también es válida la proposición 

P(h+ 1): f^* (x) = (-1)»^*'2a (h+ 1) (a+ h)*^*» 
En efecto , P(h+ 1) : f^*"(x) = [$05] 

= [(-1)^2a h! (a + x)*** "]" (hip. Inductiva) 

[(-1)^ 2a (-1) (h + Dh! (a+ ху!!! 
(-1)^*! 2a (h+ 1)! (аху? 
Por lo tanto , se ha probado que P(1) es V y P(h) es V => P(h+ 1) es V. ш 





Hallar la n-ésima derivada de f(x) = x(x -3) ^, ke 2+ 


Solución ^ Las derivadas sucesivas de la función f son : 
FU) = х[- kx-3)** '] -(x- 3)* (1) 2 -(kKx-x- 3)x-3) ** 
- ((kx - 1-3) [- (k + 1) (x - 3) ** 9 (x - 3) ** (Kk ту] 
- (x- 3y** TK + D(kx - x 3) + (К - 1(€- 3]) = k(kx- x 6x - 3) +2) 
f (x) = k{(kx -x+ 6) [ -(k 2) (x - 3) ** 9] + (x - 3)***?XK - 1)) 
= k((x - 3) **? [- (k +2) (kx - x4 6) + (К - 1) (x - 3)]) 
—-kí(x-3)"*?[- A? xc x 9k -9] = -k(k + D(kx-x49) (x - 3) **? 
=» (х) = k(k- 1)(k +2) (kx - x +12) (x - 3) **? etc. 
Analizando cada uno de los términos de las derivadas halladas podemos deducir fácilmente que 
Р(х) 2 (Nk (К+ ID(k*2).. .(k*n-2)(kx-x*3n)(x-3) + п> 2 (1) 
Ahora hallaremos una fórmula para k(k + 1) (К+ 2)... . . , â partir de n = 2 , de la siguiente 
manera : 


f(x) 


[(k+2)-2]! 3 


[(k2)-2]! = Кк! = k(k- I)! => (k- 1)! 


| (К+ 3) - 2 ]! 


[(k+3)-2]! = (К+ 1)! = (k+ DKk(k- 1)! => = ЭЛИ 


= k(k- 1) 
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[(k+4)-2]! 


[ (k+4)-2]! = (k 2)! = (k+2)(k+ I) k (k - 1)! = k(k + 1)(k + 2) 


(k- D)! 
| ы Чен 
Por lo дие: k(k+ 1)(k+2)..... AE 
Luego, en(1) ў") = (- y KE (кх- x 3n) (x-3) 5*9, n22 ы 





Hallar la n-ésima derivada de f(x) = x'(1-- x)" 


Solución Sean =k ,entonces si f(x) = x" (1 х)“ , hagamos 
шээх у Ул(ЇйЙХу 





E» ou - x v — k(I4x)*'! 
и” =2 v" = k(k- I) (L3)? 
x v" = k(k- D) (k-2) (1 -3)*? 
(14) — ("n — k! “к-п 
u 0 у k-i (1 +x) 


Por la fórmula de Leibniz : 


- 1 
f'"() = (u. v)" =u.vP+nu v^? + "7 и”у”-Э-0-0--. 
Ki. k! 
(n) = k-n e ARO (К-а»1) 
ES ГЭ (х) х к n) (1+ К) Tx. SD (1 +x) + 
n(n - 1) k! A 
7 Pay d *9 
Teniendo en cuenta дие п = К y que О= 1 ,56 бепе : 
Р) = n! х 2n n! x(1 x) 7 (n- Dn! (1 4x7. ш 
Hallar la derivada de orden п para la función f(x) = AS 





Solución Descomponiendo la función racional en fracciones simples se tiene : 


5x-2 ЕТЕ A B 
(x + 2)(x - 2) x+2 x-2 


En particular, para x = -2 > -10-2 = A(2-2)+B(0) < A = 3 
ух= 272 10-2 = А(0) +В(2 +2) SY В = 2 


Рог іо дие: f(x) = -5 * += = 3(х+ 2)' + 2(х- 2)" 





=> 5x-2 = А(х- 2) + B(x + 2) 
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> Г(х) = -3(G +2)” - 201) (х - 2)? 
FO) = 3096 + 2)? + 2(00)6 -2)" 
Р") = -3(1)(2)(3)(х + 2)* - 2(0)2X3)( -2)* 
f"(x)- (1) 3n!(x-2) "*"(-1"*2n'(x-2)'"*^ 
(-1)" Зп! (-1)^ 2n! 


.. I") =з (х + 2)"*! + (x -2)"*! ” 


»-x-2 


Hallar la derivada de ord ari ) = 
Шаг la derivada de orden n para f(x) EON 





Solución Cuando en una función racional el grado del numerador es mayor que el grado del 
denominador , se efectüa la división indicada a antes de descomponer la función 
en fracciones simples . Esto es : 


Ps. me TT ш 
E4r:-2 ” Et (х + 2)(х - 1) € (x*2)x-1) — x42 ¡e 


> 2r = A(x- 1) + B(x + 2) 
Para x=-2 y xz | obtenemos, respectivamente: А = 4/3 y B = 2/3 
> fa) =х-1+ i642! 5-1) 
Ahora , las derivadas sucesivas de f(x) son : 
Р(х) = l- i (Dx + 2)” - 201) (х- 1)” 
Го) = 0+ $ (00)+2)'+ 2 (2) - 1) 
Р(х) = - 4 (1)(2)(3)(х + 2)* - E (1)(2)(2)(х -1)* 


f(x) = (-1y 3 пї(х4-2) +0 + (-1y 2 nl- аваа 


< tn) — 2 EIU са элет: M 3-7 
a fu) = = CD al (rmn + al ‚п>2 m 


La fórmula de (х) es válida para n € 2 porque en la primera derivada existe un término 
constante que no se repite en las demás derivadas. 





Hallar (f*)'" en términos de f" , f" y f” sabiendo que f es una función 
estrictamente creciente y tres veces derivable. 


¡Solución 51 f es una función estrictamente creciente y tres veces derivable , entonces tiene 
inversa. Luego,si y = f(x) => f*(y) = x 
Usando la regla de la cadena derivamos ambos miembros de la ecuación : 
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Ef а: —= ET Cu * Pr 1888 
[f*(y)l'- y = 1, регосото y = Р(х) => [f*(y) = f) 
Уб) 


Derivando nuevamente se tiene : 1 "0317 y = - cy (T4.10 y T4.7) 
> Utt" =- р 
Finalmente: [ f*(y) Г” у = аш us БЭ УОЛ 
o if OP. 770, 1 


LFF ГО) 








Жү. 
Dada la fórmula: 144862 eate 22-11 уж |, determi 
nar , por derivación , una fórmula para la siguiente suma 
2(1)х*+ 3(2)х*+ 4(3)x* +... +n(n- 1)х" 


Solución Sea la función : f(x) =1+x+xX+X+...+x" 
= Г(ху-142хХх-43х1445Х7-. ..+ nx"! 
f(x) = 2(1)+3(2)х+3(4ух?+ . . .+ n(n - Ie? 
Multiplicando ambos miembros por x? se tiene 
АЗ (х) = AD + 3(2)л -3(4)x* +. . .+ n(n- 1)x" (1) 
que la suma cuya fórmula se desea hallar . Luego , partiendo de 


Ч x^*!-] 1 Е пх" +1 - (n 4 ])x^*' 
fo) = X] гэ РО) 27 (x - t) 


Multiplicando ambos miembros por x° obtenemos : 


ut) = ier и +щз+ a 


Según (1), es la fórmula pedida . ш 





Sea f : IR* э IRI f’ (œŒ) = lx. Se define : g(x) = foc Nx + 1) 


a) Demostrar que se cumple la relación 
(х2 + 1) g'(x) + (2n - 3)x gx) + (n - 2? g*-?(x) = 0 
b) Hallar g9*X(0) . 


V, dee e 


ación: а) Sea u = Vx «1 сэ 0) = f) y к) = ш) (5%) (0) 
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А Ж 2 
dx 2 Vx + 1 Хх 1 dx Vx? 1 


Además , como f'(x) = l/x => f(u) = l/u 


Luego,en(l): g'(x) = = (х2 + 1) 


] u 
qai 


[се à X 
эз SA „2 | 12 2x tol. AAA ME E 
E cM per DUE 
de done : (х + 1) g'(x) = -xg'(x) e» (5741) ех) хр (0 = 0 (2) 


Ahora derivando sucesivamente la ecuación (2) se tiene : 


G^ * 1) g"G)-2x g"Q)-xg'(O--g(x) = 0 


e (5241) р(х) + Зх р(х) + р(х) = 0 (3) 
QC + 1)8 0) -2х8””(х) + 3xg" Q) + 3g") + g"(x) = 0 
гэ (х? + 1) “(х) + 5х g w) 4(2/8"(5) = 0 (4) 
(E + 1) (х) + 2x gx) + 5x2 (x) + 50"”(х) -46""(х) += 0 
гэ QC 1) р(х) + 7х (4) + (3) gaa) (5) 


Analizando los términos (3), (4) y (5) se deduce la fórmula 
(A+ 1) р(х) + (2n - 3)x gl") + (n- 2? 2) = 0 paran > 3 
b) En (5), para x=0 se tiene : g (0) + 7(0) g'?(0) +9 g”"(0) = 0 
c» g (0) = -9g'"(0) 
Sig'(x)2 -x(x + 1)?? => g"(x) = Qe - 1)0+ 1) 
Luego ,877(0)--1 ; por lo tanto : 89(0) = 9 ш 


EJERCICIOS . Grupo 30 


* En los ejercicios 1 al 10 hallar la derivada que se indica 


1. fx) = Ү4х-1 , F”) 2. f(x) = x(1-x)* . Р) 
3. f(x) = xVx-2 . f”0) 4. х) = Ixl? , f”0) 

5. f) = Ye «4 , f") 6. Нх) = xV3x-2 . f"(2) 
7. foe) = E „ГОЈ 8. (х) = шарх PU) 

9. fe)» 31.490) 10. fa) = LE, fu) 


* En los ejercicios 11 al 24 establecer una fórmula para la drivada п-ёѕіта de la función dada. 
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11. 


13. 


15. 


17. 


19. 


21. 


23. 


25. 


26. 


27. 


29. 


30. 


ЭД. 
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+ 
м 























10) = 1-х 1210) = a-bx 
A | _ 8x-5 
fœ) si (2 - Зх)? 14. fe) — 2x-ex-6 
foe ERES 6 лу = 980 
E „а E > 
fo») = x(1- x) i quy x*-3x +2 
_ 2x'- 19x 4 43 TEE 5. 
10) = з оуу PA 
l+x x 
= 5 24. = 
fx) E? ТОО Ус» 
Para cada una de las funciones dadas, hallar /‹%(0) 
] X ü-x 
= b = = 
a) f(x) mU ) f% dinem с) fœ) 2 


Demostrar que si (a+bx) f (2) =x donde f’ (x) = f(x), se cumple 
“(ФЕ - (6 y 


Hallar una fórmula para la derivada n-ésimade f(x) — 
inducción matemática. 





] 
e ke Е y probarla por 


» Si ges una función no constante con dominio en R y es continua en O y cumple : g(x + у) = 


g(x)- g( y), Vx, y e [R ; probar que g es continua en todo Кус”(х) = р(х) , Vxe R. 
Sea f : 1 — IR dos veces diferenciable en a є I (Tes un intervalo abierto) Demuéstrese que: 


fg xm EZ Mesta b- 2500 
h0 h 

Si f у g son funciones reales tales que Vx e IR , f(x) + р(х) = 1 y existen f (х) y g" (x) ; 

demostrar que 


f" ¿Is TO O 


Ро) $0)» gx) f(x) 8700) 


Hallar los valores de las constantes a , b у c tales que f” (1) existe , siendo : 
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x? NE S C 
f(x) = 


üx^*bx*c , яях? | 


32. Si 23 existe y es diferente de cero , demostrar que : 

zx NE 

e] 

33. Sea g(x) una función definida en R+ tal que g'(x) = l/x . Hallar f" (x) sabiendo que 
у= о(х + үх? + 1). 


34. Si f es una función derivable hasta el segundo orden y f(x) + 0, Vxe R, siendo 
gx) = Uf(x), Vxe Ryf(1) = 2, f (1)=3,f”(1) =4; hallar los valores de (1) y g"(1) 
х"?! = | 


х-| 
derivación , una fórmula para las siguientes sumas : 


a) Рх« 224334... +п°х° 
b) 321462543929 4: Ly Tw (3пу239:1 


dy 
ах” 





35. Dada la formula: 14-Х43Х741-4...ФХх“- 





, X * l ; determinar , por 


36. Sea g una función derivable tal que g'(x) = р(х), Vx e IR ,se define 
y-(l-x)*g(-ax),xe (К,а constante 

a) Halle y" en función dea , x e y. 

b) Usando la regla de Leibniz , probar que 
(1 yen. (n+ax)y™ -na у") 20 


37. Si y = f(u) y u = g(x), demostrar que 


) 92 = (65 iet 


p „(Фа 


eo a) 

















25) 0) E 


: n n 
38. Utilizando la regla de Leibniz : D^[ f(x) р(х) | = en k ) p» до. D*g(x) 


a) Hallar D"[ x. f(x) | en términos de D"f (x) y D"! f(x) únicamente 
b) Hallar D"[ (x - 1) f(x) | en términos deD"f(x) , D"^'f(x) y D^^ f(x) 
c) Siu(x) = (x- 1)" demostrar que : (x! - 1) u'(x) = 2nxu(x) 
d) Demostrar que : 
qt =p de - 1)" d" (2 1)" 


«PA б оа n а L ———— = 
(1- х) di 2x PETI + n(n+ 1) "P 0 
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39. Demostrar que si una función f(x) admite derivada de n-ésimo orden se tiene : 


[ f(ax+b)]™ = a" [ flax+b)]1" 
40. Si f(x) = (3x -2) ^ , hállese f(x) 
41. Sea y = (1+ x)/Yx , usando la fórmula de Leibniz, hallar una expresión simplifica- 
da para y‘™. 
42. Demostrar que la función y = (х - 1)" ,n e Z satisface la ecuación 


(x - 1) ye 4 yx ya 2 nón + 1) у? EX 


43. Sea g una función tal que g'(x) = VI-X , Vx,Ilxl «1 y sea f una función 
tal que f'(x) = f(x), Vxe R,sedefine y = f[ ag(x) ] ; demostrar que : 
a) (1-x)y" -xy'- а?у 20 
b) (1-27) y ^*?- (2n + Dx y**"-n(n+1) у 20 
44. Sea y = f(x) una función que tiene una recta tangente horizontal en (1,0) , g'(1) 50, 


g'(I) 2kyfG) = gl x+ g(x) ]. Hallar : ш кеш eU Os 


45. Si y = (х+ Xx? - 1)", hallarel valor de E = (2-1) y" xy" - n?y 
46. Hallar la n-ésima derivada de la función 


т s PR E 
PS (mx)(m -cx) S (mx)(m+cx) 


47. Si f es 4 veces derivable , f'(x) > 0, y satisfacen además: f' = f” = f” = f" 
Expresar (f*)'? (y) en términos f' (x). 








М A 2. A 
Fa цэнэ V] 
т Y 


DERIVADA IMPLÍCITA 





Una ecuación con dos variables Е(х, y) = 0 puede tener una o más soluciones de y 
en términos dex o de x en términos de y . Estas soluciones son funciones de las que decimos que 
están definidas implícitamente por la ecuación E(x , у) = O 

En esta sección estudiaremos la derivada de tales funciones, la cual está basada en 
la regla de la cadena. Por ejemplo, la ecuación de la circunfetencia х? + у? = 4 es la definición 
implícita de cuatro funciones 


y=+vV4- , Yxe [-2,2]; х= tV4-y? , Vye [-2,2] 
Sin embargo , no todas las funciones pueden ser definidas explícitamente mediante una 
ecuación . Por ejemplo , no se puede resolver la ecuación 
3x5 x!'-x = 2у?- у +8 
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Cuando no existe condiciones que garanticen que una función definida implícitamente sea en 
verdad derivable , aquí procederemos bajo la hipótesis de las funciones implícitas dadas son 
derivables en la mayoría de sus puntos de su dominio. 

Cuando se presupone que y es una función de x podemos usar la regla de la cadena para derivar 
la ecuación dada , pensando en x comu variable independiente . Podemos resolver después la 
ecuación la ecuación resultante despejando la derivada у’ = f^" (x) de la función implícita . Este 
proceso se llama derivación implícita . 


EJEMPLOS ILUSTRATIVOS 


Derivar respecto de x las siguientes expresiones 
a) x? +2у b) 3y* єў ху 





Solución 


a) £ (бї +25) = 2x«2(2-) =2(x+ 2) 


d 
и" п це" u’ 
d ‚3 = 5 ау = x dy g 
b -E Gy) = 30) (2 j= 12) (25) (Regla de la cadena) 
E WT 11:02 (33үд о [2 
с) ЭХ (x*y^) = = (у?) + y x (x^) (Regla del producto) 
х х(3 y? 2) + y (2x) (Regla de la cadena) 
mx (2 ) + 2ху! Га 


Nota Рага ecuaciones que contengan las variables x e y , se requiere el siguiente procedimiento 
para hallar у” implícitamente 

Derivar ambos extremos de la ecuación respecto de x 

2. Coleccionar todos los términos que contengan y? a la izquierda de la ecuación y todos los demás 


— 
. 


a la derecha. 
3. Factorizar y' en el lado izquierdo. 
4. Despejar y”. 


Dada la ecuación x? -3axy + у? = a?, hallar y” 








Ea a үлэ 
l. E (x'-3axy + y?) dr (a^) 


2. ros а озу 2 
=› Хус (x) За = (ху) + e (y^) 20 (a es constante) 
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dy 
> Зх? -3a(xy” + y)+ Зу? 22 =0 


2. Coleccionamos los términos соп и” en la izquierda : -axy' +у?у*= ау - х? 


ау -x 


^ , 22 P um TM Р" 
3. Factorizando: (у? -ax)y = ay-x' > y у?-ах 





Hallar la pendiente de la gráfica de х? - 2х?у + Зху? = 38 , еп el 
punto (2, 3). 





Al diferenciar implícitamente con respeto a x se tiene 


1, 3x? -2(8 y +2ху) + 3(2ху y +y) = 0 
2. 6xy y” -2x? у= 4xy - 3x1 - 3 y? 
3. y'(6xy - 22) = 4ху- 3х? - Зу? 
‚ _ 4хУ - Зх? - ЗУ? 
222 бху - 2х? 
. ; 4(2X3) ~ 32y - 33» 15 
Por lo tanto : Ус — 62X2-20y = = - 28 iz 


xd RE dy 
Si > + - - 6 ,hallar zr 


Obsérvese que los radicandos son expresiones recíprocas cuyo producto es la 
unidad . Luego , reexpresamos la ecuación elevando al cuadrado , esto es : 





X 2 _ ES 
yt?*x-7 36 => y + Х = 34 


Derivando implícitamente : n + AA ="0 


Sy ay DANA y) = 0 e y xa) = y!-x*y 


542. 2 
E oca AN 
x(y* - x^) 


Obtener la segunda derivada de la función implícita 
x'xaxy-y*za 
Solución. Derivando cada término respecto de x se tiene : 


2х+ау 
2у-ах 





2х+а(ху'+у)-2уу'=0 > y = 
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(2у -ах) (2+ау')- (2х + ay)2y' -a) 
(2y -axy 


н (б +4) оху) 
(2y -ax) 


+, — 


Derivando nuevamente: y 


de donde obtenemos : y 


2(02 +4) (1+axy - y?) 
(2y-axy 
Obsérvese que el segundo paréntesis del numerador es el primer miembro de la ecuación origi- 


па! que puede ser sustituido por su valor para expresar Їа segunda derivada en su forma más 
simple , esto es 


„s 


Sustituyendo el valor у’ sellegaa: y” = - 


а 2(ar+4)a 
У ЭС Qy-axy ” 


Nota Esta técnica de sustituir el primer miembro de la ecuación original por su valor , puede 
utilizarse para hallar y simplificar derivadas de orden superior obtenidas implícitamente . 


3994 





Hallar у” de la ecuación : b*x? + a*y* = a?b* 


Solución ^ Derivando cada término respecto de х se tiene 
: 5 (х 
2 20 y” = A сай EAE Ле, 
2b°x «242уу-0-ь y = 2 (2) 


» E [JEDE XO] 


Derivando nuevamente: y" - - У? 


| з у а?у? + bx 
y sustituyendo y” por su valorobtenemos: y" = - L БЕ = 


El numerador es el primer miembro de la ecuación original, luego: 
»2? == b? a?b? 2 
Bl йг a? (2, 5) ENS (5 7)? y 


к], (+ 2 UA 














ут =-(-3)[©+ +) у ын -3| 


Six -xy +2y*=4?/7, hallar y” mediante derivación implícita 





Solución 1. Cálculo de la primera derivada 


2х - У 
х-4у 





2х- (ху + у) + 4уу = 0 ə у = 
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2. Por la regla del cociente: y” = (x-4») 2 - y) -Qx-y)(1-4y) 








(x-4y) 
Ahora sustituimos la expresión obtenida en (1) рага у” , esto es : 
2X y 8x-4y 
2 e-4» (2- ay) 0х-ЭЦ1- х-4у 1! _ 14(2-xy+2y?) 
(x - 4y)? (x- Ay) 


3. Nótese que el paréntesis del numerador es el primer miembro de la ecuación original 


14(42/7) 


шоуг (х-4у) 


= 2a? (x-4y)? 
4. y" = -6a G-4))* (1-4) = -ба%х-ауу* (1- EP 


w _ 42832Х 
(x-4yy 





dy 
ERAN a den hallar o 


dx 





Solución Obsérvese que la función dada está definida explícitamente y su derivación por la 

regla de la cadena sería infinita , sin embargo , mediante un artificio podemos 
definirla implícitamente , esto es , si elevamos al cuadrado ambos miembros de la ecuación 
obtenemos : 


у? = Xx РРР -жх+ сл a M у?= х?-х+у 





Ahora derivamos implícitamente : 2y y” = 2х-1+у' => y = TT | S» xt 
8Cy - '+x- 1 
Рк. Урале e ERE ya үр = 


(2у-1У , : 


EJERCICIOS . Grupo 31 


< En los ejercicios 1 al 12, hallar y en función x e y mediante derivación implícita suponiendo 
que y es una función derivable de x. 


1. 2x?-3xy +y? *x £2y = 8 2. x! -6xy +5y*=3 
3. ху + Зх?у + у? =а° 4. ax? -3b?x +су` = 4 


5. (х+у) + (х- y) -шх жу? 6. xy! +үху =2 
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7. х c 4x y+ y* 20 8. x 15Уху + y? = 36 








9. (a+ у) - y = х" + у? 10. y* = гтэ 
y m 
11. Е + 25 = > 12. xYxy +yVxy =10 


* Enlosejercicios 13 al 18. hallar y` por derivación implícita y evaluar la derivada en el punto 
indicado. 


13. -3y4+y?=1 ,P(2,-1) 14. 2 -2Vxy - у? = 52, P(8.2) 
15. x'-axy + Зау? = За! ,Р(а,а) 16. х! -хҮху -2y* -6,РСО..1) 
17. х”-ху!--у”-8.Р(2.2) 18. +31 -6x1*+21*=0,P(1.1) 


* En los ejercicios 19 a1 26, hallar D ,*y , expresando la respuesta en su forma más sencilla. 


19. b*“x? -a*y? =a*b” 20. х'+ y'-3axy -a* 
21. х?+2ху + y!-Ax 4 2y 72 2 5 cl 


2/3 


23. xn + yu =q* 


Ew 
AE oe ug 26. Хх+ y + Yx-y =a 


X x+ Зу? 


24. ax? *2bxy *cy* = 1 


27. Six" y" = (x - y)"*", demostrar que: xD,y = y 
. y d y 
28. Si y = 2х-1-Ч2х-142х-1 салс «+оо calcular 77 


29. Six?+ y? = г? , hallar en función sólo de г el valor de yy 








30. Hallar la ecuación de la tangente a la curva x"y" = a™*" en un punto (x, , y,) cualquiera. 
Demostrar que la parte de tangente comprendida entre los ejes queda dividida en la razón 
m/n porel punto de contacto. 


31. Si mes la pendiente de una tangente a la hipérbola b^4^ - a^y? =a*b” , demostrar que su 
ecuaciónes y = mx + Хат? - b? , y queel lugar geométrico de los puntos de intersec- 
ción de las tangentes perpendiculares está dado por la ecuación х? + 5^ = a? - Б? 

32. Demostrar que la recta Bx + Ay — AB es tangente a la elipseb "x^ --a7y^ ар” únicamen- 
te si se verifica que B?a? + A?b? = A*B- 

33. El vértice de la parábola y? 2 2px es el centro de una elipse. El foco de la parábola es un 


extremo de uno de los ejes principales de la elipse y la parábola y la elipse se cortan en 
ángulo recto. Hallar la ecuación de la elipse. 
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34. Demostrar que las sumas de las intersecciones con los ejes coordenados de cualquier recta 


tangente a la curva Vx + Vy = ҮК es constante e igual а k. 


3 3 3 . 
35. Demostrar que para la curva Vx? + Vy? = ҮК? , el segmento de tangente comprendido 
entre 108 ejes coordenados , tienen longitud constante e igual a k. 


гт 3 уг : 
36. Demostrar que la tangente a la curva Vx? + Уу? = УК? en cualquier punto Р(х, , y, ) de la 
curva satisface OA? + OB? = k? , siendo A y B las intersecciones de la recta tangente con 
los ejes X e Y respectivamente y O el origen de coordenadas. 





4.12) DERIVADAS DE LAS FUNCIONES TRASCENDENTES 





En esta sección iniciamos el estudio de las derivadas de las funciones no algebraicas 
a las que se denominan funciones trascendentes , entre los que se encuentran las funciones 
trigonométricas, trigonométricas inversas , exponenciales, logarítmicas e hiperbólicas .Una revi- 
sión de sus gráficas , propiedades y límites de las cuatro primeras funciones los puede hacer en 
los capítulos 1 y 2 respectivamente. 


TEOREMA 4.13 : Derivación de las funciones trigonométricas 





Las funciones trigonométricas son derivables en cualquier punto de su domino. Esto es : 


2d. = : d. u = -( “у 
L 36 (Sen x) = Cos x ГҮ. "i- (Cotz x) Cosec? д 
П -d. (Cos x) = - Senx V. -d. (Sec x) = Secx- Te x 
ах | “Дх { ёо 
їп. -@- (Tex) = Sec x у 26 (Cosec x) = - Cosecx- Cotg x 
dx ue dx Í 


Demostración En efecto, haciendo uso de la regla de derivación de los cuatro pasos 
se tiene : 
I. Si f(x) = Sen х, entonces 
1. f(x- h) = Sen (x+h) = Senx-Cos h + Sen h - Cos x 
2. f(x+h)- f(x) = Sen x -Cos h + Sen h - Cos x - Sen x 
= Cos х -Sen h - (1 - Cos h) Sen х 


RD PATA = Cos x (Зепп. - (=>) Sen x 
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4. lim 


lim 119 „ lim (Sab). Uca О (1-5 88.) sen 


h0 


Es f) x 4. (Sen x) = (1) Cos х - (0) Senx = Cos х 


IL Si f(x) = Cos x, entonces : 
I. f(x* h) = Cos(x +h) = Cos x- Cos h - Sen x - Sen h 
2. f(x*h)- f(x) = Cos x- Cosh - Sen x» Sen h- Cos x 
= - Sen x» Sen h - Cos x (1 - Cos h) 


3. наг” = -Senx. (2211) - Cosx (15282) 
4 ш RO -Senx. lim ( Sen -) . cos x. lim (Соз) 
| ыг -» 0 h => 0 h 


c f(x) = 4 (Cos x) = - SenxX1)- Сох (0) = -Senx 


HI. Si f(x) = Tg x, entonces 


” _ Tgx+Tgh 
1. fix+h) = Te (x +h) = 1-Tgx-Tgh 
2. +В) - f) = Tg(x- h)- Тех 


_ (ü0u*Tgx)?Tgh _ Secx.Tgh 
" ]|-Tgx-Tgh  l-Tgx-Tgh 


з 4«+Ю-/6) _ — Seer (288) 
; h I-Tgx- Tgh 

fx+b)- $0) _ Sec? x Teh) — Sectx. 
2 Mie h TE TEE h ) = 1-0 (1) 


> Fa) = 2 (Тех) = Sex 


Nota А partir de las derivadas de Seno y Coseno se puede probar la derivada de la tangente 
aplicando la regla del cociente , esto es 








d м 4 Sen x Cos x (Cos x) - Sen x (-Sen x) 
dx Оре Сов х i Cos? х 

_ Costx+Sentx _ | P 2 

ч Cos! x Сох -. Э = 


Del mismo , тодо , es fácil diferenciar las otras tres funciones trigonométricas por que cada una 
de ellas se define en términos de Seno y Coseno. Se deja como ejercicio. 
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EJEMPLOS ILUSTRATIVOS e 





Hallar la derivada de la función 
f(x) = x: Sen x + 2x Cos x - 2 Sen x 





Solución Сото los factores de los dos primeros sumandos son variables usaremos la regla 
del producto en forma indicada , esto es 





mA = - A үр UR d R 
Р(х) X x (Sen x) + Sen x Эр (х) +2 [x 2 (Cos x) + Cos x . zr (x) ] - 2 Cos x 


= х Cos x + Sen x (2x) + 2[ x(- Sen x) + Cos x] - 2 Cos x 
= х? Cos x + 2x Sen x - 2x Sen x + 2 Cos x - 2 Cos x 
de donde, al eliminar los términos semejantes son queda 
f(x) = Cos x ш 


OBSERVACIÓN 4.4  Cuandou- f(x), y secombinan las seis fórmulas básicas côn lareglà 
de la rip een los siguientes resultados. 


d e = бү du. A [ du 
Ра (Sen и) = Сози | 2) Хү, == E - (Cotgu) = - Со Cosec?u. Us L3 
d | 3 (du a du 
IL ¿7 (Cosu) = - Senu 52) V. du бесш) = SecuTgu (= 2 


ш. 2. (Teu) = Sec u (20) VL. (Сохсы) = -СоксиСовч (28) 


“ЕЗЕМРЇО 2 | Usando la regla de la cadena , diferenciar la función 
y = Sen? (x? + Зх) 





¿Solución Sean y = 25 , z = Senu y и = x -3x 
Usaremos la notación de Leibniz para la regla de la cadena 


2 = (4X (421(48) = (52% (Cos u) ез] 


dz 1\du іл ах 


15 (Sen u)’ (Cos u) (x? + 1) 
15 (x? + 1) Sen* (x? + Зх) Cos(x? + Зх) ш 


Usando la regla de la cadena , derivar la función 
F(x) = Sen? (28 + 1) 





Solución En este caso expresamos la función F como una composición de tres funciones , 
estoeF=fogoh 
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donde: Дх) = 2,820) = Seny 5, МХ) = 2 +1 

сә Р(х) = 2х, g(x) = Соѕх. К (x) z6x* 
Recordemos que la derivada de una composición de dos funciones f y g es (f og) (x) = 
Fleix] g'(x), y cuando se trata de tres funciones f , g y hes : 


F(x) = (f ogoh)'G) = f'iglhG)]) - £'[h(9] -h'Q) (1) 
Luego, si 
ГО) = 2x e» }/"{[в[һ(х)]} = 2g[h(x)] = 2 Sen[h(x)] 
= 28еп(2х!-1) (2) 
g'(x) = Соѕх > g'[h(x)] = Cos[h(x)] = Cos (2 + 1) (3) 


Por lo tanto , sustituyendo (2) y (3) en (1) obtenemos 
F'(x) 2 Sen Q» + 1)- Cos (2c + 1)- 6х2 
= [2x Sen (22 + 1) Cos (2x' + 1) = бх! Sem (2х° + 1) E] 
Naturalmente , con un poco de práctica , los cambios de variables u , v , etc, se pueden evitar 


efectuando directamente la derivación . El próximo ejemplo desarrolla una idea para su uso 
posterior. 


Hallar la derivada de la función y = Tg[Sec? (x^ + 2x)] 





Solución Sin entrar en todos los detalles , el cálculo de la derivada viene a ser el que sigue: 


dy 
dx 


Sec? [Sec? (x + 2x)] - £ [Sec (х2 +2x)] 


Sec? [5ес2 (x* 4 2x)] -2 Sec (а? 4 2х)- 4. [Sec (2 +2x)] 


2 Sec? [Sec? (x? + 2x)] - Sec (х7--2х) [Sec (х + 2x) - Te (х + 22)] Qx +2) 
4 (x+ 1) Sec? [Sec? (х? + 229] - Sec? (х + 23) - Tg (х? + 2x) = 





Hallar Іа derivada de las siguientes funciones 


1. ТО) = $ Sectx - 5 Seca Secx 3. f(x) = Sen(nx). Sen"x 
_ 1 4 Cos 2x _ Sec2x VCotg?x - 1 
> TONE 1 - Cos 2х S. fUv = Cosec*x 


1. ТО) ж 4 Secóx - $ Secr + Sec x 





1 
he 
Тан 
3, 
| 


= (5 Sec'x) q, x Sec x)- = (3 Secx) 4 — (Sec х) + Sec x Tg x 


Sec*x е Ѕес?х (Ѕес х Те х) е ВА 
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Sec x Tg x (Sectx - 2 Sec?x + 1) = Sec x Tg x (Sectx - 1)? 
Sec x Tg x (Tg?x)? = Tg?x Sec x = 


И 


Еа 


| + Cos 2x 
2. х) = += 
10) = “Г.Сов2х 
En este caso , antes de aplicar la regla del cociente , es conveniente reescribir la función 
haciendo uso de las identidades 


1 + Соѕ 2А = 2СоёА у 1-Cos2A = 2Sen'A 








. 28 2 Cos?x = 2 ` 2 А а 
Luego,si f(x) = LIC Cotg^x => f'(x) = 2 Cotg x ds (Cotg x) 
- А эту = 2 2Cosx 
Por lo que : f'(x) =2 Сор х (- Соѕес?х) Sens m 
3. f(x) = Sen(nx)* Sen"x 
Por laregla de derivar un producto se tiene : 
f'(x) = Sen(nx) E (Sen"x) + Sen'x = d x [Sen(nx)] 
= Sen(nx) [n Sen” !x- -£ (Sen x)] + Sen"x [Cos(nx) -2- x (nx)] 
= nSen(nx)*Sen"'!x Cos x + п Sen”x - Cos(nx) 
= n Sen” !x [Sen(nx) - Cos x + Cos(nx) - Sen x] 
El corchete es el desarrollo de Sen(A + B), donde А = nx у В = х 
> Г(х) = п Ѕеп" ‘х • Ѕеп(пх + x) = п Ѕеп" 'x-Sen(n- 1)х ш 
| Sec 2x Sec 2x NCotg^x - 1 
e JU "7 Cosck 
En primer lugar , reescribir la función en términos de Seno y Coseno 
{ОЭ = Sen? x 4 Costa. 2 Sen?x EEEN 
Cos 2x Sen? x Cos2x \ Senx 


Sen?x (Cos 2x) '? 


Ahora, derivar la función por la regla del producto 





f(x) = Sen'x + E (Cos 2х) 17 + (Cos 2x) 17 - 


$еп?х [- 5 (Cos 2x)? (-2 Sen 2x)] + (Cos 2х)! [2 Sen x - Cos x] 
Sen?x [Sen 2x (Cos 2x) ??] + (Cos 2x)? (Sen 2x) 
= Sen2x (Cos 2x) ?? [ Sen?x + Cos 2x] 


ы Sen 2х 
(Cos 21)?” 


[Sen?x + (Cos?x - Sen?x)] 
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„вел ЗЄВ 2Х Ox 
d. (Cos 2x)?" ш 
«Nota Para hallar derivadas n-ésimas de las funciones Seno y Coseno , son de uso frecuente las 
siguientes identidades 
1. Sen [A + n(172)] = + Соѕ A, paran entero impar 
2. Sen [А + п(л/2)] = + Sen A , paran entero par 
3. Sen(A+nT) = Sen A , para n entero par 
4. Sen (А -- nn) =- Sen A, рага п entero impar 


Hallar la derivada n-ésima las siguientes funciones 





a) f(x) = Sen2x b) f(x) 2 Sen*x + Cos*x 
a) Si f(x) = Sen2x => f'(x) = 2Cos2x = 2 Ѕеп[2х + 1 (172) | (1) 
Р(х) = - 2° Ѕеп2х = 2” Sen[2x + 2 (172)] (2) 
Р(х) = - 23 Sen2x = 2* Sen [2х + 3 (n/2)] (1) 
f'"(x) = 2* Sentx = 2* Sen[2x + 4 (172) | (3) 
Por consiguiente : f'(x) = 2" Sen [2x + n(1/2)) , ne Z a 


b) f(x) = Sen*x + Cos*x = (Sen?x + Cos?x)? - 2 Sen?x Cos?x 


! 


12214 Ѕеп 2х)° = |- 2 Sen? 2x 
2 2 
Ahora , derivando sucesivamente la función f , se tiene : 


ГО) = 0- 7, (2 Sen 2x Cos 2x) (2) 


= - Ѕеп 4х = 4° Sen [4m + 2(1/2)] (2) 
f"(x) = - 4 Соѕ 4х = 4! Sen [4n + 3(7/2)] (1) 
Р(х) = 4? Ѕеп4х = 4? Sen [47 + 4(7/2] | (3) 
Р(х) = 4? Cos 4х = 4° Ѕеп[4л + 5(1/2)] (1) 

2, Р(х) = 4"! Sen [4л + (n + 1) (1/2],ne Zt u 


Calcular la n-ésima derivada de la función 
f(x) = Sen?x - Sen 2x 





Solución Dado que | -Cos 2x = 2Sen?x => Ѕеп?х = i - Cos2x) 
Luego, f(x) = l (1 - Cos 2x) Sen 2x = > Sen 2x - 1 Sen 4x 


Derivando sucesivamente la función se tiene ; 
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f'(x) = Cos2x - Cos 4x = Sen [2x + 1(7/2)] - Sen [4x + 1(172)] 
f” (x) = -2 Sen 2х + 4 Sen 4х =2 Sen [2x +2 (1/2) ] - 4 Sen [4x + 2 (172)] 
Р”(х) = - 22 Cos 2х + 4? Cos 4x = 2? Ѕеп:[2х + 3 (1/2)] - 4? Sen [4x + 3 (1/2)] 
Р (х) = 2? Sen 2x - 4? Sen 4x =2* Sen [2x + 4 (1/2)] - 4° Sen [4x +4 (1/2)] 
Analizando cada una de las derivadas se deduce fácilmente que 
Р(х) 22"''Sen [2x +n (1/2)] - 4" ' Sen [4n + n (1/2)] Bi 


Usando la fórmula de Leibniz, hallar la derivada n-ésima de la función 
Рх) = х° Senx 
Solución. Designemos por: u = Senx y v=x 
Cosx = Sen [x + 1(172)] г З" 
и” = -Ѕепх = Ѕеп[х+2(0/2)] , у” = бх 
uw" = Соб = беп{х+3( 2] , v 26 
и‘ = Senx = Sen [х + 4(7/2)] , Ў ae 
Porloque: u'" = Ѕеп [х + n(1/2] , vr = 0 


Luego, desarrollamos Іа fórmula de Leibniz hasta el cuarto término , v? = v9? = , 
zy = ,.estoes: 





Entonces : u' 


FU) = (и • v)™ =u"YMB.vernur 0 ү-. пе) (05:23 ү” + 
10-709 pt S. ар 04.2... 


> f'"(x) = Sen [x + n (1/2)] (x?) + n Sen [x + (n - 1) 7/2] (3x?) + 


п (п - 1 n (n - 1) (n - 2) 
6 


7 2 Sen [x+ (n-2) E ](6x)+ 
Pero : Sen [x + (n- 1) 1/2] = Sen [x+ n (1/2) - 1/2) = - Cos [x + n (172): 
Sen [x + (n- 2) 1/2] = Sen [x + n (1/2) - n] = - Sen [x + n (172)] 


Sen [х + (n- 3) 5] z Sen [x « n(&) - n] = Cos[x + п (5) 


2. PU) = x? Sen [x + n (1/2)] - 3nx? Cos [x + n (172)] - 
3xn (n - 1) Sen [x +n (172)] + n (n - 1) (n- 2) Cos [x + n (11/2)] 
= x[x?-3n(n- 1)] Sen [x +n (7/2)] + n[(n- D)(n-2)- 3х2] Cos [x+n(1/2)] m 


Sen [x 4 (n - 3) 5 1 (6) 





Hallar la derivada de las siguientes funciones 
a) Sen (x + y) + Sen (x-y) = 1 b) Sen (y?-y+2) = xy 





ES е : 
лоп Nótese que las dos funciones están dadas implícitamente , por lo que usaremos la 
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regla de la cadena en cada caso para hallar y : 

a) Sen (x + y) + Sen (x - y) = 1 
c» Cos(x+ y) + (1 + y") + Cos(x - y)* (1- y) 20 
=> [Cos (x + y) - Cos(x - y)] у” = - [Cos (x + y) + Cos (x- y)] 
Transformando a producto los términos entre corchetes se tiene : 
[- 2 Sen x - Cos y] у’ = - [2 Cos x Cos y] 


Cos x Cos y 


de donde : y = SenxSeny 


c» y = Cotg x- Сор y E 


b) Sen (y?*-y+2) = xy 
e Сов (у? -у+2)- (уу-у +0) = xy" +) 
> y(Qy-1)Cos( y? -y+2)-xy” = y 


M y 
У = Qy-DCos()?-y2)-x Е 







P 
e 
— 


К JEMP O40 De : EA эм ! 
OE ИР1О” A 1 пуаг: у = 


Sen x4. V Senx4 У Senx4 . . . + 


Solución Elevando al cuadrado: y? = | 


Sen xa. У Senx+VSenx+...+o 


El segundo sumando del denominador es la recíproca de la función dada, luego, 81: 


у? = —— с» у? Ѕепх+у = | 
Ѕеп х + + 


) 
Entonces por derivación implícita obtenemos 
y*Cosx, 


y? Соѕх+ 2уу’Ѕепх+у' = 0 > y = 1+2y Senx 





Demostrar que Sen ах + Sen bx es periódica si , y sólo si a/b es un 
número racional. 


"Demostración Supongamos que la función 
f(x) = Senax +Senbx 
es periódica , de período T , entonces : f(x + T) = (х), V T e IR 
En particular, si х = 0 = f(T) = f(0) 
es decir : SenaT +SenbT = 0 (1) 
Derivando la función obtenemos: f'(x) = a Cosax +bCosbx 
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f” (œx) = -a'Senax -b? Senbx 
Como f(x 4 T) = f(x) © f"(x-T) = fx) 
ysi х= 0 c» f"(T) = f”(0) 
=> -а? SenaT -b? SenbT = 0 (2) 
Resolviendo (1) y (2) se tiene : (a? -b?) SenbT = 0 
(a? - Б?) SenaT = 0 
l SenbT = 0 © БТ = km 
Puesto que a+b => 
SenaT = 0 © ат = Кт 
Al dividir estas dos igualdades se obtiene : 


aT _ km а z 
БТ = ES b k, ES E 








Analizar la derivabilidad de las funciones 
a) Их) = 21Совх| +Cosx,enxe [0,11] 
b) g(x) = x-|Senxl ‚еп [0,27] 





Solución 


a) Enxe [0, 7/2) , Cosx>0 => f(x) = 2Cos x + Cos х = 3 Cos х 
yenxe [1/2, п] , Cosx «0 > f(x) = -2Cosx+ Cos x = - Cos х 
De modo que là regla de correspondencia de f es 


3 Cos x,x e [0,772) -3Senx, xe [0, 172) 
f(x) = : > Р(х) = 


-Cosx .xe [n/2, п] Senx ,xe[mn2,n] 


Ahora : f.'(172) = - 3 Sen (1/2) = -3 y fp (1/2) = Sen (1/2) = 1 
Como f (1/2) + f, (72) => f noes derivable enx = 1/2 є [0, rr] 
b) Enxe [0, n}, Senx » 0 => р(х) = x-Sen x 
хє [л, 2л], Ѕепх<0 => р(х) = x+ Senx 
Luego, la regla de correspondencia de ges: 
x-Senx ,xe [0, n) |-Со8х ,хє [0, л) 
g(x) p гэ g'(x) = 


x+Senx,xe [x, 21] 1 + Cosx,xe [n,2n] 


Las derivadas laterales de genx = n tienen por valor 
g. (m) = 1- Соѕ(л) = 1-(-1) = 2 у е, (л) =1+Cos(x) = 12 (1) = 0 
Comog ' (л) € р, (7) => gnoesderivable en x = лє [0,27] E 


EJERCICIOS Grupo 32 : Derivadas de las funciones trascendentes 437 


n(x-1)*34n ,x«0 
Sea la función f(x) — Ж зеп x ERE) ,ОФёхЕл 
diy Ж 





3 - 3 - 3 Cos x ASA 


donde P(x) es un polinomio de grado 3 con coeficientes reales . Hallar P(x) de modo que f(x) y 
f (х) sean continuas, Vx є (К 


Solución Si f es continua en todo su dominio , entonces 


lim f(x) = lim f(x) => n(0- 15 -3--nr = OSenO- P(0) < P(0) = 3 


x0 x 


lim f(x) = lim f(x) = nSenz4P(n) = Ж asc. aS 63 PGO = 3 
xm хә п+ 2 2 


Зл (x-1) ,x«0 
Derivando f se tiene : f'(x) = х Cos x + Ѕепх+ P'(x) , 0S8 xSmx 
-x-3Senx ,X»mn 


Si f'(x) es continua , V x e ЇЕ, entonces 

f. (0) = f,'(0 = 3x(0- 1)? = 0Сов80-5еп0-Р (0) «» P'(0) = Зл 
fm = f,'(n) => rCosr+Senn+P"(1) = -n+3Senr < P'(n)-0.. 
Sea el polinomio: Р(х) = ax? - bx? c cx +d => P(x) = Зах? -2bx +c 
Ahora,si PO) = 3 =>3=0+0+0+d e а = 3 


Pm) 23 >3=arn*+bn?i+cn+3 e an +bn+c=0 (1) 
Р(0) = Зп > Зл= 0+0+c = с = Зп 
Р'(л) = О = Зал? + 2рп + Зп = 0 => Зап +26 +3 = 0 (2) 


Sustituyendo el valor de c en (1) obtenemos 
(an +b+3 = 0) л (3an*2b +3 = 0) са-3/л , b = -6 


г. Р(х) = 5 х? - 6х2 +3nx+3 E 


EJERCICIOS . Grupo 32 


* Enlosejercicios 1 al 30, hallar la derivada de la función dada expresando la solución en la 
forma más simple. 


1. y = Sen(x+ a) Cos(x - a) 2. у = (x Senb + Cos b) ( x Cosb - Sen b) 
3. у= Sen2x- 3 Sen? 2x 4. y = Sen [Cos? (Tg? x)] 

- 2 
& уг Sen 2x 6. у = | + Sentx 


| + Cos 2x | - Sen?x 
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7 үе 344 Sen х = Sen x -x Cos x 
= 4+ 3 Sen x ч? Cos x + x Senx 
9. y = Tgx- i Тех -- 1 Tg 10: yz 4 YCotg?x +Ñ Cota*x 
11. у= Sen 5x- $ Sen'5x 12. y = Cos(nx) Sen"x 
13. y = Sen(nx) Cos"x 14. y = Cos(nx) Cos"x 
_ Sen2x + Sen 5х -Senx |. (Sennx)" 
9 = Соѕ 2х + Cos 5х + Cos х Heo (Cosmx)" 
17. y = Sen[Cos(Tg2x)] 18. y = |Sen (Cos?x) - Cos (Sen?x)| 
„= a] LE СОБ Зх m p(x-2Y 
0. y NES 20. y = Sen’[{ 0) + 3x] 
Cos x Tg x - Sen x Tg x EN Cos x 4 
жу Cosec x + Sec х E 3Senix * 3 COMES 
(Tg?x - 1) (Тех + 10 Tg?x + 1) sc Хях-ТЕХ 
€ у= UU A - E exo l -6 Tg?x + Tg^x 


10 3(х х х 
25. y ж “у Cos? (2) - 5 Сов (2) - Cos* (3) 
26. у = + Соф°х - Cog: + Cotgx +x 
27. у = x ($ Cos dx - Совх) + y Ѕеп?х + $ Senx 


28. у= 3 Cosx( + Sen?x + $; Sen'x + à Senx)- эд 


29 у= Vx ух + Vx + Sen [Cos (x + Sen (x + Cos x))] 
30. y = (Sen х Cos x Cos 2x Cos 4x) (Cos 8x - Cos 16x • Cos 32x) 


< En los ejercicios 31 al 38 , hallar la derivada de las funciones implícitas dadas. 


31. x Cos y = Sen(x+ y) 32. y Senx = Cos(x + y) 

33. Sen (xy) + 3x? 4 у! = Tg(x- y) ‚ 34. y = Cos (Vx? +y +1х1) 
35. y = Cos(Vx? + у? +lxy 1) 36. y = Sen [Соѕ(х? + y?)] + xy? 
37. y = Cos (Vx? + y? + [x- yl) 38. y = Cos (Vx? + y? ) + |ху| 


< En los ejercicios 39 al 54 , hallar las derivadas del orden indicado 
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39. 


41. 
43. 
45. 
47. 
49. 
3L 
53. 


55. 


56. 


57. 


уз Qir pe 40, у = Ces2x 2 Sen2x ин 
VI -3x Sec x Cosec x 

у= x'Sen2x , yv 42. y = SenxSen2x Sen3x , у" 

у = (5141)5елх , yo" 44. у= (I-x?)Cosx , y!" 

y Cost , y" 46; у= Sen , y" 

y= СОКХ , y" 48. y = Senax Senbx , y'" 

уз CosaxCosbx , y" 50. у = Senax Cosbx , y” 

у= Sen'ax Cosbx , у!" 52. у= x*Cosgx , y" 

ys x Senar ну 54. y = xSenax, y™ 

Sea f(x) = Sen 2х , hallar una expresión simplificada para A donde f(n) es la de- 

rivada de orden n de f ‚у hallar x e (0, 1/2) en el cual fus - эт 


Calcular las derivadas laterales en х = O ,de 


х Сох | + Ea 0 
fœ = Ix | 
0 ‚ х=0 


Analizar la existencia de f'(1) donde f(x) = Sen | 5 о(х)] y, 


Ix-Ex]1l  ,.si[x]espar 
g(x) = 
Ix - Ex 1]] ,si [x] es impar 


58. Probar por inducción matemática que : 


59. 


T (x? Sen х) = [х2 - n(n- 1)] Sen (x + 7 T)-2nx Cos (x + 5 n) 


Sean a,b yc tres números reales у f una aplicación de IR en[R , definida por 
ТО) = a Cos (5 x) + b Sen (£x) *c,Vxe R 
a) Demostrar por inducción que Vn e Z*, Vxe R 


n) LERN n ш A х 
fx) = (2) | a Cos 5396 > п) + b Sen ( 9 ^+ 7 aJ] 
b) Se definimos V ne Z*,u = ac £P^() 
i) Calcular u, 
ii) Mostrar que la sucesión {и } , n є N es una serie geométrica de razón - 17/16. 


61. 


62. 


63. 


65. 
66. 


67. 


68. 


69. 


70. 


. Demostrar que la función f definida por f(x) 2 Sen x + 
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їп) Calcular,siexiste, lim (u, +u, +. . .+u,),en función de a 
х — 00 


. Hallarla derivada de orden n para la función : 


TA R E a ТИЙИ A са m EA ud 
By x!i4x-12 ' Cosecx 5) у= 


Si у = ASen(kx) + B Cos(kx), donde А ‚В y К son constantes ; demostrar que : 
yin = (-1)^ k?"y : Vn € 7+ 





Si f(x) = [ xX +3] Sen (x D+lx+ M2 [383-x:- x1] , hallar, si existe , f'(-1). 
Si f(x) = [52] Cos ($ х?) +Vlx?-x?-8x - 4] - [x 219? , hallar, si existe , 
Гер. 


2 
а x € [0 , +) posee inversa 
f* y hallar D, f * (ES) 


Si f(x) = [ Sen (Sen (Sen (Sen x)))]* , hallar, si existe, f (0) 


Si f(x) = a Sen 3x +b Cos 3x , hallar los valores de a y b tales que se cumpla la igualdad: 
f"Q)*-4f Q3 f(x) = 10Cos3x . 


x? Sen(1/x?) , x 20 
Dada la función f(x) — 
0 AO 


a) Es f derivable en x =0 ? 
b) Silofuese,es f’ continua en x = 0? 


Sea f(x) 2 Cos?x + Cos? (3 + х) - Cos x. Cos ( 7 *x).x€ К. demostrar que f es 


constante y hallar el valor de dicha constante . 

Si f(x) — a Cosnx +b Sennx , siendo a , b y n constantes , demostrar que : 
Ро) +пРО) = 0 

Соѕ 2х -|I six 

Sea f(x) = " 
a , six=0 


a) Hallar a para que f sea continua en todo R 
b) Hallar f'(x) usando sólo la definición 
c) Hallar f'(0) . 
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* En el teorema siguiente se dan las derivadas de cada una de las seis funciones trigonométri- 
cas inversas, donde se puede observar que estas son simples funciones algebraicas, y también 
que las derivadas de arco Cos x , arc Cotg x y arc Cosec х difieren solo en el signo de las de sus 
respectivas cofunciones . 





TEOREMA 4.14 : Derívadas de las funciones trigonométricas inversas 


. Seau una función derivable dex- entonces ; 








. 1. Эс (arc Sen u) sa -= E. 4. E: (are Со u) =- 











Demostración 
1. En efecto , la función Seno inversa o arco Seno se define como 
y = arcSenx €» Seny = х (14) 
donde xe [-1, 1] e ye [-1/2, 172] 
Entonces , de (1a) se infiere que 
Sen (arc Sen x) = x,sixe [-1, 1] (1b) 
arc Sen(Senx) = x,sixe [-172 , 172] (1c) 
Como la derivada de Sen x es positiva para x e (-1/2 , 1/2), se 
deduce que el arc Sen x es derivable en x e (-1 , 1), (Teorema 
4.11). Entonces , se puede derivar ambos miembros de la ecua- 
ción (1a) escribiéndola de la forma Sen y = x,donde y = arc 
Sen x . Esto es : 


ay | 


dx Соѕу 
y como Cos y>0 ,V ye (C 172, 172) , se sigue que 





dy 
(Cos y) zx = f сә 











Соѕ у = l - Sen?y = 2 = шал PURA TE y cm Sen y 
dx VI - Sen?y 
^ E. (arc Senx) = — (1d) 
dx 1-х? 
Cuando se combina este resultado con la regla de la cadera se obtiene 
d ч u' 
T (arc Sen u) = wa ,ueCl,1) (le) 
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бад du 
donde u' = dr 


2. Lafunción coseno inverso es decreciente y se define mediante la regla : 

y = arc Cosx €» Cosy = x (29) ям 
donde xe [-1,1] e ye (0, л] | 
Los cálculos para determinar D (arc Cos x) , son semejantes а 
los D, (arc Sen x), estoes. si: Cos yz x => y x arc Cos x | 








q 12-24 10 dy _ І 
= -Seny (т) = Mz Sen y 
ycomo Sen у = Y1- Cos?y = VI-X 
26. A р FIGURA A 7 vic ar 
сэ dx (arc Cos x) 1-0 хє (1,1) (25) FIGURA 4.7: y= arc Cos x 
y si u designa una función de х diferenciable en (-1 , 1), por la regla de cadena se obtiene : 
d и” du 
— (arc Cos u) =- ,ueCl,1),u = — (2c 
"Lomo ы мер | 
3. La función tangente inversa es creciente y se define como : 
y = arcTgx © Tgy- x (3a) 


dondexe R e ye (-л/2 , 172) 
Entonces de la fórmula (3a) se infiere que 
Tg(arc Tex) 2 x,sixe IR (3b) ЫН 
arc Tg (Tg x) = х, si e (-172. 772) (3c) | 
Como la derivada de Tgx es positiva V x e (-1/2 , 1/2), 
se deduce por el Teorema 4.11 que arc Tg x es derivable 
para toda x . Entonces derivando ambos miembros dela | 





identidad (За) , se tiene : FIGURA 4.8 : y = arc TH 5 
зү ЧУ _ И d „ І 
(Ser y) ах = ды ах $есу — 1+Tg?y 





d m 3) 
= dz (arc Tg x) — es ‚хє IR (3d) 


y si u es una función derivable de x , entonces por la regla de la cadena 


u’ = du 
q Gre Tev) = mS „ue R, и’ = E (3e) 


4. 
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La definición de la función cotangente inversa es simi- 
lar , excepto que su rango está restringido al intervalo 
(0, п) en donde es una función decreciente que alcanza 
todo valor real. Luego, la función cotangente inversa se 
define сото; 

y = arc Cotg x < Cote y = x (4a) | 
donde xe Reye (0,7) 
La diferenciación de la identidad (4a) conduce a : 





dy dy | 
- 2ү Re = — V а а» m e “БЫ e koto 
Coses) Es | Ла ах Cosec?y | + Cotg?y 
d — — ШЕ. 
й. e (arc Cotg x) = qe dE xe IR (4b) 
Si u es una función derivable de x , la regla de la cadena da 
d =. Ms |. du 
А (arc Cotg и) = roo IR ‚и d (4o) 


La función secante inversa o arco secante es una función creciente en todo su dominio y se 
define como 

y = arc Sec x < Secy = х (Sa) f _ 
допдех| > 1 ey e [0,11] - (172) | 
Se define de la identidad (5a) que 


Sec(arc Sec x) = x,silxl »1 (5b) 4 
arc Sec(Sec х) = х, ѕіхє [0,1] - (1/2) (5с) | 
Ahora si derivamos ambos miembros de (5a) obtenemos: | 


dy І 


ау 
(бесу Тву) T SE dx | Secy Tgy 





ASA 437-1 dy | 
Como Те y + Sec?y - = +y- | 5 ex m —— nm 
a ў dx +xWx*-1 


Para elegir el signo correcto , observe la Figura 4.10 

Cuando x » І => ye 10,7/2) y Tg y >0, por eso se escoge el signo + 
Cuandox<1 => ye (1/2] y Tg y<0, por eso se elige el signo - 

En consecuencia: 


m МИ 170 
EP (arc Sec x) [X TES Ix] »1 (5d) 


Si ues una función derivable de x con valores que exceden a uno en magnitud, y por Іа regla 
de la cadena , tenemos : 


18. ea - Нэг | 
Эх 69e депо (Se) 


о 
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6. Lafunción cosecante inversa o arcocosecante es decreciente en todo su dominio y se define 
сото: 
у = arc Cosec €» Cosec y = x (ба) | 

donde |x| > 1 eye [-1/2, 1/2] - (0) 
Al derivar ambos extremos de (6a) obtenemos 


Li ) 


ау 
- Соѕесу - Cot — ==! S 7 T Cosec у= Cote v 
( y gy) 25 pa Cosec y - Cotg y 





Como Cotg y = +Cosec? y - 1 = + үх? - 1 


d | FIGURA 4.11 Лус ан e 
=> — (arc Cosec x) = - —— == 
dx ( +хух2 -| 
E.M LL Leld (6b) 
|х| Nx? - 1 


Si u es una función derivable en x con valores que exceden a uno en magnitud , y por la regla 
de la cadena se sigue que 


-d (arc Cosec u) = ,Iul »1 (6c) 
dx 


u' 
[и | Vu? - 1 


EJEMPLOS ILUSTRATIVOS 








= тт 
AER Zu. 


a e Ra . -— -X* 
| EJEMPLO Ü Hallar la derivada de la función f(x) = arc Sen 2 


— 


v 





Haciendo de la fórmula (1) del Teorema 4.14 se tiene : 
(1 4 x?) (-2x) - (1 - x?) (2x) | 


е l 
ата (1x5? 
| +x? 


5 ll 4] 











VX14x))-0-xx Ll (ley 4x? E 1+х? 
2 - 
1 ->0 
! er six > 
= рар е 70) = Р 
хі (Ex?) Гад. six«O 


Teniendo en cuenta [a definición de la función signo , podemos escribir 


2 Sgn x 


— .xz0 E 
1 + х- 





Ге) =- 


Sección 4.12 : Derivadas de las funciones trascendentes 445 


х29-| 
х?" + 1 





Derivar la función у = arc Cos 





Solución Рог\а fórmula (2) del Teorema 4.14 se tiene : 


que КЕ 1 | (х2" + 10Qnx*5-(*-1) nx!) | 
АХ i xa 1\2 | (х?" + 1)? 
des ) 
gus x?^4 | [ án | 
(x4 1)* -(*- D? * (х2441) 
e | | sme = дах?! 
xax * ox*u.] |х 05-41) 
2. ЗИВ Зар а 
хх (c4 1) x(x?" + 1) 


Va? -b? Sen х 
a+b Соѕ х 





Hallar la derivada de y = arc Tg | 


Solución Haciendo uso de la fórmula (3) del Teorema 4.14 se tiene : 
dy zi | 222: | (b + a Cos х) Cos x - Sen x (-a Seni 1 
ах — | (a? - b?) Sen?x (b --a Cos x)? 

2 (b +a Cos xy 


2 (b +a Cos xy [28 -b> [a(Cos?x + Sen?x) +b Cos x] 

— (b+aCosx)? + (a? - b?) Sen?x (b + a CosxY 

Р Va? -b? (a +b Cos x) 

— 4205 Сох + a? Cos?x + a? Sen?x - b? Sen?x 

B Ya? - b? (a +b Cos x) Е Ya? -b? (a +b Cos x) 

— q^4«-2abCosx-cb^(I-Sen?x) _ a?42ab Cos x +b? Cos?x 
ca ED в 
ЫГ a+bCosx 


Si f(x) = Sen (k arc Ѕеп.х) , donde k es una constante en R demos- 


trar que : K- DNF +f 00 -k*f00) = 0 








En efecto , hallando la primera derivada de f se tiene 


Р(х) = kCos(k arc Sen х) - L (arc Sen x) 


і 
y1-x? 





- kCos(k arc Sen x) | 
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de donde : VI - x? f'() = К Cos (К arc Sen x) 
Derivando nuevamente esta ecuación obtenemos 


Mar ( 








== | = - k? Sen (k arc Sen x) la | 


> (1-x?)f"(x) -xf'(x) = -k? Sen (К arc Sen x) 
e (1-x?) f”) -x f'() = -k? f(x) 
Finalmente, multiplicando por (-1) nos queda : 
(х-ро) вх О) - К fo) = 0 = 





Probar que la función f(x) = 2 arc Тех + arc Sen 2x - | es constan- 
te cuando x » 1. +x“ 








Probaremos que si f'(x) = 0 = f(x) = k ,cuandox> 1. 


En efecto , haciendo uso de las fórmulas (3) y (1) del teorema 4.14 se tiene : 


























MPE. | (1+х°)(2)-2х (2x) 
Pure к +# ra! (1 +1?) | 
| +x? 
M 2 i | +x? [ 2-2x* ] 
| +x? WI +x) -4x * (1 +1?) 
2 | 2(1-х?) 2 з 
= == hm 1 == li == | 
+? 4(1-х2)) | | х? | х? Жүүс: da 
Регоѕіх> 1 сэ x»1 €» 1-х7«0 e |l1-x2l=-(1-1?) 
A , c2. e Е 
Luego,en(1): Р(х) = Ta dec (==) = 
Por lo tanto, si (х) = 0 => f(x) = К, es constante cuando x > | | ш 
Usar la derivada para probar que : 
T/2 ,six>0 
arc Tg x arc Te(l/x) = 
-1/2,8х«0 
En efecto , sea función : 
f(x) = arc Tg x + arc Тв(1/х) , x $0 
? = E -a —— — - A = - == 
es om qr Truy | x) ere 
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То) =k,,six>0 
Luego „si Р(х) = 0, Vxe R-(0) => 
Хх) = k,,six«0 


Por tanto , f es una función constante Vx e IR - (0j , entonces dando valores a x que cumplan 
las condiciones establecidas obtendremos lo siguiente 


a x o Ey Ez 
х= 1>0 => f0) = aos 
=й e RUNE Е E 
=-1<0 => f(x) 4 4 > 
1/2 ,51х»0 
En consecuencia: arc Tg x + arc Tg(1/x) = в 
-T/2,six«0 











Hallar la derivada de arc Sen 3 ) respecto de arc Тр TC 




















"TS: 
CL A ES ei X 22 3, x-3 
Solución Sean: y = arc Sen (2) ; u = arc Tg (457) 
Por la regla de la cadena : ey = (25) (х) (1) 
du dx du 
Dado que arc Sen 2 | = arc Tg x > ey = (arc Tg x) = (2) 
VI +x? dx 1+ х? 
du _ | | CPU (USO 9013 ы (1+ 3х)? | 10 | 
ах + ( х-3 y (1 -3x)? (13x)? c (x- 3)? + (1 +3x)” 
1-3х 
Simplificando obtenemos : eu. z = 25- 1--х2 (3) 
_ dx 1 +x? du | 
Sustituyendo (2) y (3) en (1) se sigue que : 
dy | E 
а= (таа ” 


EJERCICIOS . Grupo 33 


4 En los ejercicios 1 al 48 , hallar la derivada de la función simplificando tanto como sea 
posible la respuesta 


1. y = a? arc Sen(x/a) - x Va? - x? 2. y = arc Cotg(2/x) + arc Tg(2x) 





11. 


13. 


15. 


17. 


19. 


21. 


27. 


29. 


31. 
33. 
35. 


37. 


39. 
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y = a arc Sen(x/a) + Va? - x? 4. y 











= arc Cos(Sen x) 
S M xta va X шэнэ 
y = arc Tg хэв ү,л»д 6. у 4 Sen (3) + ха х 
y =x+V1-x? arc Cosx 8. y = arc Sen (Sen x - Cos x) 
› = y - = Х g 5 
у arc Cos (E т) 2x -x 10. y xarc Sen 4j —— + arc Tg Vx - Vx 


Sen x 4- Cos x | 1 
Sen x - Cos х | 12. ) arc Tg x + arc x 


y = arc Cote 3 





sino, атой ^ 2 

У = ex? arc Cotg х 14. ) arc Tg (== эт 23 г) 

= are Cote | —£%2x | ъф 16. у = arc Tg(x € V1 ex? 

* (ун) А 4 | 

у = arc Cos (Senx? - Cosx?) 18. у= PLL E aro Tg (£32 
| х? 2 ү! 

e : › 75 _4Senx_ 

y = arc Sen(Sen х?) + arc Cos(Cosx?) 20. y = arc Te (= +5 Cos - 


y= lac Tg( тех) 22. у= Nx? -4 -2 arc Tg (> Ух? -4 4) 
2 2 2 
No b+a Cos x 2 а+ЬСо$х 
у = arc Cos шэг 24. y = arc Sen еса) 
у = xSen2x + j ҮГ-4х3 26. y = arc Sec (Htx) 
a o [_3Senx 22 = J | - Cos x 
ye ате (ао е] 5% yc меш | + Cos x 
2 2ах +b ух? - a? | 
'= ——— —— arc Tg | == 30. y = 22 . — arc Cosec 
re eR х: 7 7 8) 
y = arc Tg (xy) = arc Cotg (x + y) 32. arc Cos (ху) = arc Sen (x + y) 
З arc Tg (x+ у) = arc Tg x + arc Tg y 34. xy = arc Cotg (x/y) 
Vx? + y? = сагс Tg (у/х) 36. arc Sec (xy) = xy? + arc Tg (x/y) 
y = arc Cosec (Уху + Sen у) 38. xy = arc Tg (x/y) 





y 


(=) ает (y ЕС 187) , a>b>20 
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= Ха? _ 2 a X 
40. y= y a -х + arc Sen(X) ‚а> 
41. y = х(агс Ѕепх) +2 УІ - х? arc Senx-2x 


42. у = (3) ЧГ-2х-х! + 2 arc Sen ( m) 





3 Sen x 


ай 3 Sen х 
ы. y-moTg [сс бх) 


| arc Cote (тус 
44. y 2 3a? arc Te (4 )- (За + 2х) Хах -x° , а>0 
45. у = Sen [arc Sen (Sen (arc Sen x?))] 

ра Aa? - х? Ax 
46. y = arc Sen ( л + arc Cos (^ 22) 
47. v 1 | a Sen х b 


ol Ya?-b? Senx 
УЗ +b La+bCosx — а? - b? arc Tg | b +a Cos х | 











ESA) ши 


48. у= 2 arc Tg ( 3 


4 - arc Cote 


> En los ejercicios 49 al 54 , hallar la derivada del orden que se indica 





49. y = arcTg | atx) Tä 50. y=x+arcTgy , y” 
51. y = (a?+x*) arc Tg (X) Jy 52. y = arc Tg (225) A 
53. у =arcTg(nTex) ‚ y" 54. y = (x ta)arc Tg (Vx/a ) - Vax. y" 


e En los ejercicios 55 al 58 , hallar el valor de la derivada de la función dada , en el punto 
indicado. 








EM ix Tear f 
SS. f(x) = Гоо quee * arc Tg x ) arc Tg x „епх = | 
56. үх? су! = 2агсТе (2), en (3,4) 

Лаа 
S7. f(x) = xarc Совс(-6) + V1 -x? ‚ enx = 1/2 


58. $0) = хагс Сов 2х - (5) l-4Ax* , enx = - 1/2 
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59. Seanu y v las funciones derivables respecto a x . Demostrar que la derivada de 
y = arc Tg(u/v), v #0 , соп respecto a x ,es 


v.D,u-u-D,v 


D.» = 
xY ut y? 


60. Demostrar que las funciones siguientes son constantes y hallar en cada caso , el valor de 
dicha constante . 


a) f(x) - 2arc Tg NE) + arc Sen (2x - 1) 


ө 109 = were ( өнөө 0) 


C) f(x) = arc Cos | A )- 2 arc Tg (y E Tg X) 


a Cos x а - MS 
1-а Senx )- "HET Ёл 








61. Sea y = arc Tg E dondelal €1,1x| «7/2 


Probar que y = x+ k , donde k es una constante real . Hallar el valor de К. 
(Sugerencia : Hacer f(x) = y - x, luego probar que f'(x) = 0 = f(x) = К) 


62. Si y = Cos (m arc Sen x) , demostrar que 
(1-х?) y" - xy' + my = 0 
63. Si y = Cos (m arc Sen x) , demostrar que 
(1 -х?)у"*®- (2п + 1) ху! +0 + (m? 2 n?) y ээ 


64. Si y 2 aarc Tg(x/a) , demostrar que 


d'y | a(n-I)CD"" 
е Maa Sen ( n arc Тр 


65. Sea f : IR — IR una función definida por 





м | 
ы 








_ Ax] „ LL ЁГ 
ТО? = per + 2 arc То gres „xe К -{-1} 
Р(Х) - ТУ 
Demostrar que f“ (х) = ГЭРЧ , n> l,siendo P (x) un polinomio de grado п. 


(Sugerencia : Usar inducción matemática) 


66. Si 2. = arc Tg (4) , probar que: y” = 2 Cos (Y +1) Cos? (2) 
arc Sen х 
-Х 

(1-x?)y' -xy -12 0 


67. Demostrar que y = ‚ satisface la ecuación diferencial 
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TEOREMA 4.15 : Derivación de las funciones lagaritmicas 





Si u es una función de x, derivable en todo su dominio , entonces * 


1) (Ln x) l ,Vx20 


үеэ: AA 
11) EE (Ln u) = (4) LE .Vu»0 


Demostracion 


i) Efectuaremos la demostración siguiendo la regla de los cuatro pasos . En efecto , sea 
f(x) = Ln x,entonces 


1. f(xh) = Ln (x+h) 


2. fce h) - fG) = LnGceh)-Ln x = Ln (45) (1.2) 
+) - (Хх) 1| x+h h^ 
. foxxh)- f(x) T һү _ ! hp 
RR е усу uM 
Porloque: f'(x) Ln | lim (1 + hy] uà (Potencia de una potencia) 
h>30 х 


y por la definición del número e 


F) = En [4 = lLne = T ,Vx»0 


2 dy 
п) Ahora,si y = Lnu,dondeu = р(х) , entonces por (i), z = 1 que al combinar con 


dy Е ау ач | 
la regla de la cadena, Жү = ( Ж, | =.) obtenemos : 
d тү ач 
dx (nu) = iJ dy Y.C 


Nota Al no estar definido el logaritmo natural para nümeros negativos , es frecuente encontrar 
expresiones de la forma Ln |u| . El teorema que sigue nos dice que podemos derivar funcio- 


nes de la forma y= Ln lul como si las barras de valor absoluto no estuvieran presente . 


TEOREMA 4.16 : 


Si ues una función derivable de x tal que ux 0 , entonces | Ж” || 


4 “(Хү 
PALMA 


u? dx 
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Demostración En efecto : 


1. Siu»0 = 10 1, y porel Teorema 4.15: 


а 204. – ( 1} du 
Um (Lnlul) - e (Ln v) = (4 єр 
2. 8:-40 => lul = -u,entonces 
d si pun ГЕ. edu, 
£ (Lnlul) = -[Ln(] = | =) 25141: E 





TEOREMA 4.17 : Derivada de una función logaritmo de base b 


“51068 una función derivable de x , en todo su dominio, y si y = Logpu . entonces : 





ión  Enefecto, haciendo uso de la propiedad : 
LoggN = (Logya) (Log; N) 
podemos escribir: y = Loggu = (Loge) (Log,u) (Log,u =Lnu) 
Entonces , por el Teorema 4.15 se sigue que 
4. ” 1y du 
1. Ei (Loggu) = (Logge) > | эр 
| 

y como (1.ОЁде) (Lnb) = 1 > Loge = Lnb 


> 2 fao = (elg) (1) 8 


EJEMPLOS ILUSTRATIVOS 


2 
Hallarladerivadade y = 5 Ln (45 2x + | 





х+х+ | 
Solución  Dadoque: у = $ [Ln(x- 1} - En(x* +x + 1)] qan 
= = Ln(x-1)- $ LnG? +х+ 1) (L.3) 


Entonces , haciendo uso del Teorema 4.15 se tiene : 
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йу. 2(_1 bus sj 
dit 31 Ө тай! 9 
_ 2(к°++х+1)у-(®- 1) Охгєл) . 3(х 1) 
E 3(x- D) +х+ 1) USE E) 
Xt] - 





qe] 


Nota Asegúrese siempre de aplicar las propiedades de los logaritmos correspondientes antes de 
efectuar la derivación . (Revise el capítulo 2 . sección 2.13) 


2x-1 








: ул 3 (EA) F arc Tg ( 


Solución Aplicando las propiedades L.2 y L.5 , se tiene : 
2х- | 





E І | | 
у= у1л(х+1)- у 1п(х? х+1)+ 75 are Tg ( 


Ahora, efectuando la derivación obtenemos 


rib sb e alar ЛЭ) 
І 2x - | 6 


7 3x41)  6Gx-x«1) 3D «Qx- IY] 











_ 2(х7-х41)-(х41)(2х -1) x 1 шоо 20 titl) 
6G 1) x? -x 1) 2G7-x*€1))  2(х-1)(х7-х-41) 
2 ‚* = 1 
Por lo tanto : ) mI Bi 
Senx _ Тс (1/4 : x/2) 
EE 35 Ln ҮТс (7/4 - x/2) 
Solución у= > Sen x Sec?x - jLn То(п/4 , x/2) (L.5) 
Derivando se tiene : 
vi | 15 X A: 
у" = d Senx(2 Secx - SecxTgx) + $ бос?» « Coss - а | 8ес(2-2)11-5) 
2-2 
2, | Sen x ЕП | 
Sec x Sec x( RE js 2 Sec x + TEL х) Cos X x 
4 2 4. 2 
ж Sen^x $ес?х + $ Sec x+ t йн гс (Sen (5 -x) = Cos x) 
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(1 - Cos?x) 8ёс7х + 5 Sec x + y Sec x 
= Sec!x- Cos?x Sec?x+ Sec x = Sec?x - Sec x + Secx 


V y! =.86С7х m 





Derivar: y 2 Ln b+aCosx € vb^-a* Senx 2-а Ѕепх | „0< lal < Ib] 
a+b Соѕ х 
Solución y = Ln(b +a Соѕх+ Nb? -a? Senx)-Ln(a +b Cos x) (L.2) 
Derivando se tiene : 
А | : 
= -o — ———— (-aSenx + Nb? - a? Cosx)- — — —— (-bSenx) 
? ba Cosx + Nb? -a? Senx a+ mm 


-a Senx + Nb? -a? Cosx = b Senx 
р + а Cosx + Nb? - a? Senx a+bCosx 


_ (а +0 Соѕх) (Vb? - a? Cosx - a Ѕепх) + b Senx (b + a Cosx + Nb?-a? Senx) 
(a +b Cosx) (b + а Соѕх + Nb? -а? Senx) 
Simplificando términos en el numerador se tiene : 
.  bNb? -a? (Sen?x + Cos?x) + a Nb? -a? Cosx + (b? - a?) Senx 
2 (a + Б Cosx) (b + а Cosx + Vb? - a? Senx) 
Vb? - a? (b +a Cosx + Vb? - a? Senx) Хр? - a? 


A ар ос т А AAA аа з= 
(a +b Cosx) (b +a Cosx + Nb? - a? Senx) a +b Cosx 


Derivar: у= (arc Cos x} [Ln*(arc Cos x) - Ln(arc Cos x) + 1/2] 








Introduciendo la variable intermedia u = arc Cos x , se tiene : 
yzu?(Ln?u-Lnu + 1/2) 





> S аг (21:0) 1 - 1 | +20(Ln% -Lnu +1/2) 
= u(2Lnu- 1) xu(2Ln?u - 2Lmu + 1) = 2uLn*u 
Siu = atc Cosx => E =- T 
Luego , por la regla de la cadena : Es 7s Z) = 2) Ax) 
3, 2 Е гаа) (= L) 20 аса 4 
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Si y = Ln (ах +b), hallar у!" 


Solución Las derivadas sucesivas de la función dada son 


T- a 
y ax +b 


y” = -a (ax +6) (а) = -a` (ax * by* 
y” = 2a? (ax * b) (a) = 2a? (ax +b)* 
yo = -23 a? (ax +b)*(a) EE e 2.30 (ax + by* 


Analizando cada una de las derivadas sucesivas podemos establecer la siguiente fórmula para 
e 
yt! esto es 





= aG(ax-b)' 


y™ = (-D^*'(n- 1)!a" (ax +b)" Ey 


Nota Hay ocasiones en que es conveniente usar logaritmos como ayuda para la derivación de 

funciones no logarítmicas . Este procedimiento es un tipo especial de derivación implícita 
llamado derivación logarítmica , y se emplea para derivar una función cuyo logarítmo es más sencillo 
que la propia función. Пиѕігагетоѕ su empleo con los ejemplos siguientes. 


(х+ 2)2 N2x -3 
Y3x -2 


Empezamos tomando logantmo natural en ambos lados de la ecuación y aplicando 
propiedades logarítmicas nos lleva a : 


Ln f(x) = 2Ln(x *2)4 $ Ln(2x - 3)- 3 Ln(3x -2) 


Derivar la función: f(x) = 








Ahora , derivamos la ecuación implícitamente , esto es 



































i9 2 2152 ў. 1 Lp ы к 
ТОО x*2 ^ 2x -3 3 x+2 2x -3 3x - 2 
De aquí despejamos f" (x) y obtenemos | 
ra= гоо (2 i 1 ү. G*2*N2x-3 2 ces ) 
x42" 25:3 3825) = 43x -2 х+2 2x-3 3х-2 


Finalmente simplificando queda : 


Fa) = (х + 2) (1 - 31x +22) 


, Ух»3/2 Ш 
42х-3 Ч (3х-2) 


Se invita al lector calcular directamente f" (x) para que comprenda la ventaja de la derivación 
logarítmica . 


e Км Tux 


Derivar la función: f(x) = ( 





x-l | 
231 +22 
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Solución Aplicando logarítmo natural en ambos lados de la función , se tiene 


Ln f(x) = Ln(x - 1)-Ln2 - > Ln(1+x7) + arc Tg x 








TUO .-1 alt ) -— 2x 

Ttx) Х-1 2 11+x? tx?  (х-13(1-4х2) 

А Г 2х h 2x х-1 ÁN 
ee qom (x - D (1+ х2) 709 = (x- DG +13) x) pr" 


pa Tex Ей 


: " х 
-JU A 


EJERCICIOS . Grupo 34 





< En los ejercicios 1 al 40, hallar la derivada de las funciones dadas expresando el resultado 
en la forma más simple 

















1. у= Ln (Ln (Ln 5) $3 у= =. Юн (-5-1 
4/1--х2) 4 l +x? 
E | х УЗ 42 CUm 2 3 
3 у= EL (35) 4. у= xLn x NI x! )- NI xi 
5 у= ү? +а? + S Ln(x4 x! ea?) 6. y = Ln ( Талаар 2) 
2 2 TM 
к= (2335 NA 1441-х = 155 
7. у= ( А ) 1-х +3 Ln ( E ) 8. y = Ln( . 
ЭР” =. „Ox 1+ Cos х 
9. y = Ln Tg(x/2 + 1/4) 10. у= - „082. +1л (y ees x) 
П. у= py (Lox +3Ln?x+6Lnx+6) 12. y2Ln[l*Ln(i*Lni)] 
13. yz 3 (1-1 +? P+3Ln (1 NT a x1) 14. y = x [Sen (Ln x) -Cos (Ln x)] 
2 хү. А = х+а а „(х 
15. у = Ln (Tg | Cos x-Ln(Tg x) 16. y Ln (ES) + 2 arc Tg (+) 
17. y = arc Tg Vx? - 1 Enx y. СРЕ (11. (425 
: е 4 2-1 ээ ЭЭ бас" эс) 
1 Tg x/2 +2 43 BEC 8 
19. у= —L 20. у = > Ln 
TC S um : (EE 
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a. у= (27) vo (122) + (5) va (E5232) „оа 














22. y = xLn? (x4 V1 -х2)-241-х2 Ln(x e NI 9x? ) + 2х 
23. y = Ln (1 + Sen?x) -2 Senx -arc Tg (Senx) 
ыг Х _+2х +! 1 2х-1 
24. y = — > Ln( 5 ИРА ) 
] x? 4 xN2 +1 xN2 
25. y 2 —— L arc T 
? 412 [e mulum al r) 
ВЕ. х3-х +l үз 
м у= 12 Lo [72553 AH iih 
3 3 
27. y = Ln (alain) «ҮЗ arc Tg (15236) 
үт + Nx + Y? ҮЗ 
PN VI x5 x | ҮГ «x 
28. y= ¿Ln(7 Tem Xo). y aro Tel r^ ) 
29. y = WI -x? Ln 1 7 Ln (LE 1-31-х ) + VI -x? arc Sen x 
oh 1-х2 


30. у- xarc Tgx - 3 Ln (1 +x?) - 5 (arc Тех y 





| лух? +2 -х 3 Vx? + 2 
31. = —— + y arc Tg 2+2 
22 413 7 42413 х 


A A 442 A s 


& Qx es) +1 + 3 Ln (к+Чх? +1) 


34. y - Ln Vita Vir + 2 arc Tg 


Мах вя 


Lo (222) + IB ины i arc Tg (24—41 


36. у = Ln Tg(/2) - Cotgx- Ln(1- Senx)-x 





33. y 











35. 


xe 
! 


37. y - Ln 1+ УЅепх 


Е + 2 arc Tg (NSenx) 


458 


38. 


39. 


40. 
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= AE 2-2 219 2-а. 
у 7 Ln (x ur 
и Ys 1+2х +4? 33 4х-1 
у= үхэр Tier 1). 6 > arc Tg | 55 | 


у= xLn(a? * x?) - 2x + 2a arc Tg(x/a) 


Ф En los ejercicios 41 al 51 , calcular y? usando la derivación logarítmica 














(x+ 1) (x+ 1}. V-27 
41. y 2 —————— 42. у= === 
(x + 2) (x +3 Y -3y 
43. у= xy 44 у-1-5 
Ix 1-х (3 4 xy 
| (Sec4 xy" Sen?2x 
2 n ны МО ээ 
45. (x+ Vl+x?) 46. y (Te 2x 9^ 
(2x + 1) 3x -2) (x4 13.Nx-2 
47. у= ———————— 48. у= == 
(x? + py Y - зу 
‚= А| 1 аге Ѕепх TE а\ PEN ai 
Е oye | + arc Sen x у= (5) 15) (2) 
51. y = (x-a )“ (x-a JA oo PES (x - a)?» 
52. Hallar la derivada de las funciones siguientes introduciendo una variable intermedia ade- 
cuada. 
a) y = Ln (Cos?x + VI + Cos*x ) (Sug. Haceru - Cos?x) 
"Ded Morro Len A A 
b) y = > arc Tg (1 +x?) + 4 Ln p (Sug. Haceru = ҮІ x*) 


d$ 


. Hallar f ^0) , si f(x) = 


. Empleando la fórmula de Leibniz, hallar y ,si y = х? Lnx 





1 
x-i 


. Sea f(x) una función que admite derivadas hasta el tercer orden . 


Hallar y" e y” ,siy = f(Lnx). 
Hallar y' e y",si y?+2Lny = x* 


Comprobar que la función y =x" [c, Cos(Lnx) + c, Sen(Lnx)] dondec, ус, son constan- 
tes arbitrarias y n es una constante, satisface la ecuación : 
x? y" t (I -2n)x y +(1 - n?)y = 0. 
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TEOREMA 4.18 : Derivación de la función exponencial 


Sea a un número real positivo (a + 1). y sea и una funcion de x derivable en todo su 
dominio , entonces : 


1) 2 (a*) = (Lna) a* ii) de) = (Lna)a" == E 


Demostración 


i) Si y = a* , aplicando logaritmo natural en ambos extremos obtenemos 
Lny = x(Lna) 


y por derivación implícita : = Lna x y'- (Lna)y 


Ж 
y 
d (а^) = (Lna)a* 

dx Е | 


п) Análogamente,si y = a" => пу = uLna, y derivando respecto de и 


(5 = dy = [ла c су = (Lna) у 


Por la regla de la cadena : = (2 -) (E =) 


. ау аз du. 
о ЛЕ: (a ) * (Lna)a" op 





TEOREMA 4.19 : Derivada de la función exponenciai natural 


Si и es una función de x derivable en todo su dominio entonces 
аи £u) 


1) e. (e^) ee ii) 4: (e y = е“ bu 


dx 

Demostración 
i) Sean g(x) = е* y f(x) = Lnx . Como f y g son funciones inversas , entonces : 
гт гс. i 
dx [g(x)] эн Р Тв(х)!| нэ f(e”) 


Pero, ТОО) = 1 => f(e") em. 


Por tanto , en (1) : £ (е^) = е^ 
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11) Análogamente,si у = g(u) = e" y f(u) = Lnu , entonces 


dE _ ud E | cti 
du = аш SON = figu) fe") 
Dadoque f'(u) = — => f(e") = 26 со» dy = eu 
| y e" du 
Porlaregladelacadena: —— -(2 ) 24) 
du dx 
d (qv) = esl dV. 
x (eme dx ) 


"OBSERVACIONES 


і. Una de las características más intrigantes de la función exponencial natural es que es su 
propia derivada . Es decir , es solución de la ecuación diferencial у” — y 


2. Podemos interpretar geométricamente el Teorema 4.19 diciendo que la pendiente de la gráfi- 
cade f(x) 2 e* encualquier punto (x , e^) es numéricamente igual a la ordenada del punto. 


TEOREMA 4.20 : Derivada de la función exponencial potencial 





Siu = de y v = р(х) son dos funciones derivables respecto de x, y siy = u^ entonces: 


£ ys [LE (-Lna)] «аг Iz ) 2° + (Ln u) dr У | 





n Siy-u'tc»Lny = vLnu 
Derivando implícitamente , respeto de х , ambos extremos de la igualdad 

obtenemos: 

dy 


dy 
Э 22 


dx 


y por la regla de la derivada de un producto : 


d -r d 
ir (v-Lnu) = =u Er (и-пи) | 


AN = y” | (5) ЫН *(Lnu) — e xdi 


EJEMPLOS ILUSTRATIVOS 


Hallar la derivada de las siguientes funciones 
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a) f() = e *? b) f(x) = (9x? - 6x 42) e? 
е?* 2 e?* к T 
с) 10) 5 ———À d) fœ) = (27) (375) 
e^ +е 
AUN ЖЭ , pon d 3х2-2хү _. 3х2 +20, d 2 
Solución а) f'(x) = 4x (€ )=e jx Bx*+2x) (T 4.19) 
ex ГО) = Grr 
b) F(x) = (9x? - 6x +2) < (e?*) + e^. E (9x? - 6x +2) (Regla del producto) 


= (9x? -6x + 2) (Зе?) - e?* (18x - 6) 


= (27x?-18x+6+18x -6)e? = 27x? e^* m 
(e?* is e ?*) (e? р e ^*y E (e?* y e ?*) (e?* 4e y 
с) ГО) = A 7: 7-5 
a (e?* 4- e?*) (2625 4 2e7*) E (e?* ^ e?) (2e?* 3 2e?*) 
€. (T 4.19) 
— 21(е2 e? - (е2 ер) — 21 е?) (e7?*) ] 
Ба (e ey = (е^ qe y (Algebra) 
2, fœ) = 8(e™ +e”)? : @ 
, — (05x d 4x? 4x? Jd. 5x 
d) ГО) (2^) dx (3 y ГЭ y (275) (Regla del producto) 
= 2% (Ln3) (3) (8x) +34 (Ln2)(2%) (5) (T 4.18) 
= (8x 1.13) (25.34)  (SLn2) (255.34) 


(255.34) (8x Ln3 4512) y 





Calcular la derivada de las funciones 


а) fo=e 0 b) fW = x* 


1 
„ль 8-7 


a) Porel Teorema 4.19 ii): fQ) = е" [L 9) 


y por el Teorema 4.20: Р(х) = е“ [x*- 2- (x*Lnx)] 
Ahora, por la regla del producto se tiene : 


fo) = е -x [x(L)+Lnx ] = е^'.х^ (1 +1пх) = 
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b) Si fa) = x > Р(х) = x* pe (x* -Lnx)] (T 4.20) 
y por la regla del producto: f'(x) - x* | x? (1) -Lnx (2x) ] 


“e (х) = x* x(I--2Lnx) = хээ (1+2Lnx) n 


Hallar la derivada de f(x) =x* 








Solución Por el Teorema 4.20: f(x) = x [ £ (х -Lnx) ] 
Aplicando la regla del producto y nuevamente el Teorema 4.20 , se tiene : 
. 22 ex ef | ех а 
Р (юуг х" [x (1) +Lnx-x Er (e* Lnx)]) 


x 
xE 


= хх хе (4 + (Lnx) [ e*(L) + e? їлх |) 


E qf ue (1 + = (Lnx) [1 +xLnx]) 


=x" xt! ет (12-x Lnx) Lnx] m 
: Ч,” e" arSen(e^) | | 32 
Hallar y”,Si3 y = ————————- + — En (1-e у 
le 2 





¡Solución Seau = e^ > y= Зо СЭсЧ саг ara (1-02) 
- ü-^ 


Derivando y respecto de u, se tiene : 

















ШУ... pb zu 
za == + arc Senu | [E ( =) ]+ 215 21 
u | u arc Sen u 
= ——= + сеп == |. - —= = “o 
1-и? nagd i - u? VI - шз)? 
Dado que u = e” > Te * C2x) =-2xe* 


Aplicando la regla de la cadena, P = (2 ) su ) , obtenemos 


d 2 Хог 5 x? 
y | 2хе .arc аео го Ч 


dx Ча - e» 
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MPLOS | Sie" +e* = e**, hallar y” 





Solución Por derivación implícita: e* + еу" = e*** (1 + y”) 
c» e tey = (e +е*) (1 + y"), de donde: y = -e* * 
Derivando nuevamente , y respecto de х, se tiene : 


у” = е" (y -De(d-y)e' лыр у= еен 


= (EL) Mu 
Vil aem ua € 


2y -x 


x 
e + : 
32-15 ехе 


Pero como е” 467 = e*** > у” = ( = 
е 


Hallar la derivada n-ésima de y = e* Cos х 





Solución La primera derivada de la ecuación es : 
y” = e*(- Sen x) + Cos x(e^) = (Cos x - Sen x)e* 
Como Cos x = Sen(1/2- х) => Cos x- Senx = 2 Cos(11/4) Sen (7/4 - x) 


= 2(2) sen [= - ёл + x) | 
= Y2 Cos (1/4 + x) 
Luego, en(1),setiene: y = V2 e* Cos x + =) 
Hallemos la segunda derivada a partir de (1) 
y" = (Cos x - Sen x)e* + ех (- Senx-Cosx) => y" = -2e* Sen x 
Pero Sen x = - Cos (x + 172) = - Cos [x + 2(1/4)| 


c» y” = 2e* Cos [x + 2(1/4)] 
Hallemos la tercera derivada a partir de (2) 


y" = -2(e* Cosx+e* Senx) => y" =-2e* (Cos x + Sen x) 
Pero: Cos x + Senx = Sen(r/2 - x) + Sen x = 2 Sen (1/4) Соѕ(л/4 - х) 


X2 Cos (7 -x) = -V2 Cos [ 1 - (7 -x)] 


- 2 Cos | х + 3(1/4) | 
Luego, en (3) y” = 242 e* Cos [x«3(2.)] 


Por tanto, de (1) , (11) y (iii) , obtenemos por simple inspección 


y? = 2"? ех Cos [x  n(1/4)] 
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(1) 


(i) 

(2) 

(T 1.2) 
(ii) 


(3) 


(iii) 
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q Hallar la derivada de la función 





y = (e! F* + Tgx) (e ' + Tgxy (еї + Трх)?. . . (e! £* + Тех)" ! (еге + Tg x)" 











Solución Seau = є! + Tgx e o = еї®* „$ес?х + Sectx = (e + 1) Sec?x 
Luego: y e uta”, . d^! pa SA 
Dado que: l+2+3+....+4= 5 (n+ 1) Sy = 011+ 0/2 
Derivando , respecto de x , se Иепе: 2 = 5 (ne Dy unto € DAZ- 1 A) 
d 
25 = 2 (041) (е7 Тех) (9 9 00 (етет 4. Y) Sec? a 
EJERCICIOS . Grupo 35 

* En los Ejercicios 1 al 20 , hallar la derivada de la función дада. 

1, у= ех x! 2. y ze Lnx 

3. y = e” (2 Cos Зх + 3 Sen Зх) 4. у= ех (x? -2x - 2) 

-1(1-3 — Eno fa Ж ‚ _ [а Ѕепрх -b Cosbx үе” 

5. у Ц 2 ) Sen x 2 (1 4 x) Cos x] e 6. y ( JP ) 

te У = ee vet 8. у= х“ +a” +a% ,а>0 

9, у= xtX +x”, x>0 10. y =x" +x" жа" ,a»0,x»0 
11. y = асве" 12. y = (Lnx)'** 
13. y  x- Ln(2e*«1 + Vey Дех + 1 ) 14. у= ес *(aSen x- Cos x) 
15. y = Ln Cos arc Tg ($2) 16. ух - Sec(xy)-Te(xy) = О 
17. Tg? + у?) -e? «e = 0 18. y = arc Tg (€ 55 | 
19. y = е" “5% [Cos (m arc Sen x) + Sen(m arc Senx) | 
20. y = = 1-22) Cote (а> S ET Es 

Уу = {а= Aga arc Cotg (07) (Sugerencia : Hacer u = a?) 


21. Si y = e*"*Cos(Sen x) , hallar : y(0), y'(0) , y”(0) 


22. Sea f una función que admite derivadas hasta el tercer orden. Hallar y" ey” , si у = f(e) 
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23. Hallary' ey" ,si М2 + y? = aeto , a 0) 
24. Hallar las derivadas del orden indicado 
а) y extet | ус? b y = ед Соѕх , y? 
25. Comprobar que la función y = C, e^* + C, e** , donde C, y C, son constantes arbitrarias 
y à, ,a, son constantes , satisface la ecuación 
у" -(а, +а,)у'+аа,у = 0 
26. Hallar y™ , si: 
а) у = (x? + 2х +2) е" с) у = e* Sen x 


b yz E d) y = e"P(x), Р(х) es un polinomio 


27. Demostrar las igualdades 
a) [е“ Sen (bx +c)]™® = e**(a? +b?) Sen(bx +c + пф) 
b) 1е“ Cos (bx + c)]'? = еа? + b?)"? Cos (bx +c + nq) 
b a 

— ^M m Cos miss. == 

443435» 797 43. 


28. Si f(x) = x' e" , hallar f (0) 


donde: Sen q = 


29. Demostrar la igualdad : (x^^! e^)» = 





30. Si y = e“ +2e*, probarque: y" -13y - 12у = 0 





ALGUNOS PROBLEMAS SOBRE LA TANGENTE 





En la Sección 4.3 analizamos que el problema de hallar la ecuación de la recta 
tangente en un punto de una curva se reducía al de hallar su pendiente mediante la definición 


h) - 
f(x, + 5 fe) = гб) 


т = lim 
h>0 


En esta sección repetiremos dicha definición pero sin la aplicación de límites, pues conocidas 
las técnicas de derivación nos será fácil determinar f”(x,) para cualquier tipo de funciones, 
incluso las funciones implícitas . Presentaremos, además , otros elementos de carácter geométri- 
co vinculados a las gráficas de una curva. 






Definición 4.6: LA RECTA TANGENTE Y LA RECTA NORMAL 


AM qe Р TURNA TES A v “ээг ы. Sera . 
Si f es una función derivable en el punto Р(х, „>; . entonces 


0 
гэл 
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М0. Se llama recta tangente ala gráfica de y = f(x).ala recta que pasa por el punto 
Р(х. у,) , con pendiente m = f'(x) y tiene por ecuación 
Т,:Уу-у,л PO) G - x) (33) 
2. Se Пата recta normal a la gráfica de y = f(x) a la recta que pasa por Р(х, Yẹ) , con 
pendiente m = 1/f"(x,), y tiene por.ecuación 


#:у-у„=- FOI (x-x) (34) 


Nota Sien la ecuación de la tangente despejamos f'(x) obtenemos 
, - y 5 Ya 
ГО) xx 
Cuando y = y, .es decir ,siy-y,= 0 =» (х) = 0 
y cuando x > x, , esto es , si (x - x) — 0, entonces ; P(x,) — eo 
Para tales casos tenemos las siguientes definiciones. 


Definición 4.7: TANGENTE HORIZONTAL 





La gráfica de y = f(x) tiene una tangente horizontal en el punto (x, , у,) siempre que 
F(x) = O cuando (у-у) = 0 


Definición 4.8: TANGENTE VERTICAL 


La gráfica de y = f(x) tiene una tangente vertical en el punto (x, , y, ) siempre que 





|f] — оо cuando хэ x, 


Las figuras 4.12 y 4.13 ilustran , respectivamente , estas dos definiciones. 





FIGURA 4.12: Tangente Horizontal FIGURA 4.13 : Tangente Vertical 
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Definición 4.9 : LONGITUD DE LA TANGENTE Y NORMAL 
Sean: P(x, , у), el punto de tangencia ala curva у = f(x) 
T = punto enel cual la tangente 2, interseca al eje X 
N = punto en el cual la normal F  interseca al eje X 
Н = proyección de P, sobre el eje X 
Entonces se dice que la longitud de la : 
Subtangentees: S, = d(T.H) = |ТН | 
Subnormales: S, = d (H,n) = JHN | 
Tangentees:t= d (T, P,) = ІТР, | 
Normal еѕ:п = d(N,P,) = INP, | 


Cálculo de los segmentos : 
Si en las ecuaciones (33) y (34) hacemos y = 0 
obtenemos , respectivamente : 
Jo 
Го) 


- y. = -= T (x - x,) сә х= Xa + yg ЈО) 


-Уу = РО) (К-х) e x=Xx,- 


Entonces las coordenadas de T y N son 


T(»,- F] ,0) y Можу, Г.О) 


FIGURA 4.14 








Luego ѕі 5, = |ТН| = IH- TI 
E B DA E 28 | Ya | | 
=> S =|% (х, fo) )| ui Pes РО) ! өз) 





> 5,-1НМ1-1М-Н1-Їх,4»,Г05-х,| e 5 21»y,- 0) (36) 
2) "E 2 E ES К 28 Fa. Y ‚2 
tz d(T,P) = N s, Xx, + FG) ) + (y,-0Y = (Fan) + Yi 


is ul Уу? r 
de donde: t = (5 ) + уд e = | 











(37) 


n=d(N, Py) = | x47 X47 Ys РО) 4(у,-0У = ЇЕД ык УЕ 


© п = (5 P+ y? e n ll fit F (015, (38) 
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Definición 4.10 : ANGULO ENTRE DOS CURVAS 





Se llama ángulo entre dos curvas: у —f,(X) , y = f,G)en su punto de intersección 
Р(х, + y) -al ángulo Ө formado por las tangentes a dichas curvas en el punto P, . Entonces 


ya т, =, | 7,(4-1,/6/ , 
Тай 1 4 ni, m, | 3 р) 0) | (2) 











En efecto, por la geometría elemental sabemos que en todo triángulo , el ángulo exterior es igual 
a suma de los ángulos interiores no adyacentes, esto es , en la Figura 4.15 vemos дие: 


o =0+0, = Ө = 0-0, 
Aplicando tangentes se tiene 
Tga, - Tga, 


180. = Tg(t- 0), ov Л Л, тро Tea, 


Si designamos: Tga, = m, = f(x) 


Tga, = т, = f.'(x) 


1260-1769 
LE fie 6) 


EJEMPLOS ILUSTRATIVOS io 


| EJEMPLO 1 ) Hallar la ecuación de la recta tangente a la curva definida por la ecua- 


ción y? = л? - ey + 1 en el punto de abscisa 2 situado en el cuarto 





|... FIGURA415 





> ЧрӨ= 





cuadrante. 


Solución. Hallemos el punto de tangencia. 

Para x = 2 > у? =8-By+1 >» у?+8у-9 = Ò © yz-9vyzl 
Como P está en el cuarto cuadrante , su ordenada es y = -9 => P(2,-9) 
Derivando implícitamente la ecuación dada se tiene : 


sies а ME S х(3х -4y) 
2yy'2 3x -2(x^y'£2xy) e y = Жучу 
кы _2(6+36) __ 42 
Para el punto P(2, -9), m, = y'(2,-9) = X345 7-75 


Luego , la ecuación de la tangente , por la fórmula (33), es : 
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y+9=-L(-) e 2,:42x+5y-39 = 0 ш 





La ecuación de una curva es el plano ХҮ es: 

х?у? - x! y c xy? -xy - x -y = 0, xye К+ 
Sean 7 la recta tangente a la curva dada en el punto cuya abscisa es | , 2 la recta normal que 
pasa por el punto referido . Calcular el área limitada por los ejes X e Y y las rectas £ y £. 


Solución Parax= | obtenemos :2y*-y-1= 0 © y, =1 У y= -1/2 К 
Entonces el punto de tangencia es P(1 , 1) 


Derivando implícitamente la ecuación dada se tiene : 
2х? y y" +2ху? - (xy +2xy) + Qxy y +у?)+(ху'+у)-1+у 20 


a 2xy-2xy*-y?-y-1 ЕГ Е. 5 
де donde; у" = а Е ce m = y (1,1) = - 5 2 m, = 5 


Ecuación de la tangente: у- 1 = - tx- 1) e Z :x+5y-6=0 
Ecuación de la normal: у-Ї = 5(x-1) = L,:5x-y-4=0 


El área pedida $ es la región sombreada mostrada en la Figura 
4.16 , en donde : 


OA = (2) N (Eje X) = 4/5 
OB = (7) N (Eje Y) = 6/5 
Luego,si S = a(ABOC) - a(APC) 


=5 85 = 





(ОС) (ОВ) - 5 (АС) (уу) 





i 
2 
1 
2 


(б) ($) - > (6- 2) (1) = ш? 


Hallar los puntos de contacto de Іа tangentes horizontales y verticales de 
la curva €: х + 4ху + 167 -27=0 








n  Derivando implícitamente la ecuación de la curva se tiene : 


x+2y 
2(x+8y) 
Según la Definición 4.7 , las tangentes son horizontales si y sólo si у’ = 0 


2х+4(ху'+у)+32уу' =0 > y =- 


Luego,six+2y =0 => x = -2y 

Por lo que : (x = -2y) N (€: X +4xy+ 16y? -27 = 0) = (F3, + 3/2) 

son los puntos de contacto de las tangentes horizontales. 

Ahora , por la Definición 4.8 , las tangentes son verticales €» |у’ | — œ esto es , cuando 
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x+8y = 0 5 x= -8y 
Por tanto, (x = - 8y) П (€:x* - Axy + 16у? = 27) = (F 6,+ 3/4) son los puntos de contacto 
de las tangentes verticales. 


Hallar las ecuaciones de las tangentes a la curva 
©: х + 2ху+у? +2х + 2у + 1=0 , trazadas desde el punto A(4 , -2) 

















Soli ción Las rectas que pasan por A(4 , -2) tienen por ecuación 
+2 
у+2 = п(х-4) > т = . 2 
À ; Yy +2 
Si P (x, , Yo) es el punto de tangencia , entonces: m = f'(x,) = x,-4 (1) 
Derivando implícitamente la ecuación de €, se tiene : 
2x4 2xy +y)+2yy"+24+6y'=0 > у = ў si MUA ak (2 
X т "Y — = = — ---гн.г.глччу-- 
y +y)+2y) y y (Xo) xy *3 ) 
y +2 X +y, +1 
Ca a ec E PMA 
ysiB,e € > x,-2xy,* у, +2x, +6y,+1=0 (4) 


Restando (4) - (3) resulta : 3x, + 5y, - 1=0 
Entonces: (3x, +5y, - 1 2 0) N Ecuación (4) = Р(2,-1) оР(7,-4) 
Luego , en (1), paraP,(2,-1),m, = - 1/2 y paraB(7,-4) , m, = - 2/3 


Por tanto , las ecuaciones de las tangentes trazadas desde A(4 , -2) , son : 


у+2 = - 4 (x-4) у у+2 = - $ (x-4) e :xt2y20v £:2x +3у-2 = 0 m 


a 


‚ EJEMPLC 5 Hallar las ecuaciones de las rectas tangente y normal , las longitudes de 
la subtangente , subnormal , tangente y normal en el punto P(a , a) de la 


curva ?:x*- ху? - 2ау? = 0 





Solución Derivando implícitamente la ecuación de Y, se tiene : 
3x? + y? 


3x? + 2хуу’ + y? -4a yy” =0 >» y = day -2xy 


=> m = y(a,a) = 2 
Luego , para el punto la tangencia P(a , a) obtenemos lo siguiente : 
Ecuación de la tangente: y-a =2x-a) €» 2,:2х-у-а = 0 


Ecuación de la normal : у-о = - y (x-a) SL :x+2y-34 = 0 
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Longitud de la subtangente: S, = | уулт, | = la/2| 

Longitud de la subnormal: 5 — | Ya” т | = |2a | 

Longitud de la tangente : t = Y(S ) + у, = Ч(а72)7 +a? = la/21W5 

Longitud de la normal : п = У(5 )? +y, = У(2а)* +a = |а\45 ш 


Зеа/(3) = ар XA а-к) -Уа!-х „хє (0,a], donde g es una 





función tal que Vx,ye IR: g (2) = g(x)-g(y) y g (0) = 1/x. Probar 
que el segmento de cualquier tangente comprendido entre el punto de tangencia y el eje Y esa. 


Demostración En efecto , según la definición de y : 


f(x) = аз (аж Va? -x?)-g(x)]-Va? -x? 











. 5 lu X 
Designemos por u = а+ Va’ -x° e» D 2-2--4-- 
ES dx Ха? = х? 
Si f(x) = a g(u) - a g(x) -Na?-x? > ТО) = a g'(u)- du -agíx)4 2 (1) 
ах Их 
, l , 1 ] ; a - Ма? - х2 
Perocomo g'(x) = — > g'(u) = - = —z= €» g'(u)- == 
cud «ET зс. 
! аа Уе 2 y. а ха 2 Nex 
Entonces en(1): f'(x) = al P ) ( =) za mm = ч 
Э a - х 
Ecuación de la tangente en el punto Р(х, y): У-у, = т (х-х,) 





(0 “ХОЛ * Us +va? ^ E 


Longitud del segmento de tangente. |PA | - 


2. ЇРА| =a m 


Se traza una circunferencia de centro C(2a , 0) con radio r tal que lacir- 
cunferencia corta en ángulo recto a la elipse £: b?x^ + а?у? = a?b?. 





Demostrar que r? = i (3a? 4b?) 


Demostración Ecuación de la circunferencia, €: (х- 2а)? + y? = r? 
Derivando ambas ecuaciones implícitas respecto de x , obtenemos para la 
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- : 2 
circunferencia, y” = 2а; X  yparalaelipse, y” = e 
Si designamos por P(x, , у) el punto de intersección de ambas curvas , entonces 
2a -x bx 
= 0 =e 0 
m, У, т, zy 


La condición de perpendicularidad establece que m, - m, =- | , estoes : 
da y 2a -X, а? y, 

m, FE m, ii Jo Jj Б? х, 

Pero como P(x . y) e € => b?x ^ +а?у, = a?b? (2) 


De (1) y (2), por transitividad : 2ab?x, = а? > x, = a2 








e bx? +а?у > = 2ab?x, (1) 


Sustituyendo en la ecuación de la elipse obtenemos : y, = ҮЗ 2 


2 2 
Finalmente , en la ecuación de la circunferencia : (3 - 2a) + рг b) = г? 


л т? = 2-(За?®+Ь?) ei 





Hallar el área del triángulo limitado por las ecuaciones de la tangente y 
de la normal a la gráfica de la ecuación 4x* - 3xy? + 6x? - 5xy - 8y? + 9х + 
14 = 0 enel punto P(-2, 3) y el eje X 





Solución  Derivando la ecuación implícita respecto de x , se tiene : 
12 - 3(2xyy' + y?) + 12x - S(xy” + y) - 16уу' +9 = 0 
12x? - Зу? + 12x - 5y + 9 
бху + 5x + 16y 
Para el punto P(-2 , 3) obtenemos : m, = y'(-2,3) = - 9/2 


e» y = 


Ecuación de la tangente: y-3 = - 2 (x+2) €» 2,:9x+2y+12=0 


Ecuación de la normal : y-3 = 5 (+2) ә 7 :2x-9y+31 = 0 
Z П (Eje X) : y = 0 = 9х+ 12 = 0 > х= -4/3 
£ П (БеХ): у = 0 = 2х+31 = 0 e х, =-31/2 | 
Base del triángulo: b = |x, - x,l 


Н 


ED 3j- 85, zy x 
2b] $.3|23 n25y-3 


i 
5, 





а (ду = 4 (һу = 4 (85) (зу = 8 
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EJE MPLO 9 | Hallarel ángulo de intersección de las curvas 
ЖУ: y=(x-2Y y P y = -4+6х-х 





Solución Los pasos a seguir son los siguientes : 
1. Cálculo de los puntos de intersección 
Si (х- 2) = -4+6x- > i-5x+44=0 
Sx=lvx=4 
Luego. P (1,1) y P,(4,4) son los puntos de intersección. 
2. Cálculo de las pendientes en Р (1, 1) 
P y = Ax-2). para x = 1 > m = -2 
P, у =6-2x ‚рагах = 1 = т, = 4 
3. Cálculo del ángulo de intersección 


4-(2) | . 
1-5 ЇГ. 








m, - m, | 
I-m,m,l- 





тев = | 


- [o 


c» Ө = arc Te(6/7) = 4€? 36' 


4. Para el punto P.(4, 4) se obtiene el mismo resultado (verificar) , esto se debe a la simetría de 
ambas curvas en los puntos de intersección. = 





=MPLO 11 ) Hallar el polinomio de segundo grado Р(х) , tal que : 





a) Pase por А(3 5) y que larecta tangente a la curva en este punto se paralelo a la recta 
т,:3х-у-1- = 0 


b) Larecta 2, perpendicular ala tangente la curva en el punto B(-1 , y) tenga un ángulo де 45° 


Solución Sea el polinomio de segundo grado : Р(х) = a x^ bx c 


а) 51 А(3, 5) є Р(х) = 9а +36 +с = 5 (1) 
Además 7 ig, сэ P'(3) = m, , estoes, P'(3) = -3 
Como P'(x) = 2ar +b => 24(3)-8 = -3 © ба +b = -3 (2) 
b) m, = Tg45” = I ; pero si ^. 1 4,cm--l,enx =-1 
e P(-1)=-1S -2a+b= - 1 (3) 
La solución común de (1), (2) y (3)es: a= -1/4 , b= -3/2 y c= 47/4 


1 Ss. «Lx. > 47 
SURG) = 15 25 + 4 a 
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i Е | Te х+ Sen x | | E 
Si f(x)- T x hallar las ecuaciones de las rectas tangen- 


te y normal en el punto de abscisa x = 7/4 


п 1 + У2/2 24 N2 
Solución Рзах-л/4,у- qj 141212 = 223 21442 
- ? -ү2/2 2-42 


Luego, el punto de tangencia es P(r/4 , | + 42 )- 
Antes de efectuar la derivación es conveniente reescribir la función haciendo uso de las identi- 
dades trigonométricas correspondientes , esto es 


(X) 2^ | Tg x + Senx " y | Sen х (1 + Cos х) РГ. | 2 Сов? (x/2) 2 Col (х) 
Tos Tgx-Senx — Senx (I-Cosx) — 2 Sen? (1/2) — TEN 











, жае 7 MON ар эрин на... 
аси | 3 © 2Sem(Qu2) . 1-Cosx 
im. =f 2 гээ mox - LE 
Sim, = f (1/4) e» т, = IE (24-42 ) y, m, зээр 20 42) 
Ecuación de la tangente: у- (1+2) = - (24 N2) (x- 1/4) 
» y= -(2442)(х-1/4)-(14-2) 
Ecuación de la normal : у = > (2-V2) (x- 1/4) + (1 +42) ш 


| EJEMPLtI 212 Hallar la tangente del ángulo agudo de intersección entre las curvas 
f(x) = arc Tgx y g(x) = arc Sen (x/2) 





Solución I. Intersección de las curvas 
Sean A = arc Тех © TEA =x 
B = arc Ѕеп (х/2) = SenB = x/2 


Tg A 


Luego,si A = B > Sen А = SenB = —=_——- = Sen В 
: УІ +TgA 
Х X 
o — = 2 ‚де donde: x = УЗ 
NAT + х2 2 
Ahora,si у = arc Tgx => у = агсТр(УЗ) = z 


Por lo que , el punto de intersección de ambas curvas es Р(УЗ ‚ 1/3) 


2. Cálculo de las pendientes 


ГОО = туз >m = 03) = 1 = 


E 
1-3 4 
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| | і , | 
re) = == (1) = o m = РОЗ) = = 1 
Ре | - (5/2) (5) 44-х ДАДАЛ: 
" m, - m l - 1/4 3 
3, 5188 = | | 780 = | 5574) 7 5 p 





EJERCICIOS . Grupo 36 


* En los ejercicios 1 al 16, hallar la ecuación de la recta tangente y la recta normal a la curva 
dada en el punto indicado. 





1. *+xy+2y? = 28 , (2,3) 2. x!-3^ -*» 1, (2,-T) 

3. à-2YXxy - у? = 52 , (8,2) 4. х-аху *3ay? = За! , (a.a) 

5. х2-хҮху -2y? = 6 , (4,1) 6. 2-2xy y *2x *y-6 = 0, (2,2) 
7. у= 2-82. , enx = 2a 8. = Boa “єнх 10 

9. х+у+2х-6 = 0, епу = 3 10. у= xN2 +3х . enx s 2 

11. x-2x!5 5x 4y-5 = 0,епх= 1 12. y +3ху-х'+1 = 0, enx-2 

13. х?у -х Соѕ(пу) = 2 , (1.1) 14. 3x?^-2xy +3у? + 14х- 10у = 8 , (1,1) 
15. (24 у?) --4ху , (-1, 1) 16. y = Те(лх) , en х= 1/4 


* Еп los ejercicios 17 al 22 , hallar una ecuación de la recta tangente а la curva dada y que 
cumpla la condición indicada. 


17. 3x +y? c 4x -2y - 3 = 0 , perpendicular a la recta 2: 2x + 2y- 5 = 0 
18. x; -xy + y? +2х-2у- 1-7 0, paralela a la recta 2: Зх -y42 = 0 

19. 3xy -2x +y- 17 0, perpendicular a la recta 4: 2x -2y+7 = 0 

20. Зу = х - 3X + 6x +4, paralela a la recta Z:2x -y -3 = 0 

21. 5x? + 5у? - 40х - 40y + 144 = 0, pasa por el origen de coordenadas 

22. +y?+4x- 10у +21 = 0, forma un ángulo de 45? con el eje X 


* En los ejercicios 23 al 30, hallar los puntos en que la gráfica de la ecuación dada tiene recta 
tangente vertical u horizontal. 


23. y = 3x « 4N1- x 24. х -6xy + 255? = 16 
25. x! -8Sxy + 25y? = 81 26. xX -24xy +169y? = 25 
27. 169x'-- IOxy + y? = 144 28. y = (1 -.х2)(4 - x?) 


29. у = (2) ^ - &- 4^ 30. y? = x(x-4y 
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Ф Enlos ejercicios 31 al 40, hallar las ecuaciones de las tangentes a las gráficas de las curvas 
dadas y que pasan por el punto P indicado. 


31, 2+4у? = 1, Р(5.0) 32. у = -2-х+1, P(1.2) 

33. у = 32-8 ‚ Р(2,-6) 34. х2-+4у2-4х-8у+3 = 0, P(-1,3) 
35. у?- Зх - 8у + 10 = 0, P(-3,3) 36. х - 2ху +y +2х-6 =0 , PC3,-7) 
37. 42+ у = 72 , P(4,4) 38. 2x! +3Зу?+х-у-5 = 0 , Р(3, -1) 
39. 2-4) -4х-8)-3-0,РС(1,3) 40. у= 8 -4x-3 , P(S/2, 3) 


* Enlosejercicios 41 al 48 , hacer un esquema y hallar el ángulo agudo de intersección de las 
curvas dadas. 


41. жу -2-3 = 0, y 4x 42. x^ *y? = 25,x'-Ay-4-20 

43. x = 2(y+ D), y(x? 4) = 8 44. х? -4х+ Зу = 0, à - 4x --4- y! =0 
45. 4у? - Зх? = 4 , у?(4-х) = х? 46. у= 4-2х,у2(2 - х) = 8 

47. ?+у?- 2х = 9, х? +y? -4y = | 48. L +y? = Bax ,(2а -х)у? = х? 


49. Hallar la tangente del ángulo agudo en el punto de intersección de las curvas dadas : 
a) у= агс$епх , у = arcCosx 
b) y = arc Cotgx . y = 1/2 arc Sen x 


50. Hallar en cada caso el punto o puntos de intersección de las curvas dadas y encontrar Іа - 
tangente del ángulo agudo entre las curvas en esos puntos de intersección. 
а) y exe^ . у=а е 
B) y xe. у= её” 


Sea la curva €:arc Tg (x + y) - Sec?x + V4 $еп?х+ 1 = 0 , dondex e Cm2,0]. 
y € [0,772) . Hallar la ecuación de la recta tangente a Zen el punto (0, 0). 


51 


52. Hallar las ecuaciones de las rectas tangente y normal a la curva dada en el punto indicado. 


а) 2xy + n Sen y = 21 , (1,772) 0) ул Ч8ептх-Сотх Хе H2 
ҮЗ + VI + Senx 


c) у= Соёх,х- E d mx ха] 

Дате. 40 P3 

53. Determinar los coeficientes A , B , C y D de manera que la curva de ecuación у = Ax? + 
Вх? + Сх + ЮО sea tangente a la línea y = 3x- 3 n el punto (1 ,0) y tangente a la línea 
y = 18x- 27 en el punto (2 , 9). 


54. Hállense las contantes a , b y c de modo que las gráficas de ecuaciones y = 2+ax+be 
y = cx -x° sean tangentes entre si en el punto (1 , 0). 


55. Con referencia a la curva x? + 3y? + Зх - 4y - 3 = 0 hallar el valor de k tal que la recta 
Ф :5х+2у+К = Osea tangente a la curva indicada. 


56. Demostrar que las parábolas y? = 2px * p? y у? = р? - 2px son ortogonales en sus 
puntos de intersección. 
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57. 


58. 


59 


61. 


62. 


63. 


67 


Dadas las ecuaciones 3y = 2х + ху? y 2y + 3х + у? = х?у , mostrar que las tangentes 
a las curvas dadas en el origen son perpendiculares. 


Demostrar que la familia de parábolas y? = 4a(a-x),a>0e у? = 4b(b +x),b>0 
forman una red ortogonal , es decir , estas curvas se cortan en ángulos rectos. 


Hallar la ecuación de la tangente a la curva y = kx? +3(k- 1)x+ 3 en el punto de abscisa 
x= | y determinar k de modo que dicha tangente pase por el origen. 


. Parael punto (1 , 1) de la curva €: х? + 2xy у? + 2x -6y = 0, hallar las ecuaciones de 


la tangente y de la normal , y las longitudes de la subtangente , subnormal , tangente y 
normal. 


Parar el punto P indicado y la curva dada , hallar el área del triángulo formado por la recta 
tangente, la recta normal en P y el eje X. 

a) x'-2xy + y" c 4Ax-y-3-20 , P(1,2) b) 4x? + y? = 72, P(3,6) 

Para el punto P indicado y la curva dada , hallar el área del triángulo formado por la recta 
tangente , la recta normal en P y el eje Y 

a) х-4х-4у+20 = 0 ,P(6, 8) b) 4x?+9y? = 72 , P(-3,2) 
Probar que la recta tangente a la curva y =-x*+2x*+ x en el punto P(1 , 2) es también 
tangente a la curva en otro punto Q y hallar su valor. 


Dadas las funciones f(x) = x?g(2) + 36(2х + 1) g'(2) y р(х) = Y , hallar la 


ecuación de la recta tangente a la gráfica de f y que es paralela a la recta 4x + 2y + 1 = 0. 


Si f(x) = xX +x, hallar la ecuación de la recta tangente a la gráfica de у = f*(x)enel punto 
de abscisa 10. 


х +2 
х! 
ca de f* en el punto (3/2, с). 


Dada la función f(x) - 





, x 20, hallar la ecuación de la recta tangente a la gráfi- 


Hallar la ecuación de la tangente a la curva y = f*(x) en el punto de tangencia (c , 3) . si se 
sabe que la recta tangente a la curva y = f(x) en el punto de abscisa 3 tiene por ecuación 
3x *2y- 1 = 0 

Lacurva у = x(x- a) ‚а > 0, еѕ interceptada en tres puntos por la recta y = пх, т #0. 
a) Hallar las ecuaciones de las rectas tangentes de dichos puntos. 

b) Estas rectas tangentes a su vez interceptan a la curva en los puntos P , Q y К respectiva- 


mente , los cuales son diferentes a los puntos de tangencia. Demostrar que P, Qy R 
están en una misma recta. 
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LA DERIVADA COMO RAZÓN DE VARIACIÓN 


Aparte del uso de la derivada para hallar pendientes , ya visto en la Sección 4.3 , en 
esta sección estudiaremos la interpretación igualmente importante de la derivada de una función 
como una razón de cambio. Vista de este modo , una derivada puede representar , entre otras, 
cantidades tales corno . 

. El ritmo que crece una población (personas , animales , bacterias , etc.) 
. El número de dólares de una cuenta bancaria. 
. La velocidad de un objeto que se mueve. 
. Elritmo de inflación. 
. El ritmo de producción , etc. 
Como ya debe haberse percibido la conexión entre derivada y razón de cambio , comence- 
mos por establecer su definición para una función y — f(x). 


л Aa UK = 


Definición 4.11 : RAZÓN PROMEDIO DE CAMBIO 





Sea f una función dex, si x cambia de x, a x, Ax , entonces a la función f le corresponde 
_ un cambio de f(x) a f(x, + Ax) . Al cociente de las diferencias 


feq * Ax) - fex) e Cambio de ordenadas _ 4) 


1 (x, +Ax)-=x,  Cambiodeabscisas Ах 
2 se Паша razón de promedio de cambio de y con respecto ах 


Hallar la razón promedio de cambio de la función f(x) = x? - 4x cuando : 
a) x cambia de 4 a4.I 
b) x cambia de 4 a 4.01 
c) x cambia de 4 a 4.001 





Solución Cambio de ordenadas: Ay = f(x, + Ax) - f(x.) 
5 Ay = (х +4xY - Ax, +Ax) = Ax Qx, - 4 Ax) 


Cambio de abscisas : Ax = X-X, 
- 2 Ay 
Razón de cambio : Wr 7 2x,- 4 Ax 
a) Рагах = 4 y Ax = 41-4 = 01 e» M = 2(4)-44 0.1 = 4.1 


A01 «4.2 ODI > лу = 2(4)-44 0.01 = 401 


4.001 -4 = 0.001 > AL = 2(4)-44 0.001 = 4.001 " 


b) Parax, 2 4 y Ax 


4 y Ax 


c) Parax, 
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Obsérvese que cuando Ax se hace muy pequeño , es decir , cuando Ax tiende a cero , la 
razón promedio de cambio de f(x) para un valor fijo de x, = 4 es muy significativo , pues es el 


lim (2x,-4+4x) = lim E ) pero este último límite no es más que la derivada de 
Ax 0 Ax 20V А. 


f(x) en x, . Para esta relación tenemos la siguiente definición. 


Definición 4.12 : RAZÓN DE VARIACIÓN INSTANTÁNEA 


Si. y = f(x), la гар de variación instantánea de y con respecto a х viene dada por la 
derivada de f en x =x, , si éste exista ahí, esto es 
foot ar-f) _ dy 


Razón de variación жаг ү. 25 AS SS EE 
| x A D Ах TECUM 





La razón o tasa de variación instantánea de y con respecto a x puede interpretarse como la 
variación en y ocasionada por un cambio de una unidad en x si la razón de variación permanece 
constante . La interpretación geométrica de esto de muestra en la Figura 4.19 

En efecto , sea f'(x,) la razón de variación instantá- 
nea de y con respecto a x en x, . Si se multiplica f'(x,) 
por Ax (el cambio de x) , se tiene el cambio que ocu- 
rriría en y si el punto (x , y) se desplazara por la recta 
tangente a la Gr(f) en (x, , y,) . La razón promedio de 
cambio de y con respecto a x está dada por la frac- 
ción en la Definición 4.11 , y si ésta se multiplica 
por Ax , se tiene : 





[zs Ax zjar = Ау FIGURA 4.19 
que es la variación real de y ocasionada por un cambio de Ax en x cuanda el punto genérico 
(x , y) se mueve por la gráfica de f. m 


-EJEMP LC 2 Se estima que dentro de x meses la población de cierta comunidad será de 
i — р(х) = х2 + 10x + 6,000 

a) A qué ritmo cambiará la población dentro de 20 meses? 

b) Cuánto cambiará realmente la población durante el vigésimo primer mes ? 





Solución а) Elritmo de cambio de la población es la derivada de la función población : 
P'(x) = 2x + 10 


Como P'(20) = 2(20) + IO = 50 , se sigue que dentro de 20 meses la población habrá 
crecido a razón de 50 personas por mes. 
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Cambio en P(x) _ Р(21)-Р(20) 


5) Cambio real en la población = Cba C 2|-20 


P(21)- P(20) = (217 + 10(21) + 6000 - (20) - 10(21) - 6000 
(21 + 20)(21 - 20) + 10(21 - 20) = 51 personas 

La razón para la diferencia de los resultados en (a) y (b) se debe a que el ritmo de cambio de 
la población variaba durante el mes . El ritmo de cambio instantáneo de la parte (a) puede ser 
considerado como el cambio de la población que sucedería durante el vigésimo mes si el ritmo 
de cambio de la población регтапесїега constante. a 


=> Cambio real 


Nota Hay dos importantes conclusiones adicionales que podemos inferir acerca de la razón 
de variación instantánea . 51 suponemos que Q es una cantidad que varía con el tiempo 

y si escribimos Q = f(t) para representar su valor en el tiempo t, y basándonos en la propiedad 

geométrica de la tangente diremos que la razón de variación instantánea de Q en el tiempo es la 

pendiente de la tangente a la curva Q = f(t) en el punto (t, , f(t,)) . 

Ya que una pendiente positiva corresponde a una tangente ascendente y una pendiente negativa 

a una tangente descendente , diremos que 


: : А . а 
1) Qes creciente enel instante t , si ын > (0 


dQ 


п) Q es decreciente en el instante Е, si "Zt « 0 


Un tanque cilíndrico con 1 eje vertical está al principio Пепо con 200,000 
galones de agua. Este tanque tarda 50 minutos en vaciarse después que se 
abre el desague en el fondo . Suponga que el desague se abre en el tiempo = 0. Si el volumen 





i 2 
de agua que queda en el tanque después de t minutos es У (1) = 200,000 ( | - ES ) , encuen- 


encuentre la razón instantánea a la que fluye hacia afuera el agua del tanque cuando t = 30. 


Жи ción Desarrollando el cuadrado obtenemos : V(t) = 200,000 - 8000t + 8012 

Sólo necesitamos hallar el valor de V*(t) cuando t = 30 minutos . 
Pero como У?() = - 8000 + 160t es para todo el tiempo que fluya el agua y el valor de V”(t) en 
el momento t = 30 no es más que 

V'(30) = -8000 + 160(30) = - 3200 

El que V'(30) sea negativo significa que V está decreciendo en el tiempo t = 30. 
Por lo tanto , treinta minutos después de que se abra el desague , el agua fluirá hacia afuera a 
razón de 3200 gal/min. al 





EJE MPLO 4 | Cuando se funde una bola de nieve cuyo radio inicial es de 12 cm., su 


radio decrece a una razón constante . Comienza a fundirse cuando t = 0 
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(horas) y tarda 12 horas en desaparecer. 
a) Cuál es la razón de variación instantánea de su volumen cuando {= б? 
b) Cuál es la razón promedio de cambio de su volumen desde t = 3 hastat = 9. 


Solución El volumen de la bola de nieve es V = inr 
En el instante t el radio decrece en (12 - t)cm , luego en este tiempo . 
V() = $ n (12-0) 

a) Razón de variación instantánea del volumen de nieve: V'(t) = 4x(Í2 - t)? (-1) 


Entonces, parat = 6: V' (6) = -4n(12- 6) = -144r cm/h 
b) Razón promedio de cambio del volumen de nieve : 


y = Cambioenelvoumen , V) VG) _ (m()(2-9)-(n (2-37 


Cambio en el tiempo 9-3 6 


de donde obtenemos : V = - 156r cm?/h п 





En muchas situaciones prácticas , la razón de cambio de una cantidad 
Q no es tan significativa como su razón porcentual de cambio , pues 
ésta compara el ritmo de cambio de la cantidad Q con el tamaño de dicha cantidad , esto es 


Ritmo de cambio de Q 
Q 


Luego, una fórmula para la intensidad relativa y la razón porcentual de cambio en términos de la 
derivada nos da la siguiente definición. 


Razón porcentual de cambiode Q = 100 


Definición 4.13 : INTENSIDAD RELATIVA Y RAZÓN PORCENTUAL 


Lond temm мн - — "T 
не >. "Ww E А Ё 7 


— — ая. — - - — 


se utiliza 





(EJEMPLO 5 ) Suponga que la población de una cierta ciudad t años después del 1 de 
julio де 1991 será 402 + 200t + 10000. a) Calcular la intensidad а la cual 
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crecerá la población para el 1 de Julio del 2000, b) Obtener la razón a la cual crecerá la 
población para el 1 de julio del 2006. c) Determinar la intensidad relativa y la razón porcentual 
de crecimiento de la población para el 1 de julio del 2000. d) Hallar la intensidad relativa y la 
razón porcentual de crecimiento de la población para el 1 de julio del 2006. 


Solución — SeaP(t) = 40€ + 2001 + 10000 


a) Al I de julio del 2000 se tiene t = 9 años ; luego , se desea obtener P'(9) . 
Si P'(t) = 80t+ 200 => P'(9) = 80(9) + 200 = 920 
Por tanto , para el | de julio del 2000 se espera que la población crezca a razón de 920 
personas al апо. 

b) Al I de julio del 2006 se tiene t = 15 años . Luego P'(15) = 80(15) + 200 = 1400 por lo 
que, para el 1 de julio del 2006 se espera que la población crezca razón de 1400 personas al 
afio. 

c) La población que habrá para el 1 de julio del 2000 está dada por P(9) , entonces : 
P(9) = 40(9y + 200(9) + 10,000 = 15,040 personas. 

Luego , para el 1 de julio del 2000 , la intensidad relativa de crecimiento де la población 
debe ser : 


1. = "ыру ^ 15040 = 0.061 => к = 61% 
4) La población que habrá para el 1 de julio del 2006 debe ser P(15) 

=> P(I5) = 40(15) + 200(15) + 10000 = 22,000 personas 
Por lo tanto, para el 1 de julio del 2006. la intensidad relativa de crecimiento de la población 
debe ser 


US) — 1:400 
1: = Has) ^ 22000 ^ 0.064 => Ro. = 6.4% El 











MOVIMIENTO RECTILÍNEO 


Si un móvil se desplaza en línea recta , hablamos de movimiento rectilíneo y se 
puede usar una recta horizontal o vertical con un origen designado como la recta del movimiento 
. La dirección será positiva si el movimiento es hacia la derecha y negativa si es hacia la izquier- 
da. La función s que da la posición , respecto del origen , del móvil como función del tiempo t se 
llama función de posición . Si , sobre un cierto lapso tiempo At, el objeto cambia su posición 
una cantidad 

AS = s(t -F At) - S(t) 


entonces, la razón promedio de cambio de la distancia respecto al tiempo viene dada por : 
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Cambio de Distancia _ As 


Cambio de tiempo At 


Definición 4.44 : VELOCIDAD PROMEDIO E INSTANTÁNEA 





Si s(t) da la posición en el tiempo t de un objeto que se mueve por una recta; la velocidad 
. promedio del objeto en el intervalo [ t, t - At] viene dada рог: 
vo âs _ SUE AT) ASQ 
d At = Al aD 


y la velocidad instantanea del objeto en el instante t es : 


s(t -- At) - s(t) 


At - St) (42) 


У(1) = lim 
i A - 0 
OBSERVACIONES 4.5 
a) La velocidad de un objeto móvil es positiva o negativa según que se mueva en dirección 
positiva o negativa a lo largo de la línea del movimiento. 
b) Larapidez de un objeto en cualquier tiempo es el valor absoluto de la velocidad instantánea, 


es un nümero no negativo que indica sólo cuán rápido se mueve el objeto , no en que direc- 
ción. 





La altura s en el instante t de una moneda que se deja caer desde un 
edificio viene dada por s(t) = - 161? + 1350 , con s medida en pies y t 


en segundos. 

a) Hallar la velocidad promedio en el intervalo [1,2] . 
b) Hallar la velocidad instantánea рага = 1 y t=2 

с) Cuánto tarda en llegar al suelo 

d) Hallar la velocidad de la moneda al golpear el suelo. 


Solución As = s(t-- At) - s(t) 
> AS 


- 16 (t-- At)? + 1350 - (- 164 + 1350) 
- [6At(2t + At) 


a) Velocidad promedio: V QA 


гоо V =-16(2t+At) 


Para t = є [1,2] > At = 2-1=1 => У = -16(2+ 1) = - 48 pies/seg. 
b) Velocidad instantánea : V(t) = s'(t) = - 32t 

Entonces : V(1) = - 32 pies/seg. y V(2) = - 64 pies/seg. 
c) La moneda llegará al suelo cuando s =0 

Luego,si 5(0) = 0 => - 16€ + 1350 = 0  t = 9.185 seg. 
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d) La velocidad de la moneda al golpear el suelo es 
V(9.185) = - 32(9.185) = - 293.9 pies/seg. 
Las velocidades negativas nos indican que el objeto se mueve hacia abajo. a 





Un objeto se mueve a lo largo de una línea recta de acuerdo con la ecua- 
ción de movimiento : s(t) = t? +31? -9t + 4 Determinar los intervalos de 
tiempo cuando se mueve el objeto a la derecha y cuando lo haga a la izquierda . También deter- 
minar el instante cuando el objeto cambia de dirección. 


Solución Según la fórmula (42) : v(t) = s'(t) = 3€ +6t-9 = 3(t+ 3)(t- 1) 

La velocidad d instantánea es cero cuando t 2 -3 y {= | 
Significa que el objeto está en reposo en estos tiempos. El objeto se mueve a la derecha si v(t) es 
positiva y se mueve hacia la izquierda si v (t) es negativa . Entonces determinaremos el signo de 
v(t) para diferentes intervalos det=-3 у t= 1 enel siguiente cuadro 


Intervalos | (t+3Xt-D |. | Pon 
1<3 | (€) | у = * .elobjetosemneve ala derecha 
derecha a izquierda. 
-3«141 | 443(-) | vb) =, ebobjeto se mueve a la izquierda 
0-1 | (+)(0) | v()=0,, ebobjeto está cambiando de dirección de 
izquierda a derecha 
:»! (+)(+) | v,e Objeto se mueve a [а derecha. 








FIGURA 4.20 


La tabla adjunta determina los valores de s y v para valores particulares de t . El movimiento del 
objeto indicado en la Figura 4.20 es a lo largo de la recta horizontal , pero el comportamiento del 
movimiento esta indicado arriba de la recta. 
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4j -21|5|2|-1]0|1)2 
| 24 [31 |2615 4 || 6. 





Ч 15 | o |-9 -12/|-9 [0 |15 





Una pelota se lanza verticalmente haia arriba desde lo alto de una casa de 
112 pies de altura. Su ecuación de movimientos es 5 =- 16t? + 96t donde 
s pies es la distancia dirigida de la pelota desde el punto de partida en t seg. Hallar : a) La 
velocidad instantánea de la pelota en 2 seg. b) La altura máxima que alcanza. c) Cuánto tarda 
la pelota al llegar al suelo. d) La velocidad instantánea cuando la pelota llega al suelo. 





a) La velocidad instantánea en t segundos es : v(t) = s'(t) = -32t +96 
Parat = 2 > v(2) = - 64-- 96 = 32 pies/seg. 
b) La pelota alcanza su punto más alto cuando la dirección del 
movimiento cambia, es decir , cuando v(t} = 0: Haciendo 
s'(t) = Osetiene: 
-321+96 = 0 < t = 3seg. 
Entonces cuando t —3 , el punto más alto que alcanza la pelo- 
ta sobre el punto de partida es 
h = s(3) = - 16(3y + 93(3) = 144 pies 
Luego , la máxima altura que alcanza la pelota al nivel del 
sueloes: 5 „= 144+ 112 = 256 pies 


c) A nivel del suelo : s(t) = - 16€ +96 + 112 Diss af 
Entonces , sis = 0 , Іа pelota toca al suelo . Luego , si 
-16t +96t + 112 = 0 = t?-6t-7=0 = t=7vt=-l1 
Por tanto , la pelota tarda 7 segundos en llegar al suelo 
d) Para y = 7,v(7) = - 32(7) +96 = - 128 pies/seg es la velocidad instantánea cuando la 
pelota llega al suelo. A 





Del mismo modo que hemos obtenido la velocidad derivando la función posición , obten- 
dremos la aceleración derivando la función velocidad. 


Definición 4.15 : LA ACELERACIÓN INSTANTÁNEA 


"pn de posición de un objeto en tr miento rectilíneo , su ace 
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Calcular la aceleración de un objeto en caída libre cuya función de posi- 
ción es s(t) =- 161° + 51 + 200 
Solución Porla ecuación (42): v(t) = (0 => v(t) = -321+5 


Luego, la aceleración es :a(t) = v'(t) = - 32 pies/seg? 
Esta aceleración constante se debe a la fuerza de la gravedad. 2 





Nota En caso del movimiento vertical bajo la influencia de la gravedad , la posición de un objeto en 
caída libre puede representarse por la ecuación 


s(t) = Tg vg +$, 


Aquí , g designa la aceleración gravitacional (g = - 32 pies/seg о р = - 980 cm/seg,) , s, es la altura 
inicial del objeto y v, la velocidad inicial con que se suelta. De modo que tenemos como función de 
posición. i. ш dabis 

s(t) = -16C жуух, (44) 


EJEMPLO 10] Hallar la máxima altura que es alcanzada por una bola que es lanzada 
hacia arriba desde el suelo con una velocidad inicial de v = 128 pies/seg. 

¡Solución La función de posición es s(t) = - 16t? + 128t+s, 

Pero como s, = 0 (altura inicial) => s(t) = - 161° + 128t (1) 
Velocidad instantánea de la bola: v(t) = s'(t) = -32t + 128 
Alcanza su máxima altura en el instante en que v(t) = 0, esto es , cuando 

-32t+ 128 200 t—- 4 

Con la sustitución en (1) encontramos la máxima altura alcanzada por la bola, que es : 
5 = -16(4)? + 128(4) = 256 pies. ш 


пах 


EJERCICIOS . Grupo 37 


1. Demostrar que la razón de variación instantánea del volumen de un cubo , con respecto a la 
longitud de su arista es igual a la mitad del área total del cubo. 





2. Cierta población de roedores asciende a P = 100[1 + 0.31 + (0.04)е | después de t meses. 
a) Cuánto tardará esta población en duplicar su tamaño inicial (t = 0) ? 
b) Cuál es la razón de crecimiento de la población cuando P = 200 ? 


3. El peso de un cilindro variable es siempre el doble de su radio . Demuestre que la razón de 
cambio de su volumen con respecto a su radio es igual a su área total . 


4. Un balón esférico con radio inicial de 5 pulg. comienza a desinflarse en el instante t = О y 
su radio , t segundos después , esr = (60 - t) /12 pulg. A que razón (en pulg?/seg.) sale el 
aire del balón cuando t = 30 seg. 
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5. 


10. 


La ecuación de la oferta de una cierta clase de focos es 
x = 1000(4 + 3p + 2p?) 
donde se ofrecen x focos cuando el precio unitario es de p centavos (de dolar). 
a) Halle la razón promedio de cambio de la oferta con respecto al precio cuando éste se 
incrementa de 90 a 93 centavos. 
b) Calcule la razón de variación instantánea de la oferta con respecto al precio cuando éste 
es de 90 centavos. 


© y»? 


. Una nave espacial se aproxima al “aterrizaje” en un planeta distante ; su altura “y” (en 


metros) en el momento t(segundos) está dado por la fórmula y = 100 - 100t + 251? . 
Cuándo y con qué velocidad golpeará el suelo ? 


. En 1995, cierta ciudad tenía una población (en millones) dada por la fórmula 


Р = 100[ 1 +(0.04)t + (0.03)t*] , con ten anos y t = O correspondiente a 1995. 
a) Cuál es la razón de cambio de P en el 2000? 
b) Cuál es la razón promedio de cambio de P de 1998 al 2003? 


Una partícula se mueve a lo largo de una línea recta de acuerdo a la ecuación de movimiento 
dado . Determinar los intervalos de tiempo cuando se mueva la partícula a la derecha y 
cuando lo haga a la izquierda . También determinar el instante cuando la partícula cambia de 
dirección . Mostrar el comportamiento del movimiento mediante una gráfica. 


КТ ЕС РТИ zT m t 
а) 5 = 2 -3t*^- I2t- 8 b) s EEE Cc) $ IEEE 








Una bola se empuja de tal forma que tiene una velocidad inicial de 24 pies/seg. hacia abajo 
de un plano inclinado , entonces s = 24t + 100€ , donde s pies es la distancia de la bola 
desde su punto de partida en t seg. y la dirección positiva es hacia abajo del plano inclinado. 
a) Сиа! es la velocidad instantánea de la bola en t, seg. 

b) Cuánto tiempo tarda la velocidad en incrementarse en 48 pies/seg. 


Un objeto se mueve en una recta de acuerdo a la ecuación de movimiento 
s = 1? - 11 + 24t + 100, donde s pies es la distancia dirigida del objeto desde el 
punto de partida en t segundos. a) El objeto está en su punto de partida cuando t = 0. 
Para qué otros valores de t se encuentra el objeto en su punto de parida? b) Determinar 
la velocidad del objeto en cada instante en el que esté en su punto de partida e interpre- 
tar el signo de la velocidad en cada caso. 


“> Еп los ejercicios 11 al 15 , usar la función de posición para objetos en caída libre : 


11. 
12, 


13. 


s(t) = -16t^ + vat +S, 
Se deja caer una piedra desde 600 pies de altura , cuál es su velocidad al llegar al suelo? 
Para estimar la altura de un edificio se deja caer desde lo alto una piedra . Hallar la altura 
del edificio supuesto que la piedra golpea el suelo 6.8 segundo después de soltarla. 
Se deja caer una piedra (v, — 0) desde lo alto de un edificio de 144 pie de altura. a) 
Cuándo golpeará el suelo la piedra? b) Con qué velocidad polpeará la piedra el suelo ? 
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14. Un hombre , de pie en lo alto de un edificio , lanza una bola verticalmente hacia arriba . 
Después de 2 segundos la bola pasa ante él en su camino hacia abajo, y 2 segundos después 
de esto golpea el suelo. a) Cuál es la velocidad inicial de la bala . b) Cuál es la altura del 
edificio. c) Cuáles la velocidad de la bola cuando pasa ante el hombre en su camino hacia 
abajo. d) Cuál es la velocidad de la bola cuando golpea el suelo ? 


15. Una bola es lanzada verticalmente hacia arriba desde el suelo (s, = 0) con una velocidad 
inicial de 160 pies/seg. 
a) Cuándo golpeará la bolael suelo ? b) Con que velocidad golpeará la bola el suelo ? 
c) Cuándo alcanza la bola su máxima altura? d) Qué altura alcanzará desde el suelo . 





RAZONES DE VARIACIÓN RELACIONADAS 





Un problema de razones o tasas de variación relacionadas implica dos cantidades 


x € y que varían con respecto al tiempo t y una ecuación (modelo matemático) que expresa 
alguna relación entre ellas. Lo usual es que den los valores de esas dos cantidades en algün 
instante , junto con la razón de cambio de una de ellas para determinar la razón de cambio de la 
otra variable. Un método comün de resolución de dicho problema consiste en comenzar con la 
derivación implícita de la ecuación que relaciona las cantidades propuestas . Mediante un ejem- 
plo ilustrativo mostraremos el camino paso a paso de como se resuelven la mayoría de estos 
problemas. 





Una cuerda está atada a un bote sobre la superficie del agua y un hombre , 
en el muelle , tira del bote a una razón de 48 pies/min . Si sus manos están a 
16 pies sobre el nivel del agua , qué tan rápido se aproxima el bote al muelle cuando la longitud 
de la cuerda es de 20 pies? 





Los pasos a seguir son los siguientes : 


1. Dibujar una figura, si es factible, y definir cada una de las variables 
x : el número de pies de la distancia del bote al muelle en t minutos 
z : el número de pies de la longitud de la cuerda en t minutos. 


2. Escribir cualquier situación numérica acerca de las va- ji 
riables x , z y sus derivadas respecto a t. 
Como el bote es jalado a razón 48 pies/min hacia el 


muelle (izquierdo) : E = - 48 pies/min 


Рага2 = 20 > x = V20 - 16? = 12 pies 


3. Escribir el modelo matemático que relaciona ax y z. 





FIGURA 4.22 
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Esta ecuación lo obtenemos del teorema de Pitágoras : 2? = х? +16? 


4. Derivar los dos miembros de esta ecuación con respecto al tiempo 
ү), 14% 
22 (ar) Б 2x (г) 


5. Sustituir los valores conocidos de x , 2 y az (Paso 2) 


dx 
di 


El signo negativo nos indica que х decrece conforme t aumenta 


20 (48) = 2 (22) e = - 80 pies/min 


6. Conclusión. Larapidez con que el bote se aproxima al muelle es de 80 pies/min , cuando 
éste está a 12 pies del muelle. iii 


Ahora haremos un resumen de los pasos del ejemplo ilustrativo anterior. 


PROCEDIMIENTO PARA RESOLVER PROBLEMAS DE TASAS RELACIONADAS 


1. Dibujar un diagrama y marcar como variable las diversas cantidades dadas y las cantida- 

des a determinar. 
. 2. Leerenel diagrama un modelo matemático que relacione a las variables cuyas razones о 

tasa de cambioestán dadas o han de determinarse. 

3. Usando la regla de la cadena derivar implícitamente la ecuación hallada con respecto al 
tiempo t. / 

4. Sustituir los valores dé las cantidades conocidas en la ecuación del pasos y despejar la 
cantidad requerida. 

5. Escribir unaconclusión que responda las preguntas del problemas. 





EJEMPLOS ILUSTRATIVOS 





Un hombre de 6 pies de estatura camina a una tasa de 5 pies/seg, alejándo- 
se de una farola de 15 pies de altura. Cuando el hombre está a 10 pies de 
lafarola:a) A qué velocidad mueve el extremo de su sombra? b) A qué velocidad cambia la 
longitud de su sombra? 


"Solución ^ Refiérase a la Figura 4.23 


1. Sean: x ladistancia del hombre a la farola en el tiempo t segundos 
z la distancia del extremo de la sombra a la base de la farola en t seg. 
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Como el hombre camina a razón de 5 pies/seg. hacia 


laderecha = ах = 5 pie/seg. 


Queremos hallar ez cuando x = 10 pies 
dt 


2. Tratemos de buscar un modelo matemático que re- 
laciones x y z por semejanza de triángulos . En la 
Figura 4.23: 





15 = ad €» Jz = 5х 
d FIGURA 4.23 
3. Ladiferenciación implícita da : 3| di Js (E E) 
4. a) Dado que ах = 5 £5 єв = 2 pies/seg. , es la velocidad con que se mueve la 


longitud de la sombra cuando el hombre está a 10 pies de la farola. 
b) Lalongitud de su sombra es 


ару di. de Чї „ 25 2.18. 
ZAS C Эсэн m 53 5 = 3 pies/seg 
es la velocidad con que cambia la longitud de la sombra. E 


кити 
E E JEl JEMPLO 2 2 Un abrevadero tiene 12m. de largo y extremos que tienen la forma de trian- 

gulos isósceles invertidos que miden 3m de altura y 3m de base. El agua 
fluye al abrevadero a razón de 2m?/min. Con qué rapidez aumenta el nivel del agua, cuando el 
agua tiene 1m de profundidad. 





Solución La Figura 4.24 muestra la sección transversal del abrevadero de L = 12m de largo. 


1. Sea V el volumen del prima triangular (Volumen de agua) cuya 
base tiene por dimensiones x y h. El agua fluye al abrevadero a 
razón de 2m?/min. 


Entonces : dv _ = 2. Debemos hallar zh cuando h = | 


di 
2. V = (área de la base) (longitud) 
c» V = (1/2) (hx) (L).ParaL = 12 > V= бїх 
Por semejanza de triangular se deduce que x = h => V = 6h? 





FIGURA 4. гаи 


3. Derivando implícitamente se tiene: У. = шог 
erivando implícitamente se tiene a 12h ( 2 | 


4. Parah = In > 2 = aa (E) e zh = $ m/min E 


Sección 4.16 : Razones de variación relacionadas 491 





Una escalera de 20 pies de largo se apoya en una pared inclinada de 60° 
respecto a la horizontal . Si la base de la escalera está siendo movida 
horizontalmente hacia la pared a razón de | pie/seg, a qué rapidez se mueve la parte superior de 
la escalera cuando la base está a 4 pies de la pared? 


Solución 1. Seaxla distancia de la base de la escalera a la pared. 
En la Figura 4.25,el ABHC esun trián- 
gulo rectángulo cuyos ángulos agudos miden 307 y 
60° , luego si BC = z „entonces 
BH = 43 2/2 y НС =z/2 
Como la escalera es empujada hacia la pared (izquier- 








dx : 
da) => mé = -1 pie/seg. 
dz 
Debemos hallar t cuando x = 4 
2. Una relación entre x y z lo encontramos a partir del — — FIGURA 425 _ 


teorema de Pitágoras . 
Enel AAHB : АН? «BH? = АВ? > (x+ 2) + [3 2) -20 


de donde obtenemos : х? + xz + 2? = 400 (1) 


3. Una derivación E nos lleva a: 


ах). (E а) ¿(E +2 (2) =0 
4. En(l),parax=4 ѕе бепе, 2 = - 2+ 2197 . Luegowen el paso (3) 
2(4) C1) +4 42) «-24297) C -2(-242497) (52) =0 


dz 3 4 N97 A А | 
de donde obtenemos: -- = ———— = 0.652 pies/min z 
dt 2 497 à 





Un triángulo ABC está formado por las tangentes AB y AC en cada extre- 
тө de la cuerda BC , perpendicular al eje de la parábola Ӯ: y? = 2(x + 1). 
Si BC se acerca al vértice de la parábola a razón de 2 unidades por segundo , con qué rapidez 
cambia el área del triángulo cuando BC está a 6 unidades del vértice. 


Solución. 1. Sea B(x, v» y Ж = Xy + | со Х, =t- l: Luego 5 B(r- | 27» 


Como BC se desplaza hacia la izquierda : = = -2u/seg 


Si S = a(AABC), debemos hallar | Z | cuandor = 6 unidades 


492 Capítulo 4: La derivada 


2 5-4 (BC)h = 4 (Qy)h= 5 = уһ 


B(x.y)e P => у? = Ax, +1) 





> у= 2г (р | 
En В la pendiente de la tangente es 
m = Тро әу=-° (2) | 
Al derivar la ecuación de la parábola en B(x, , у,) se ob- 
tiene: y” = l/y, (3) 
Ге(2) у (3): =L ay =h 
h Jo 


Luego,en(1) : h = 2r,entoncessi S = y,h > 5 = V2r Qr) = (2r)? 


EPA Г : . dS" З u2 dr 
3. Laderivación implícita nos conduce a : d = 3 (2r) (2) ( di ) 
4. Рагаг = 6 у ат = -2 ,el área del triángulo decrece a razón de 
dS - 3412 (2) = - 123 ичкер. 
: : ds 2 
Por lo tanto , la rapidez de cambio es | i | = 1213 u?/seg. "m 





Sea el triángulo rectángulo ABO recto en el punto B , el cual se despla- 
za sobre la recta Z : x+ y 2 0. El vértice A se desplaza sobre la curva 
€:x = Vy ; variando la abscisa x a razón constante de 4 unidades por segundo . El vértice O 
permanece fijo en el origen de coordenadas . Hallar la razón de cambio del área del triángulo 
ABO cuando x - 6 


1. Sea A(x, y) que se desplaza sobre la curva €: x* = y,x>0 | cuya abscisa varía 


еа ак dX - — | 

- arazón de A 4 u/seg. Эр gem p. 

Como A є 4 c» А(х, х?) . Las alturas de los triángulos ABO «^, 
yacen sobre la familia de rectas 27 1 7, 





Luego,si Z: x-ytk = Оу Ae 7 c» x-*+k=0 
Б5 Кек ех 


АВ = А, 2) = XtX 
( ) Б 








у OB =d(0, 2) = QA 


S 


і e 4-2 
Se desea calcular e cuando х = 6 FIGURA 4,27 
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2. Arcade AABO : S = 1 (ABXOB) = + 225122 2) = 1 qe» 
- - - : ds 2248 3 dx 
3. Derivando respecto al tiempo se tiene : A (4x? - 2x) di 
4. Finalmente, para x = 6: ss = 1. [4(6? - 2(6)1(4) = 852 u?/seg. 3 


En un depósito de forma cónica está siendo vertida agua a razón de 8 
pies'/min. El cono tiene 20 pies de profundidad y 10 pies de diámetro en 
su parte superior . Si tiene una fuga en la base (parte inferior) y el nivel de agua está saliendo a 
razón de 1 pulg/min. cuando el agua tiene 16 pies de profundidad , con que rapidez se esta 
fugando el agua? 


1. Sean R el radio del depósito cónico г: radio del 
nivel de agua de volumen V a una profundidad h 
Razón de cambio en el volumen de agua : 








dV, : 
P = 8 pies'/min (ritmo constante) 
Razón de cambio en el nivel del m 
dh 


ST = | pulg/min = 5 pies/min. 


£x es la razón de cambio en el aumento del volumen del 


agua. 
Se desea calcular | D | , la rapidez con que se fuga el agua cuando h = 16 pies. 





FIGURA 4.28 


2. Laecuación que relaciona la altura h con el volumen de agua V es : 


2150 20_R -h у ® [ВИ һы жь 
У = nrh,ysi-^ = юэ r= lego: У = 2(2) һе жь 
BE A т » ^ dV a Т 2 dh 
3. Derivando implícitamente obtenemos : "AER Эн 16 h (E t 
dh. а ай: зА 
4. Рага h = 16 y — de 15 , Se tiene : кй = 3% pies?/min 


La rapidez con que se fuga el aguaes: XX = ——- . = 


A WE ou d HL nim 
ile 8 3777 (б-т) pies'/min Iri 
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Un filtro cónico de 18 em. de profundidad y 6 cm. de radio en la parte 
superior , se encuentra lleno de una solución. Esta va pasando a un vaso 
cilíndrico de 5 cm. de radio . Cuando la profundidad de la solución en el filtro es de 10 cm. su 
nivel está bajando a razón de 2 em/min. Hallar la rapidez con que está subiendo la solución en el 
vaso, para dicha profundidad. 


Solución 1. Con referencia ala Figura 4.29: 
x : es el radio del filtro cónico a una profundidad y 
h : profundidad de la solución en el vaso. 

Razón de cambio en el nivel de la solución 


dy 





лг Зан -2 cm/min (ritmo constante) 
Por determinar: 4h 
dt 
2. Volumen del filtro cónico : V = т xy 
Por semejanza de triángulos: 2 = Lo E 
6 18 3 
a ? --- n x E -— A 3 
Luego: V(y) = 291» 27 9) 
3. Derivando con respecto а1 se tiene : 
NS Dey 
20529125) 
бос dv = n dE 2 200 y Y ESE 
4. Para y =10 => Je E (102) = 9 n cm^/min 





En el cilindro: V, = r(5)*h = 25xh 


ау, _ dh 
mes 257, Zt ) 
En el instante en que la solución está a 10cm. de profundidad en el filtro cónico, la rapidez 


con que está bajando debe ser igual a la rapidez con que está subiendo en el vaso , esto es 


_|dv, 
14) 


dV 
dt 


a a e Eh = © cmimin E 











Un automóvil que viaja a razón de 30 pies/seg. se acerca a una intersec- 
ción . Cuando el automóvil está a 120 pies de la intersección, un camión 
que viaja a razón de 40 pies/seg. cruza a la intersección . Si el automóvil y el camión están en 
carreteras que forman ángulos rectos una con respecto a la otra ; con qué rapidez se separan el 
automóvil y el camión 2 segundos después de que el camión pasó por la intersección. 
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Solución 1. Seax la distancia entre el automóvil y el camión en un instante t . En este 
tiempo : 
5, = ОА = 30t => AP = 120-301 
s; SIPE 40t. 


Debemos hallar йн cuando t = 2 seg. 


2. Enel ДАРС : AC? = AP? 4 РС? 
e» x! = (120- 301) + (40t? 





3. Derivando respecto al tiempo se tiene : 


хилийн ER _ 
FIGURA 4.30 


Эх (25) -02(120-301Х-30)-42(16001) 


Бедопде: X. = 100 ( 3136 
dt Xx 


En el paso (2) , parat = 2 obtenemos : xà = 60* + 80? => x= 100 
4. Luego en (3), la rapidez con que se separan el automóvil y el camión después de 2 segundos 


es: x = 25(2)-36 = 14 pies/seg. a 


CesempLo 9 ) Dos aviones A y B están volando al Este a la misma altitud . El avión A 


lleva una velocidad de 600 millas/h y el avión B una velocidad de 400 - 
millas/h . Al mediodía el avión A está a 50 millas al norte del avión B . Con qué velocidad se 
Pid ambos a la | рт? 





1. Sean Qy T las posiciones de los aviones A y B , respectivamente , al cabo de 
t horas y sea s= TQ 


Entonces : PQ - 600t y RT - 4001 
A las 12M : TC = SO millas y RT = PC = 4001 
Сото СО = PQ- PC = CQ = 2001 
2. Enel ATCQ : TQ! = TC? + CQ? 
e» s = Y(50y + (2001)° 


3. Derivando respecto al tiempo obtenemos : AE “FIGURA 431 |... 





ds _ _ 400001 
dt ^ 2500 + 400000 


Desde las 12M hasta la 1PM , esto es , en una hora los aviones se han separado s millas . 
Luego, parat- 1 
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48 500 
4. == = 194.17 millas/hora 
d — 417 
es la velocidad con que se separan ambos aviones а la 1 PM E 


: JEMPLO 10. Un vehículo se dirige hacia el Sur a una velocidad de 15 km/h y otro lo 

hace hacia el Este a la velocidad de 10 km/h . A las 3 de la tarde el segundo 

vehículo pasó por el punto donde el primero estuvo una hora antes . a) Con qué rapidez cambia- 

ba la distancia entre los vehículos a la IPM ? b) y a las 4 de la tarde ? с) А qué hora no 
cambiaba la distancia entre ellos ? 





Solución 1. Sean A(0, y) y B(x, 0) las posiciones respectivas , Sur y Este , de los vehículos 
en un sistema de coordenadas . 


, х „ 22215 48 PTT 
Como datos tenemos : a 10 y de 75 15 . Debemos ЯЛ ,cuandot=1 y t=4 


2. En la Figura 4.32 , por el teorema de Pitágoras s? = x? + y? 


3. Derivando implícitamente > al tiempo se tiene 


252 ) = 21) t2 (2) 


ощ з] 


Según el problema, a las 3 РМ el vehículo В se encuentra 
en el origen y el vehículo A , que había pasado І hora antes, 
se encuentra a 15(1) = 15 km al Sur del origen , esto es, en a e 
el punto P(O, -15). 7 СОВА 432 
Luego, las ecuaciones de movimiento de los vehículos A y 
B,las3PMson, A: y = - 15(t-3)- 15 = -15t + 30 

B: x = 10(t-3) = 101-30 





10-30 = -20.y = -15430 = 15 
s= р = 4400-4225 = 


х 
4. а) Рага t= 1 > 


En el paso (3) : 5% = io(- 22 -15| 2 = -17 km/h 


Por tanto , la distancia s decrece a razón de 1 7km/h 


10(4-3)= 10 , y =-15(4)+30 = -30 
Vx? + y? = N100-- 900 = 10410 


-30 11410 
„42 = ЕЧ үүл 
(1216) 2 


X 
b) Para t 2 4 => 
S 


En el paso (3) : 





da 
dc ^ 10 ( 16:100 10:100 
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En consecuencia , s crece a razón de 17.38 km/h 


c) No cambia la distancia entre A y B cuando ds = О 


Entonces en (3) : 10(2) й 15(2) ="0 › 2x=3y 


€» 2(10t - 30) = 3(- 15t +30) 


dedonde obtenemos < 1 = х = Эһ 18min PM m 


Un automóvil camino a una ciudad , pasa por un puente , en el mismo 
instante en que un tren lo cruza por abajo y perpendicularmente . El auto 
va a 40 km/h y el tren a 20 km/h . Si el puente está a 30 m sobre el riel , con qué rapidez se están 
separando el auto y el tren 10 minutos después de haberse cruzado? 





Solución 1. Sean хе y las distancias recorridas por el automóvil y el tren al cabo de t horas, 
respectivamente, y z la distancia que los separa en el mismo tiempo. 


dx _ LS 
Se conocen zt = 40km/h y "e 20km/h 


Se desea determinar FE cuando t = 10 min. 


2. En la Figura 4.33 se observa que z es la diagonal de 
un paralelepípedo de dimensiones x , y , 0.03 , en- 
tonces : 

12 = х? + у? +(0.03F 





3. Laderivación implícita, con respecto a t, nos da : а FIGURA ci 
dz\ (аху, [4| а _ рх x 
dx) -5Ї 515302) "E RE = 40(2) + 20(7) 
4. Paratz 10тїп = 7 hora : x = 40(1/6) = 20/3 ; y = 20(1/6) = 10/3 


Luego:z = «(20/3 + (10/3) + (003) = = km 


Sustituyendo estos valores en el paso (3) obtenemos : 


rj 54058 20 (5555) = (aa м 


Conclusión . Enel instante en cuestión , el auto y el tren se separan соп una rapidez de 4.47 
km/h si 
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muelle . Tirando la barcaza, la hacen acercarse para que se ponga al lado 
del muelle , mediante un cable el cual va devanándose en un cabrestante a 2 m/seg. Qué acelera- 
ción experimenta la barcaza al moverse en el momento en que dista 8m del muelle (en línea 
horizontal) 


Solución 1. Ѕеа х 1а distancia de la barcaza al muelle, 
y sea z la longitud del cable . 


Si e = -2m/seg (ritmo constante) 


dx 


di? ` 





Se desea calcular cuando x = 8m. 


2. Porel teorema de Pitágoras : 2? = х? + 16 
3. Derivando implícitamente con respecto a t, se tiene : 
dz |. [4x 
al a 0) 
Parax=8,2=64+16 > 2725-1445 ; luego en (1): ах _ -45 


di 
4. Al derivar nuevamente los dos miembros de (1) con respecto , se obtiene 


Ad + (4) (46) = (ав) + CR) 


2 
Сото la barcaza se tira uniformemente , se sigue que dz 0 

















аг 
dz dex 7 
> yii 22) ах) а (ду = (E + (- Уз у 
de donde obtenemos : e li. 0.125 
"ар : 
Conclusión. Laaceleración decreciente que experimenta la barcaza al momento que dista 8m 
del muelle es de 0.125 m/seg”. n 





Un automóvil viaja a la velocidad de 120 km/h sobre una pista circular en 
cuyo centro 0 hay una fuente de luz . A que velocidad se mueve la sombra 
del automóvil sobre una pared tangente a la pista en un punio P , cuando ha recorrido 1/6 de la 
pista desde P. 
oluci 1. Designemos las distancia PT = x y РА = s, como se indica en la Figura 4.35 


Se conoce que e = 120km/h y s = l/6de vuelta. Luego , cuando el 
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automóvil ha recorrido 1/6 de vuelta entonces 
LB a 
тр (27) = 

El objetivo es hallar £x cuando Ө = 1/3 


2. Del diagrama buscamos una relación entre x y Ө me- 
diante la trigonometría. 
Enel ДОРТ : х = г · Тоө 


3. Derivamos esta ecuación respecto al петро para obtener 





dx - 2g ( 49. 
As et Sera ҮЭ! (1) 
dð .1(48 
Pero сото = гӨ c» 0-2 ; luego : Tm [E 
2. . dx = 2 | 48 3 ds 

En la ecuación (1) : a Sec?0 I = 115 Sec*8 di 
4. Para Ө = m/3, se tiene : ах - Sec! E (120) = 480 
Conclusión . La sombra del automóvil se mueve a una razón de 480 km/h " 





En la Figura 4.36 vemos un brazo de 7 pulgadas que conecta un pistón 
con una biela de 3 pulgadas de radio, la cual gira en sentido contrario a las 
agujas del reloj a un ritmo constante de 200 revoluciones por minuto. Hallar Ja velocidad del 
pistón cuando Ө = 60° 





1. Como una revolución completa corresponde a 2x radianes podemos hallar 
el ritmo constante en radianes por minuto . 


Eno es a - 200 (2n) = 400m rad/min. 


El objetivo es hallar m para O = 60° 


2. Una relación entre x y Ө lo conseguimos por trigono- ` | 
metría (ley de los cosenos) Wan ld " 





< - » A : DOCET ес 
P = 32 +x - 2(3)х Cos0 = үз <— = 
de donde : ж - бх Соѕ0 = 40 (1) 


3. Por derivación implícita con respecto al tiempo obtenemos 


2x (E 5)-6| [- x Seno (28 8)» Соке 2х х\] = 0 c» 4х = ¿o (49 ) о 
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4. Cuando Ө = 60° , en la ecuación (1) tenemos : 
X - 6х(1/2) = 40 > x!'-3x-4020«€ x-8vx-2-5 
Sustituyendo la solución positiva x= 8 en la ecuación (2), se tiene : 


dx _ 68) (ҮЗ /2) A 
dt ^ 6(12у-2(8у (400n) = - 4018 pulg/min 


La velocidad es negativa por que el pistón se mueve hacia la izquierda. 10 





EJEMPLO 15 | Unobservador situado a nivel del suelo, divisa por un telescopio que un 
avión está a 7 km. de altura y vuela horizontalmente a razón de 600 km/h. 
Hallar : 
a) La razón de cambio del ángulo de observación del telescopio cuando el avión está a una 
distancia horizontal de 25 km del observador. 
b) La razón de cambio del ángulo cuando el avión está directamente encima del observador. 





Solución 1. Paraempezar, en la Figura 4.37 , se muestra 
un diagrama indicando las cantidades rele- 
vantes : x la distancia horizontal del avión al observador y 

6 el ángulo de observación del telescopio. 


Conocemos: h = 7km y c = - 600 km/h 
(El ritmo constante es negativo porque el avión avanza 


hacia la izquierda. 





El objetivo es hallar B cuandox = 24km. y x = 0 


2. Una relación entre x y Oes: Tg Ө = x/7 


3. Derivamos está ecuación respecto zl tiempo t 


[48 й р 109. 1000 cr * 
Secre (E 77 95 | dr dE СоѕӨ (1) 
El signo negativo refleja que Ө es decreciente 


4. Рагах = 24 , s? = 24 4 72 = 625 >= 25 y Соз = 2 = L 


s 25 
48 .. 600 ; Tt... 168 
a) Por tanto , en (1): ER 7 223 p rad/h 
b) Cuando el avión está exactamente en la vertical del observador 0 — 0 y Cos0 2 1, 
. d6 2 600 
entonces en (1): Am 7 rad/h 


Obsérvese que el telescopio se mueve mucho más rápidamente cuando el avión está 
sobre la vertical. w 
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EJEMPLO 16 Un cuerpo M se mueve a razón de 5 m/seg a lo largo del diámetro de un 

patio circular (llamémosle AB) . Una luz ubicada en uno de los extremos 
de un diámetro perpendicular a AB , proyecta la sombra a lo largo de la pared cuando M se 
encuentra a r/3 del centro del patio (AB) . Con qué rapidez se mueve la sombra a lo largo de la 
pared circular. 





Solución 1. La Figura 4.38 muestra el diagrama donde se 
indican las cantidades relevantes. 


x = OM, la distancia del cuerpo M al centro del patio 


s = QP, el arco que describe la sombra del cuerpo M en la 
pared circular. 


Ө = el ángulo inscrito que subtiende el arco QP 
(Ө = 1/2QP) 


a = ángulo central (a = QP) > a = 20 





FIGURA 4.38 


Como ritmo constante se tiene : di = 5 m/seg 
El objetivo es hallar la variación де 5, esto es йн , cuando х = r/3 
Sia=20 y sis = ar e» s = 20r 25 = 2r( 2 ) (1) 
2. Una ecuación que relaciona x y Өеѕ: x = r ТеӨ 
3. Como ambas variables son funciones del tiempo , entonces 
dx _ 20 { 18 
ET г Secta (E ) = (1 * Tg? o) (49 (2) 
4. Enel instante en que x = 5 => Tg0 = = = E 
o 10 49 E 49 = 2-2 
Luego „еп (2): Se rus 1(2:) 29555125) |» dT 
Sustituyendoen (1):  = 2r ( > 2r | = Y 


Conclusión. La et s con que se mueve la sombra a lo largo de la pared circular es de 
9 m/seg. gi 





En la Figura 4.39 se tiene un sector circular PAC de radio AP , donde 
A —(0,5)y B- (0, 10), (prolongación de PC), son fijos y P se desplaza 
sobre el eje X hacia la derecha con una velocidad constante v = 2 m/seg habiendo partido del 
origen. En qué intervalo o intervalos de tiempo , la rapidez con que varía el área del sector es 
positiva? 
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Solución 1. Sean r el radio y Ө el ángulo del sector circular { 

















PAC de área S > $= 70r! (1) | 

El objetivo es expresar 6 y r en función de la variable x cono- | 

ciendo que ак = 2 m/seg 

En cualquier posición de P se cumple: Ө = о - В 

_  Tga-TgB ҮЭ 
ыз 1-Тва.Тєр 2) шог 
_ ОВ o 10 OA 5 | 
Pero, Tga = ==“ —- y ТВ = = = = 
аз КЕ 5х 2 5x 

Luego, en (2) se obtiene: Тре = ЕСИН РТС E? Ө = агс Te 1250 

Enel AAOP , por el teorema de Pitágoras : r? = x? + 5° 
2. Sustituyendo en (1) estos dos valores se tiene : 

Шы, 5х 
SQ) = = arc Tg( e$t | . (02 +25) 
3. Derivamos esta función con respecto al tiempo y sustituyendo a = 2 obtenemos : 
ds _ 50° + 50)(50 - x?) 5x 
dt = 29507 +72552 AM ез ар 

4. Рага дие E sea siempre positivo bastará que 50 - x? sea positivo , pues las otras expre- 

siones son positivas Vx» 0. 

Luego,si 50- x! 20 e» x € 50 = 7.07 „es decir, sixe [0,7] сэ go >0 

En un movimiento rectilíneo uniforme, e = vt => t = efv 

Como e = xe [0,7] y v = 52 =2 m/seg => te [0,3.5] ш 


EJERCICIOS . Grupo 38 


1. La arena que empieza a vaciarse en una tolva a razón de 10 pies/seg , forma una pila cónica 


cuya altura es el doble de su radio. A qué razón aumenta el radio de la pila cuando su altura 
es de 3 pies? 


2. Una mancha de petróleo de grosor uniforme ha sido causada por el derrame de 1 m? de 


petróleo. El grosor de la mancha está disminuyendo a razón de | cm/h . A qué razón aumen- 
ta el radio de la mancha cuando mide 8 m? 
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3, 


10. 


11. 


12 


13. 


Un cometa se desplaza en el aire en dirección horizontal a una altura de 400 pies y a razón 
de 10 pies/seg , alejándose de la persona que sostiene la cuerda de la cometa , al nivel del 
piso. A qué razón se está soltando la cuerda cuando ya se soltaron 500 pies de ella? 


Un aeroplano vuela en dirección horizontal a una altura de 3 millas , con una velocidad de 
480 millas/h y pasa directamente arriba de un observador en el suelo . Con qué rapidez 
aumenta la distancia del observador al aeroplano 30 seg. más tarde . 


Una escalera de 41 pies de longitud ha sido apoyada contra un muro vertical. Ha comenza- 
do a resbar de modo que su tope se desliza hacia abajo del muro mientras que su base se 
mueve sobre el suelo ; la base va a una velocidad constante de 10 pies/seg. Con que rapidez 
se mueve el tope de la escalera cuando está a 9 pies sobre el suelo ? 


La altura de un cono disminuye 4 cm/seg ,mientras que su radio aumenta a 2 cm/seg. 
Cuando el radio mide 4 ст. y la altura бст , está creciendo o decreciendo el volumen del 
cono ? Cuál es la razón de cambio del volumen ? 


Un cohete es lanzado en dirección vertical y rastreado por una estación de radar situada en 
el suelo , a 4 millas de la rampa de lanzamiento. Cuál es la velocidad vertical del cohete 
cuando está a 5 millas de la estación de radar si su distancia aumenta a razón de 3,600 
millas/h. 


En el tiempo t = O , un jet militar monomotor vuela rumbo al Este a 12 millas/min. A la 
misma altura y 208 millas adelante de él , todavía en el tiempo t = O , un avión comercial 
vuela rumbo al Norte a 8 millas/min. Cuándo estarán los dos aeroplanos más cerca uno del 
otro? Cual es la distancia mínima entre ellos? 


Un tanque de agua tiene la forma de un cono, con eje vertical y vértice hacia abajo. El radio 
del tanque es de 3 pies y la altura de 8 pies . El tanque está lleno de agua al principio , pero 
en el tiempo t = 0 (seg.) se abre pequeño orificio en el vértice y el tanque comienza a 
desaguar . Cuando la altura del agua en el tanque ha bajado a 3 pies fluye hacia afuera a 
0.02 pies'/seg. А que razón está bajando el nivel del agua en ese momento ? 


Está escurriendo arena de un tanque a razón de 120rrpies/seg. La arena que cae forma una 
pila cónica sobre el suelo , la altura del cono es siempre 1/3 del radio de su base . Con qué 
rapidez aumenta la altura cuando la pila mide 20 pies de altura ?. 


Un punto se mueve sobre la curva x? + y - 4х= 0, y >0, cuando la abscisa del punto es З 
unidades su velocidad (de la abscisa) es de 5 unidades/seg. Hallar la velocidad de su orde- 
nada y la rapidez con que la distancia del origen cambia en ese mismo instante. 


Sean B y С dos puntos de la parábola y = x? tal que BC es perpendicular a su eje . Las 
tangentes a la parábola en los puntos B y C se cortan en A de manera que forman el AABC. 
Si BC se mantiene perpendicular al eje de la parábola y se acerca su vértice con uria veloci- 
dad de 2 unid/seg , hallar la velocidad con que se desplaza el vértice A y la velocidad con 
que varía el área del AA BC cuando BC dista 4 unidades del vértice de la parábola. 


Una lámpara está colgada a 3.50 m sobre una recta horizontal. Un hombre de 1.50 m de 
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estatura camina alejándose de la luz a razón de 24 m/min. a) Con que rapidez se alarga la 
sombra? b) Con qué rapidez se mueve la punta de la sombra del hombre? с) Si el hombre 


“hace ronda siguiendo la trayectoria x? + у? = 12 y el foco está en un poste de 6 m de altura, 


ubicado en el punto (-9 , 0), cuál es la trayectoria de la punta de la sombra del hombre ? 


Un abrevadero horizontal tiene 16 pies de largo y sus extremos son trapezoides con una 
altura de 4 pies , base menor de 4 pies y base mayor de 6 pies . Se vierte agua en el abreva- 
dero a razón de 10 pies'/min. Con qué rapidez crece el nivel del agua cuando ésta tiene 2 
pies de profundidad? 

Una piscina rectangular de 25 pies de ancho y 40 pies de largo tiene 3 pies de profundidad 
en un extremo y 9 pies en el otro extremo, siendo el fondo un plano inclinado de 25 pies de 
ancho. Si se bombea agua al interior de la piscina a razón de 10 pies?/min ; a qué velocidad 
se está elevando el nivel del agua cuando tal nivel está a 4 pies de la parte más profunda ? 


Una pieza tiene la forma de un tronco de cono circular recto (Figura 4.40) . Se sabe que el 
radio de la base menor es de 5 cm. y forma con la generatriz un ángulo de 120° . Si dicha 
pieza se sumerge en un estanque de agua con una rapidez de 2 cm/seg , manteniéndose su 
eje perpendicular a la superficie del agua que es un plano ; con qué rapidez va desaparecien- 
do la superficie lateral del tronco de cono cuando su base menor está a una profundidad de 
10 ст.? 

(Area lateral del tronco de cono = zx g(R + г) ) 


En la Figura 4.41 , las rectas Z, y 7, son tales que 7, f) Z, = ((3,4)) . Estas rectas 
empiezan a girar alrededor del punto de intersección , de manera que sus intersecciones A y 
B con el eje X se desplazan con velocidades: V, = 4 u/seg y V, = 10 u/seg , respectiva- 
mente . Encontrar la razón de variación instantánea del área del cuadrilátero OAPQ cuando 
OA y OB miden ambas 6 u. 





FIGURA 4.40 


Un buque navega hacia el Sur a una velocidad de 6 millas/h ; otro navega hacia el Este a una 
velocidad de 8 millas/h . A las 4 de la tarde el segundo cruzó la ruta del primero en el punto 
por el que éste había pasado dos horas antes . a) Cómo variaba la distancia entre los buques 
ala 3 PM. b} Cómo a las 5 РМ ? с) Cuando no variaba la distancia entre ellos ? 
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Un depósito de agua tiene la forma de un cono circular recto con un vértice hacia abajo . Su 
altura es de 10 m y el radio de la base de 5 m . El agua sale por el fondo de modo constante 
a razón de 1 m'/seg. Se vierte el agua en el depósito a razón de c m?/seg . Calcular c de modo 
que el nivel del agua asciende a razón de 4 m/seg en el instante en que el agua alcance la 
altura de 8 m. | 


Si A es la intersección de dos vías perpendiculares , un móvil М, pasa рог A alas 9 am en 
dirección Norte a razón de 60 km/h . Un móvil M, , pasa por A en dirección Este a la 10 am. 
en el mismo día a 90 km/h . Hallar la razón de la distancia entre los dos móviles a las 11 am. 
del mismo día. 


Un observador contempla un avión que se aproxima a una velocidad de 500 millas/h y a una 
altura de 3 millas . A qué ritmo está cambiando con respecto al tiempo el ángulo de eleva- 
ción de la línea de visión del observador cuando la distancia horizontal entre el avión y el 
observador es de 4 millas ? 


Una persona de 6 pies de altura está contemplando una farola de 18 pies de altura mientras 
camina hacia ella a una velocidad de 5 pies/seg. А qué ritmo está cambiando el ángulo de 
elevación de la línea de visión de la persona con respecto al tiempo cuando está a 9 pies de 
la base de la farola ?. 


Un ayudante está de pie al fin de un embarcadero a 12 pies por encima del agua y está 
estirando de una cuerda atada a un bote de remos a un ritmo de 4 pies de cuerda por minuto. 
A qué ritmo esta cambiando el ángulo que la cuerda forma con la superficie del agua con 
respecto al tiempo cuando el bote está a 16 pies del embarcadero ? . 


Las longitudes de los lados de un triángulo son 15 cm. y 20 cm. Si el ángulo formado por 
dichos lados aumenta a razón de 2” por segundo , hallar : a) La rapidez de variación del 
tercer lado cuando el ángulo entre estas dos es de 60° . b) La rapidez de variación del área 
del triángulo. 


Una barrera , en un paso a nivel , tiene dos brazos que giran alrededor del mismo eje OY 
(Figura 4.42) . El brazo OA mide 6m , el brazo OB mide 8m y ambos giran a razón de 25 
rad/min. Con qué velocidad (en m/seg) se acercan los extremos A y B en el instante en que 
Ө = 45° ? 


El ЛАВР de la Figura 4.43 , los vértices A(a , 0) y B(b , 0) son puntos fijos y el tercer vértice 
P se desplaza siguiendo la dirección positiva del eje Y , con una velocidad de v — Yab [15 
m/seg, habiendo partido del origen de coordenadas . A partir de que instante la rapidez con 
que varía q empieza a se negativa ? 


Un cuadro de 4 pies de altura se coloca sobre una pared con su base 3 pies arriba del ojo de 
un observador . Si el observador se acerca a la pared a razón de 4 pies/seg. con qué rapidez 
está cambiando la medida del ángulo subtendido en su ojo por el cuadro cuando el observa- 
dor está a 10 pies de la pared. 
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FIGURA 4.43. 


28. Un faro está a 1/2 milla de un camino recto y mantiene su luz fija en un automóvil que está 
viajando a la rapidez constante de 60 millas/h . Hallar la rapidez a la cual el rayo de luz está 
cambiando de dirección. a) cuando el automóvil está en el punto del camino más cercano al 
faro y, b) cuando el automóvil está a 1/2 milla camino abajo de este punto. 


29. Un cuerpo M se mueve a razón de 5 m/seg. a lo largo del diámetro de un patio circular . Una 
luz ubicada en uno de los extremos de un diámetro perpendicular al anterior , proyecta la 
sombra de M sobre la pared circular . Con qué rapidez se mueve la sombra a lo largo de la 
pared cuando M se encuentra a r/2 metros sobre el centro del patio ? (r es el radio del patio) 


30. Un embudo de forma cónica tiene un diámetro de 10 pulg. en su parte superior y 8 pulg. de 
profundidad . El agua entra al embudo a una razón de 12 pule*/seg. y sale de él a una razón 
de 4 pulg"/seg. Qué tan rápido se eleva la superficie del agua cuando ésta tiene una profun- 
didad de 5 pulg. ? 





DIFERENCIALES 





Sea y = f(x) una función derivable en su dominio , entonces 


а) Ladiferencial de x , es cualquier número real no nulo, que se define por la relación: 
ах = Ах i 
b) Ladiferencial de y , denotada por dy odf , se define por la relación 


E. 
, 
Ча M NO 


(44) 





es decir, la diferencial de una función es igual al produc- 
to de su derivada por la diferencial de la variable indepen- 
diente. 

La Figura 4.44 muestra la interpretación geométrica de 
estas dos definiciones : 


AB = PR 5. Ax = dk 


Мем. _ ВТ 
Enel APRT : Тро = PR ^U FO) = PR 
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dedonde: RT = f'GQ. PR > dy = f'(x)-dx 
ТО = RQ- RT > £4x = Ay -dy 

=> Ay = 4учЕАх 

El ejemplo que sigue compara los valores de dy y Ay 





Sea la función y = x? +x- 1, hallar dy cuando x= 1 ydx=0.1. 
Comparar este valor con A y cuando x = | y Ax = 0.1 
Solución Si fix) = х +x-1 > Р(х) = 2х +1 

Por la ecuación (44): dy = f'(x) - dx e» dy = [2(1)+ 1]- (0.1) = 0.30 
El verdadero cambio en f es: Ay = f(x * Ax)- f(x) = (x - Ах) +(x -Ax)- 1 

=> Ay = Ax (2x + 1+ Ax) 

Рага Ax = 0.1 y x= | ‚se tiene: Ay = 0.1 (2+ 1 60.1) = 0.31 
En consecuencia : Ay -dy = 0.31 -0.30 = 0.01 щ 
Рага la función de este ejemplo confeccionamos la siguiente tabla para valores de Ах =0.1, 
0.01 y 0.001 , y vemos que dy se aproxima a A y cada vez más exactamente cuando Ax tiende 


hacia cero. 
dx = Ax| dy | Ay | Ay-dy- 





0.100 0.300 | 0.310000 
0.010 0.030 0.031000 
0.003100 


Nótese en la tabla que cuando Ax decrece en décimas , Ay - dy decrece en centésimas. 


5ЕКУАСТОМ4:6 La validez de la recta como aproximante a una curva proviene de su 
definición como límite . Es decir , la existencia del límite. 


a ОГ Ауу. AFA ' 
Го) = lim (4x) = lm AAA 





(1) 


Ax >0 Ах 


implica que cuando Ax está próximo а сего ( en menos de ё unidades ) entonces f'(x) está 
próximo al cociente incremental de £ unidades , luego , si designamos por £ la diferencia entre 


Ay y f'(x), tenemos que 


Ay 


"A = F()+€, Ax +0 (2) 
y si multiplicamos ambos extremos de la ecuación (2) por Ax obtenemos 
Ay = Р(х) - Ax + £EAx (3) 


En consecuencia, si Ax se aproxima a cero, € tiende a cero y £Ax también se aproxima а cero. 
Es decir 
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Ay 2 f(x) * Ax , Ахэ 0 (4) 
o bien : Ay = dy , dx £0 
En qué sentido la diferencial dy es una buena estimación para el incremento A y ? Formalicemos 
este resultado en el siguiente teorema. 





TEOREMA 4.21 : El tamaño relativo de dy y Ay 
Sea f una función derivable en un número x y supongamos que f'(x) #0 . Si dx = Ах. 
entonces ; 


Ay 
im dy | яа 
Demostración Consideremos el cociente 
LO m M T 
dy FO) -dx Ax ХА Р(х) 





Puesto que f" (x) #0 , la división está permitida . Luego 


Jim (55) tim Uer) Cops) 1 (75) 








й Jim (Z) = 1 


4.17.4) PROPAGACIÓN DE ERRORES 





Muchos profesionales tienden a usar con amplia libertad la aproximación de A y 
por dy . Tal ocurre por ejemplo en la estimación de errores propagados por los sistemas de 
medición físicos . Así, supongamos que f es una función de una variable х , la cual es objeto de 
medición y hay un error Ax en la medida del valor de x , es decir, la función puede tener el valor 
exacto f(x + Ax) en lugar del valor medido f(x) . El error de la función Af = f(x+Ax)- f(x) se 
llama error propagado. 


| ТРУ medida Fi 
"Ck d AC аг ES 


Af (45) 
Walorexátto Valormedido Епог 
propagado 





A x+Ax)- 
El error relativo es simplemente : e, = Af _ f(x Ax)- fo) 


f f 
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Sin embargo , en cálculos de estimaciones es conveniente utilizar la aproximación para el error 
relativo. 


(46) 





y el error porcentuales: е = e, x 100 


La medida del radio de una esfera es de 6 cm. , con un margen de error de 
0.02 cm. Estimar el error propagado al calcular a) su volumen y Б) su 
área.c) Hallar los errores porcentuales en a) y b). 





Solución а) El volumen de laesferaes: V = 4 лг) , donde r= 6m y 
3 


- 0.002 < Ar < 0.02, es el margen del error posible. 
AV => dV -4nr'dr 
=> dV 4п(6) (+ 0.02) = €2.88cm? 
b) Area de la esfera: А = 4лг? > dA = 8mr -dr 
> dA = 8n(6) (+ 0.02) = +0.96л cm? 
с) Que tan grande o pequeño es la estimación del error propagado lo determinamos , en ambos 
casos, por el error relativo . 


Estimación del error propagado : «У 


¡ON _ айтти | Qf dti _ + 0.02) _ 
Епа) : е = ^y = dnas = 3( 4) = з( 6 ) = = 001 
ер = 100ег > e, = 1% 
_ аА _ 8nredr _ GEN _ * OZ — 002 
ЕГЕС -2[) 2 (ED) a 4 ою 
ер = 100e, > e, = 13% . E 


| MPLO 3 | El período de un péndulo viene dado por T = 21 VL/g , donde L es la 
longitud del péndulo en pies, g la aceleración de la gravedad y T el tiempo 
en segundos . Si el péndulo se somete a calentamiento de modo tal que su longitud aumenta en 
1/2 por 100 . 
a) Hallar el cambio porcentual aproximado del período. 
b) Usando la parte (a) hallar el error aproximado del reloj de péndulo en un día . 








Solución Error porcentual en la longitud del péndulo: e, — 100 (=) = % 


de donde se tiene : E 2225 


200 


1 
2 
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SiT = 25 | ЧГ. => dT = (= MZ: zl. es la estimación en e] cambio del pe- 
Ng 


E л аі. = рери 
гіоао. es dI л 201758 5 


a) Cambio porcentual aproximado del período : e, = (E) x 100 
de donde obtenemos : e, = 1/4 % 


. s HE l A iy 
b) El error relativo en (a) es : T ^ 400 e dI - ET, 
Entonces para T = 24 horas = 24 x 3600 seg. se tiene : 
_ 04) (3,600) _ 
dT z 400 = 216 seg. а 


La altura de un cono circular es el doble del radio de la base . Al medir se 
encontró que la altura es de 12 pulg. , con un posible error de 0.005 pulg. 
Hallar el error aproximado en el volumen calculado del cono . Cuál es el error porcentual en el 
volumen ? 





Solución El volumen del cono es: V = 25 r?h 


Comor = 1 = V(b) = (451 „luego: У) = (E) h? 


El error aproximado es: dV = V'*(h)-dh = (2) h?» dh 
Parah =12 y dh = 0.005 ,se tiene: d V = (%) (12) (0.005) = 0.187 pulg 


= dV _ (1/4) №аһ ha (25) 


El error relativo es : V “MIDA 


Obsérvese que el error relativo en el volumen es tres veces el error relativo en la medida de la 
altura . Por lo que : 


= 3 (0005) = 0.00125 = e, = 012599 к 


a) Demostrar la fórmula de заран 


Үх+Ах = Vx + —2®5— ne Z* 
e 





para valores| Ax | pequeños en comparación con x 
b) Aplicando la fórmula de (a) aproximar el valor de 70 


| 
ги ed 








ción, a) Sealafunción: y = f() = Vx e» f'Q) = 
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Como f(x+Ax)-f() = Ay > }(х+Ах) = у+Лу (2) 
Además , según la ecuación (4): Лу = dy © Лу = Р(х) ах 
Ahora sumando y a cada miembro de esta ecuación se tiene 

y+Ay = y+ (х) ах 








: E | 
Según las ecuaciones (1) y (2: }(х+Ах) = y+ Vd ) Ax 
5 Хх Ax = Nx + EX 
п үх"! 
5) Рага n=3: Үх + Ax = Ме ж E 
3Nx? 
Luego: 170 = У64+6 = ба += = 4+ Lo = 4.125 w 
з (64) 16 


5 E 3 
Con una calculadora vemos que con tres cifras decimales V70 = 4.121 , de modo que la 
estimación obtenida mediante la fórmula de aproximación no está lejos. 





Una caja de metal en la forma de un cubo va a tener un volumen interior de 
64 pulg? . Los 6 lados se van a hacer de metal de 1/4 pulg. de espesor . Si 
el costo del metal que se va a usar es de 8 soles/pulg*, usar diferenciales para encontrar el costo 
aproximado del metal que se va a usar en la manufactura de la caja. 


volumen interior = x? 


volumen exterior = (х+ dx) 





Volumen total de material empleado: dV = V,- У, 
> dV = (х+ах)- х = 3x! dx + 3x(dxy + (dx) 
Como У, = 64 >x=64 um х = 4 y 
dx = 2e => dx = IR 
Luego, dV = 3(4)*(I/2) + 3(4)( 1/2) + (1/2) 





= 24+3+18 = 217 


3 "E" | yo va P 
8 pulg FIGURA 4.45 


Por tanto , el costo aproximado es C = L- ) x8 — 217 soles. w 





APROXIMACIÓN LINEAL 





En la Sección 4.17 , al hablar de diferenciales para una función y= f(x) , deriva- 
bleen un punto x, e Dom(f) , usamos la recta tangente en el punto х, para aproximar la gráfica 
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de f cerca del punto (x, , $(x,)) y logramos determinar que d y es una buena estimación para A y, 
es decir : Ay = Р(х) * Ax (4) 
o bien Ay z dy 

Сото 56 muestra en la Figura 4.46 , d y es el cambio en 
la altura de un punto P que se mueve a lo largo de la 
tangente , en lugar de hacerlo a lo largo de la curva 
y = f(x) . Imaginemos que х, está fijo , entonces la ecua- 
ción (4) muestra que la diferencial d yes una función 
lineal del incremento Ax (dy = f(x  Ax)) . Por esta 
razón d y se llama aproximación lineal al verdadero in- 
cremento A y . Podemos aproximarnos a f(x, + Ax) es- 
cribiendo d y en lugar de ^y , esto es , si 

Ay = f(x + Ax) - f(x) => f(x, + Ax) = fit ^y 
f(x) + dy 


Puesto que y = f(x) y dy = f'(x,)- Ax , esto da la fórmula de aproximación lineal : 





FIGURA 446 


Ii 


(47) 





Solución El objetivo es estimar f(x) = УЗ cuando x= 37.5 . Aquí f (36) es conocido, lo mis- 


mo que f’(36) , esto es f(36) = 436 -6 y si f(x) = Vx © Р(х) = A j 
х 
; | | 
luego, 36) ж —= = — 
Joss 2436 12 
Dado que 37.5 = 36+ 1.5 , se sigue que, Ax = 1.5 
Por lo tanto , haciendo uso de la fórmula (47) tendremos : 
437.5 = f(36+ 1.5) = f(36) + f' (36) - (1.5) 
2 1 A 2 
-64(15)(5) = 6.125 ы 


Nota El método del Ejemplo 7 refleja el siguiente procedimiento general 


PARA ESTIMAR f(b) 





. 1. Hallar un númerox, cercano al valor deb ‚де modo tal que sea fácil calcular f(x) y PQ) 
`2. Hallar Ax = В-х, Вед | 22 (Ax puede ser positivo o negativo) 


43. Calcular f(x) f(x) - Ax sque es la estimación 10) 


а. 22 Еул 
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CL D 
- ЛР1Тї (3 я 


| ; | —— 
EJEMPLO 8 | Usando diferenciales estimar V0.00098 


де 


lución Y0.00008 = Y980x10* = 10° - 4980 (1) 
Ahora el objetivo es estimar f(x) = Yx enel dato х = 980 
1. Un número cercano a b = 980 es x, = 1000 
Luego, si f(x) = Vx, => f(1000) = 41000 = 10 


0 








: 1 ; 1 1 
: = ——— 1000) = === = — 
ysi f'(x) 4 {57 > ft ) 3 101000» 300 


2. Ax =b-x, = 980-1000 = - 20 


3. Porla fórmula de aproximación lineal: f(x, Ax) = f(x) + Р(х) Ах 


1980 = 41000-20 = f(1000)+ f'(1000) . (-20) = 10- 32 = 9.93 
Luego en (1) : Y0.00098 = 10?(9.93) = 0.0993 a 


Aproximar el valor de 3(8.001)* + (8.001) - нис... 








18.001 
Aquí se trata de estimar la función f(x) = Зх? +x - T parax = 8.001 
l. Un número cercano a b = 8.001 es x,= 8 
Entonces: f(x) = f(8) = 3(8)^ +(8) - * -3(16) + 512 -24 = 536 


y si f'(x) = 4x,P + 3x? - 16/x, => f'(8) = 4(2) + 3(8? - 16/2* = 199 
2. Ax = Ь-х„ = 8.001 -8 = 0.001 | 
3. Haciendo uso de la fórmula (47) , se tiene : | 
f(8.001) = f(8-- 0.001) = f(8) -Г(8):0(0.001) = 536 + 199 (0.001) 
.. f(8.001) = 536.199 ш 





Usando diferenciales aproximar el valor de Ч 2 


шинж (21306 _ [300 _ [17 “ Ап + -L 

Е 2.88 288 16 16 
17 l 
— = | + —— 
16 16 





Estimaremos la función f(x) = Vx para x = 


1. Un número сегсапоа b = 17/I6es х, = 1, luego, si 
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fœ) = x, >IÍ0=1,ysif'(,) = 


Xo 





1 | 

> f(l)2 — 

5 Vx. : ? 
2. Ах = В-х, = 17/16-1 = 1/16 


3. Por la fórmula de aproximación lineal (47) se tiene 
Ч ое) он (5) Gr) ene (EG) e Me ios а 


Usando diferenciales estimar Sen 60? 1” 





Solución — Elobjetivo es estimar la función f(x) = Sen x para 





== 01°: n IT^ E = 112 E i 
х = 60r = = + (2) (18) 3 * 10800 ханын 
: _ E n y 
1, Unnümerocercanoa b = i + 10800 es X, 1 


De modo que si f(x,) = Senx, => f(1/3) = Sen (1/3) = 43 /2 
f(x) = Cosx, => Г(1/3) = Cos (173) = 1/2 

сайн 203 
2 Ax=b-x, > Ax 10800 


3. Ahora, aplicando la fórmula de aproximación lineal se tiene : 





Sen 609 1” = 1» em] z (2) 4 f(&) ; (тою) 
= EE + (- )( Ted = 0.866025 + 0.000145 
` Sen 60° 1° = 0.866170 E 





^L 012 Usando diferenciales , hallar el valor aproximado de arc Cos(0.85) 


Solución El objetivo es estimar la función f(x) = arc Cos x parax = 0.85 

1. Un número cercano a b = 0.85 esx, = V3 /2 = 0.866 , de modo que si 
f(x) = arc Cos x, => ОВ! 2) = arc Cos (43 / 2) = т/6 
г Э РОЗ) = - nm --2 

2. Ax = b -Xy => Ax = 0.85 -0.866 = - 0.016 

3. Aplicamos la fórmula de aproximación lineal y obtenemos : 


f(0.85) = f(0.866 - 0.016) = 7/16 + (-2) (0.016) 
=> f(0.85) = arc Cos (0.85) = 0.5236 + 0.032 = 0.5556 = 
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4.17.3) PROPIEDADES DE LAS DIFERENCIALES 





Podemos usar la definición de diferenciales para reexpresar cada una de las reglas 
de derivación en forma diferencial . Por ejemplo , siu = f(x) y v = g(%), por la definición de 
diferencial, tenemos : du = wdx y dv = v'dx . Entonces podemos escribir la forma diferen- 


cial de la regla del producto como sigue: (иу) 


£L (uv)dx (Diferencial de uv) 


(uv'* vu')dx (Regla del producto) 
uv'dx4 vu'dx 
= ц. 44У + у. аи 


I 


De manera similar se obtienen las formas diferenciales de las reglas de derivación estudiadas has 
ahora. 


FORMULAS DIFERENCIALES GENERALES 


Para u y v , funciones derivables de x , se tienen : 
a) Diferenciales de funciones algebraicas . 


Regla de la constante : d(c) -0 
Regla del múltiplo constante: 4(си) = c- du 
Regla de la suma o diferencia: d(u + v) = du + dv 


Regla del producto : d(uv) = u: dv * v*du 
Regla del cociente : d (= E 23 шин -2 dy 
Regla de la potencia : Ох?) = пх? тн 

b) Diferenciales de funciones trigonométricas 
d(Senx) = Cosx- dx d(Cotg x) = - Cosec?x • dx 
d(Cosx) = -Senx-dx d(Secx) = Sec х Tex «dx Р 
d(Tgx) = Sec'x-dx d(Cosec x) = - Cosec x Cotg x - dx 


c) Diferenciales de funciones compuestas 
= f(u) y u = р(х) siendo g(x) derivable de x, y f derivable en u = g(x,) y si 
y = f o g, entonces 
dy = f [200] > g) dx 


US 
LO 1 13 m Hallar la diferencial para cada uno de las funciones dadas 


Шыгы * 





а) y =xva?-x b) + бху? + 2у? = 10 с) Sen(x- y) = Cos (x+ y) 
Solución a) y = xYa?-x! = Va? > dy — + Ya?x? - x* ) dx 


ЯВ РЬТР, $3 9 w 
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sieur vn (2a?x - Ax?) _ 2x(a^ -2x?) _ 8g?-2x? ах 
? 2Ya?x? - x^ 2х\а? -x° Ya? - х? 
b) d(x?) + 6d(xy?) +2d(y?) = d(10) => 3x^dx + 6(2xydy + y dx)+6y*dy = 0 
R Ы , A pd хх? + 2у° 
=> (Зх + бу )dx + (12ху + 6) )dy = 0 € d) = - ык) X 


c) d[Sen(x- y)] = d[Cos(x+y)] = Cos(x- y) - d(x- y) = - Ѕеп(х+у) - d(x+ y) 
c» Cos(x - y) • (dx - dy) = - Sen(x+ y) - (dx + dy) 
Cos(x - y) + Sen(x + y) 














e? 2 Cos(x - y) - Sen(x * y) " 
Si 4( 12 = f(x)dx , hallar f(-2) 
Solución Sea u = LI c» du = u'dx (Definición de diferencial) 
EI _ 0°-2)(2х)-(°+2)(2х) _ 8x 
Luego: КО = u^ > Их) = "a3 . а аут атс 
а БИ. 
гж 1(-2) =- (4-27 Iz ii 


Expresar la diferencial de la función compuestas = Cos'z,z = iC - 1), 
en términos de la variable independiente t y su diferencial . 





| бп сй . = ds dz 
Solución Según la regla де la cadena: 45 = ( 25 ) Te ) а! 
=> ds = (-2 Cos z Senz) (2) dt = -Sen2z (5) at 


= ds = -È Sen (2—1) = 


DIFERENCIALES DE ORDEN SUPERIOR 





Sea la función у = f(x) derivable sobre un intervalo 1. Sabemos que su diferencial 

dy = f(x) - dx (1) 

que se llama su primera diferencial , depende de dos variables , x y dx. Sea f'(x) a su vez 
derivable en cierto punto x, e 1. Entonces la diferencial en este punto de la función dy analiza- 
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da como una función sólo de x (es decir , para cierto dx constante dado) , tiene la forma 
d(dy) = dl Ро) -dx l|... (2) 
Ahora, si aplicamos la definición de diferencial en el segundo miembro de (2) obtenemos : 
Фу = [f'(0.dx] | хал, dx = [f(x dx ] dx 
л Фу = f“) (аху = f(x) dx? 





Definición 4.16 : SEGUNDA DIFERENCIAL 

El valor de la diferencial (дуу, es decir, la diterencial de la primera diferencial en cierto 

punto х. se llama segunda diferencial de la función f eneste punto y se. denota por d^ y s 
| estoes | | 





Фу = f°) de 

“ОҢ! т 1 
Observemos que en virtud de esta definición d?^x = 0 ya que en el cálculo de las diferenciales 
consideramos el incremento Ax = dx constante . De forma análoga , en el caso cuando Іа deriva- 
da de (n - 1) - ésimo orden у"? еѕ derivable en el punto x, , o lo que es equivalente , cuando 
para х = x, existe la derivada de n-ésimo orden y'" , se define la diferencial de n-ésimo orden 
d"y de la función у= f(x) єп el punto x, como la diferencial de la diferencial de (n - 1) - ésimo 
orden d"! , esto es 





(48) 


Mostraremos que es válida la fórmula 
dy = y "dx". ne 2 
Su demostración la realizamos por inducción . Para п = | y п = 2 está demostrada. Sea esta 
fórmula válida para las diferenciales de orden п - | 
d^! y = gc) 


Entonces , según (48) , para el cálculo de la diferencial d"y es necesario calcular inicialmente la 
diferencial 4" 'y : 


d(d*-!y) => di y" ах?! ] 
= [ухах (Def. de diferencial) 
/ = Куех jax (dx"-' ез constante) 


por consiguiente : dU = y™dx" 


LUE VIL Iw Ч 
: то 





De aquí se deduce que : 
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PROPIEDADES DE LAS DIFERENCIALES DE ORDEN SUPERIOR 


Ю.1: dZ ty) 2 ^y, d'y, 


D.2: d'(cy) = c*d"y ‚с es una constante 


n 
2. k) dy" «dy, 
k=0 


(dy, + dy;)'"? 


0.3 : dy, Ӯ) 


11 


donde la expresión (d y, + dy,)'" se escribe según la fórmula de Newton , es decir , es una su- 


n 
ma del tipo : y 9) d^-*y, c d*y, 
k-0 


Además , para cualquier función u se considera: d'u = u'"dx'9? = y 


Hallar d^y para la función y = 





| 
(2 - 3x)? 
"Solución  Hallemos las derivadas sucesivas de y = (2 - Зх)? 
y = -2(2-3x) (-3) = 2(2- 33) ?(3) 
y" = 2(-3)(2-3x) *(-3)(3) = 2.3(2- 3x) (ЗУ 
Уу" = 2.3.(-4) (2 - 3х) (3?(-3) = 2.3.4 (2- 33) *(3y 


Analizando cada una de las derivadas sucesivas , concluimos que 


(n4 1)! 3" 
(n) — ! Ё -(n +2) NS NE ehe элий 
у (n+ 1) ! (2 - 3x) (3) (2-3х)"*? 
: (n 4 1) 13" 
o п = (п) n n "ЭЭЖ жим = 2 A n 
Luego,sid"y = y'"dx^" => d"y (2-3xj^*? dx | ш 


Sea la función у = 3 Sen (2x + 3), hallar d" y 





Solución Las derivadas sucesivas de la función son : 
y = 3 CosQx- 3) (2) 3.2Sen[ Qx4 3) + 1/2]. 
y" -3.2 Sen (2x * 3) (2) 3.22 Sen [ 2x + 3) + 2(1/2) | 
y" = -3.2' Cos (2х+ 3) (2) = 3.2 Sen [ (2x +3) + 3(172) | 
y = 3.2? Sen (2x € 3) (2) = 3.2* Sen[ (2x + 3) + 4(7/2) | 
c» y” = 3. 2" Sen [ (2x - 3) + n(772) | 
Luego,si  d"y = y'"dx” => d"y = 3.2" Sen [ (2x 3) + п(л/2) | ах" w 


© N A w m 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 
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EJERCICIOS . Grupo 39 


En los ejercicios 1 al 10, hallar Ay z dy para los valores dados 
.  х)=х-2х=3 ‚хж==] Ах = -007 2. MA = Ye, 1=2 „Ах = 0.05 
. fü =+3-6x-3,x=2,Ax=001 4. 0) = Ух, х=1, Ax = -00l 


ТО) = ?-2°+3х+4 ‚х=1,‚ Ах = 002 6. Кх) = 2-5 ,x=2 , Ax = 0:01 
f(x) = 80x- l6x* ,x=4,Ax = -02 8. f(x) 2 x'-3x, xs-l , Ax = 002 


.jfüo-xcl,xzl.A4x--0-5 10. f(x) = 16,x =2., Ax 00] 


. Seencontrará con un posible error de 0.01 pulg. que la medida de la arista de un cubo es 15 


pulg. Usando diferenciales , encontrar el error aproximado al calcular con esta medida : а) 
el volumen, b) el área de una de las caras. 


Un tanque cilíndrico abierto tiene una capa exterior de 1/8 pulg. de espesor . Si el radio 
interior es de 6 pulg. y la altura de IO pulg. , hallar , usando diferenciales , la cantidad 
aproximada de pintura que se necesita. 


Un contratista está de acuerdo en pintar ambos lados de 1000 rótulos circulares cada uno de 
radio 3 pies . Al recibir los rótulos , se descubre que el radio es 1/2 pulg. más grande . Usar 
diferenciales para encontrar el aumento , en porcentaje , aproximado de pintura que se 
necesita. 


Cuánto varía el área S de un sector circular de radio r = 100 cm. y ángulo central Ө = 60? 
cuando:a) resincrementada en 1 ст, b) Ө decrece 0.59. Dar una solución exacta y una 
solución aproximada basada en diferenciales. 


Demostrar que si se comete un error al medir el diámetro de una esfera el error relativo del 
volumen de la esfera es tres veces el error relativo del radio. 


Là medida del radio de un cono recto circular es 4/3 de la medida de la altura . Qué tan 
exacta se debe medir la altura para que el error en el volumen calculado no exceda el 3% ? 


Demostrar por medio de diferenciales que , aproximadamente 
1 ЗЭР ах 


-— 72-09 7053 


хаах A X 
(Sugerencia: Sea f(x) = 1/x y seguir el procedimiento del Ejemplo 5) 








Sea f(x) = х" ,m ne Z* . Mediante diferenciales se sabe que el error porcentual en el 
cálculo de f(x) es aproximadamente igual a 0.6% cuando el error porcentual de x es 1%. 
Calcular m y n sabiendo que suman 8 . 


Se requiere hacer un recipiente en forma de cubo con un volumen de 1000 cm? usando 6 
cuadrados iguales de un material que cuesta 2 soles/cm* . Con qué exactitud se debe hacer 
el lado de cada cuadrado para el costo total del material sea correcto con una tolerancia de 
50 soles ? 
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20. El tiempo de una oscilación de un péndulo cualquiera está dado por la fórmula gt? = 7^L, 
en donde t está medido en segundos , g = 9.81 m/seg? , y L , longitud del péndulo , está 
medida en metros . Hallar, а) la longitud de un péndulo que oscila una vez por segundo , 
b) el cambio de t si el péndulo anterior es alargado 0.01 m,c) cuánto se adelantará o se 
atrasará en un día un reloj que tenga un error semejante ? 


21 


El valor de g se puede encontrar midiendo el tiempo de oscilación de un péndulo . Hállese 
el error relativo en g debido a un error relativo de 1% en el tiempo de oscilación del 
péndulo . (gt? = r?L) 


22. El valor de g se calcula midiendo las oscilaciones de un péndulo cuya longitud fue medida 
como 2.237 m con un error de 0.0015 m . El tiempo de cada oscilación , que se supuso 
exacto , fue de 1.5 seg. Hallar el valor de g , el mayor error posible en este valor , y el mayor 
porcentaje de error posible (Véase el problema 21) 


23. El punto de ebullición del agua a una altura H metros sobre el nivel del mar se obtiene 
mediante la fórmula Н = 283.6 (100° - T) - (100? - ТУ en donde T es la temperatura de 
ebullición en grados centígrados . Hállese el error en el valor calculado de H , si el error en 
el valor medido de T es 0.5 cuando T vale 94? 


24. Se mide el diámetro de una esfera y con el resultado se calcula el valor de su volumen . Si 
el máximo error posible al medir el diámetro es 0.02 ст. y el error máximo aceptable al 
calcular el volumen es de cm? , cuál es el diámetro aproximado de la esfera más grande a la 
que se puede aplicar estas condiciones. 


25. Laaltura de un cilindro circular recto es 10 cm ; si el radio de la base cambia de 2 a 2.06 cm, 
calcular el cambio aproximado correspondiente en el volumen del cilindro . Cuál es el 
porcentaje de cambio en el volumen ? 


26. El período de oscilación del péndulo (n seg. ) se determina por la fórmula gt" = 41^L , 
donde Les la longitud del péndulo en cm y g = 9.81 cm/seg” es la aceleración de la fuerza 
de gravedad . Cuanto se debe alargar la longitud de un péndulo de L= 20 ст , para que el 
período T aumente 0.05 seg. 


27. En un rector circular, R = 100 cm. y el ángulo central о = 60°. Cuánto variará el área de 
este rector, si: a) seaumenta 1 cm. suradioR, b) se disminuye 30* el ángulo о. 


28. Para medir la aceleración de la fuerza de gravedad mediante las oscilaciones de un péndulo 
se utiliza la fórmula gt? =41?*L , donde Les la longitud del péndulo y T es el período total 
de las oscilaciones del mismo . Como influirá en el valor de р el error relativo e, al medir : 
a) lalongitud L, b) el período T. s 


29. Si T segundos es el tiempo para una oscilación del péndulo de longitud pies , entonces 
41^L = gt? donde g = 322 . Un reloj que tiene un péndulo de longitud L = 1 pie se 
adelanta 5 minutos cada día . Cuanto debe alargarse el péndulo para corregir el error ? 


30. Estimar usando diferenciales ; para que valores de x 
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a) Xx41 - Ух < 0.01 b) Ух+1- Vx « 0.02 
(Sugerencia: a) Sea f(x) = Ух > Af < 0.01 y como Af = f'(x) dx , entonces de aquí 
1/2 < Vx < 0.01) 

31. Demostrar la fórmula de aproximación: Va? +x =a  x/2a ,а»04оп4е|Х| < a. 


Aplicando esta fórmula , calcular aproximadamente a) 45 , b) 434 , с) 4120. 
Compararlos con los datos de una tabla. 





: 5 - n 
32. Demostrar la fórmula de aproximación: Va"+x = a+ —X— ,a»0,dondelx] < a. 
na 


ЖЕ) И, 


Aplicando esta fórmula ‚ calcular aproximadamente 
a) Y9 b) V80 c) V100 d) N1000 


** En los ejercicios 33 al 38 , usando diferenciales , calcular el valor aproximado de f(x) en el 
punto x, indicado. 


33. fœ) = x'- 35 42x-5 , x, = 2.005 34. f(x) = 213 - 2х , x, = -2.998 


У2х +3 З3ГТ- 
35. fo) = FL , хо = 2988 36. f(x) = хүртээ IG 
37. (0) = AA x -2964 38. Јо) = iA ,x,= 197 


* En los ejercicios 39 al 54 , usando diferenciales , hallar el valor aproximado de cada una de 





las cantidades dadas 
39. N250 40. 0.0024 41. 4282 42. 9/11 
43. 131 44. Ya 45. \28 + Ү255 46. V0.042 
3[ 4.02 | 5 (2.04) - 3 
‚ 41/202 49. 11 ез 
#1. Nos {8 fis Б. 50. сугас 
51. 3(0.997)* + 5(0.997)* + 7(0.997) - 9 52. (8.023 + $ (8.02) - 24(8.02)'^ 


i | 3(1.92y - (1.92) + 5 7+(3.03) 1% 
53. NV- 4. | =— 
(1.92)? - 1.08 3 | 7 - (3.03) ) 
% Dados Sen 60° = 0.86603 , Cos 60° = 0.5, Tg 45° = 1 y 1° = 0.01745 radianes, calcular , 
usando diferenciales , el valor de cada una de las siguientes funciones 


55. Sen 62° 56. Cos 61° 57. Sen 59° 
58. Cos 58? 59. Sen 29? 60. Cos 59° 
61. Tg 44? 62. То 45? 3' 20” 63. Sen 60? 18" 


64. Cos 151° 65. Tg 44° 30' 66. Sen 6073” 
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% En los ejercicios 67 al 70 , usar diferenciales para estimar el valor de las funciones dadas. 
67. arc Sen(0.54) 68. arc Tg(1.02) 
69. arc Tg(0.97) 70. arc Sen(0.4983) 





71. Si Го) = e уз Ц) , hallar dy 


ж - 1 


72. 51 Ки) = u2+5u+S у р(х) = юм | 


73. Sid(YIx-4l - х) = р(х). ах , hallar g(3) 





hallar d(f ор) 


1-Со82х 


74. 51 4 [Coro 


) = h(x).dx , hallar el valor de h(1/4) 


Ф En los ejercicios 75 al 83 , calcular la diferencial que se indica 
» 














2l 2 3 x 235 fu b Л. 3o 
15; у= my EN 76. у= x',d*y "Us Ye E 

= 104, c x LM CI Хх TR 
78. уз xCos2x , dy 79. y т ; d 80. y TR EAS 

22 ax+b n x um “Эвий Mas t — і nas 
SL y- “2272 , d'y 82. у aa e чы у= кес ы) 





APLICACIONES 
DE LA DERIVADA 





(5-1) INTRODUCCION 





En el Capítulo 4 aprendimos a derivar una gran variedad de funciones algebraicas y 
trascendentes , y vimos tambien que dichas derivadas tienen diversas aplicaciones tales como 
razones , velocidad , aceleración , razones o tasas relacionadas y diferenciales. 

En el presente capitulo se aplica la derivada a la determinación del comportamiento 
de una función en un intervalo , al cálculo de los valores del máximo y del minimo y al problema 
del trazado de su gráfica ; son los problemas fundamentales que aquí consideramos . Empece- 
mos con los máximos y minimos de una función en una vecindad o intervalo. 





(5.2) MAXIMOS Y MINIMOS 


Definición 5.1 : NOCION DE EXTREMOS 


a 


Sea f una función , definida en un intervalo I que contiene al punto c 
i) f(c) es el mínimo absoluto de f en lsi f(c) € f(x). Mel 
ii) f(c)esel máximo absoluto de f en Lsi f(c) 2 f(x). We l 
El mínimo y el máximo absolutos de una función en un intervalo se llama valores extremos 
o extremos de la función en ese intervalo. 
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OBSERVACION 5.1 En ocasiones puede suceder que una función pueda no tener mínimo ni 

.máximo absolutos en un intervalo . o también carecer de ambos . La 
Figura 5.1 muestra algunas posibilidades . Comparando las gráficas de (a) y (b) vemos que se 
pierde un máximo absoluto al cambiar el intervalo cerrado [-1 , 4] porel abierto (1,4) уеп (с) 
vemos que una discontinuidad en x = 1 afecta laexistencia de extremos ел el intervalo abierto 
(-1,4) . Esto sugiere el siguiente teorema que identifica condiciones que garantizan la existen- 
cia de extremos pero no dice como calcularlos. 


TEOREMA 5.1 : El teorema del valor extremo 


Si f es una función continua en un intervalo cerrado entonces f tiene máximos y mínimos en 
dicho intervalo. 





Máximo T3 zp Мо Máximo 


f(x) zx^-2x 28 | : | E— f (x) =x"-2x 


Mínimo No Minimo 
(a) f es continua en [-1, 4] (b) f es continua en «-1, 4» (c) g es continua en «-1, 4» 


FIGURA 5.1 





En la Figura 5.1(a) se observa que los extremos puede ocurrir en los puntos interiores 
(mínimo) o terminales de un intervalo (máximo) . Estos últimos se llaman extremos terminales y 
los primeros , extremos relativos . 


Definición 5.2 : EXTREMOS RELATIVOS O LOCALES 


1) Siexiste un intervalo abierto Геп el que 10) нелеп máximo, entonces Цаа llama un 
o má imo relativo o. local de f . i-o ur 
й). ¡existe un intervalo abierto Ten el Mg fei tiene un mínimo 222222 ип 







Una propiedad de los extremos relativos 





Hallar el valor de la derivada en los extremos indicados en la Figura 5.2 


para las funciones : 
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a) у ш 2 b) f(x) = Ix-21 


SEED 


my 
(3 


PON A 
PS 

4 У / 

Dy к 


Ат 


с> 





FIGURA 5.2 





a) Р(х) = 3x + 6x = 3x(x +2) 
Para el punto A(-2,2) : f'C2) = 3(-2) (-2 +2) = 
y para el punto В(0,-2): f(0) = 3(0) (0 + 2) = 
b) Enx=2, la derivada de f(x) = | x -2| no existe pues los límites laterales 


То)- ЈО) (x-2)-0 fe) - fQ2) -(x- 2)-0 


Түр A угт |] lim —————— = ———— = -| 
x2* x-2 x-2 y x2" x-2 x-2 
son distintos . 


Nótese que , en este ejemplo los extremos relativos ocurren cuando la derivada es ceero o no 
esta definida . A estos valores de х se les llama números críticos. 


a) +" (C) no está definida b} р‘ (C)=0 





FIGURA 5.3 
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El siguiente teorema nos garantiza que los extremos relativos solo ocurren en los números 


críticos. 





TEOREMA 5.2 : Teorema del extremo interior (Fermat) 
_ Sea la función f definida en un cierto intervalo abierto (a, b) . Si f toma un valor 
` extremo relativo Cr о mínimo) en un punto ce (а, b) y'si f es derivable enc, 
entonces f(c) = 


Demostración | Probaremosen el caso de un máximo relativo (el otro cao es similar.) 
l. Seax e (a,b)| х, > c > x,-c»0 

2. Hagamos x, -с =h => x,-c«*h 

3. Consideremos el cociente usado para definir 


f(c +h) - f(c) 


f'(c),estoes: h 


4. Como f(c) es el valor máximo V xe [c , b) 
= f(c-h)Sfí(c) €» f(c- h) - Яс) <0 





l-h-t- h! 


5. Si dividimos entre h > 0 obtendremos DIS зи 
f(c + h) - f(c) 20 
h 
б. Luego , cuando h — Орог valores positivos , esto es, si 
lim LEEW- со о е 0 
h=>0* h 
7. Ahora,seax, € (4,b)| x, «€ c > x,-c<0 
8. Haciendo х, -6 = h s h<0 
9. Dado que también f(c) es el valor máximo V x є (a ,c] , entonces 
f(c*h) € ус) > f(c*h)-f(c) 50 
+ h)- 
IO. Dividiendo entre h « 0 obtenemos ; хэн 20 
11. Luego, cuando h > 0 por valores negativos , el cociente tiende a un número positivo , esto 
es, si 
lim Fc +h) - f(c) >0 = f(c) > 
h= 0 h 


12. Porlo tanto , de los pasos 6 y 11 se sigue que : 
f4'()€0 ^ f.'(c) 2 0 © f'() = 0 ы 
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OBSERVACION 5.2 Larecíproca del Teorema 5.2 no se cumple , esto es , f'(c) = Uno es 

hor ciente para implicar que f(c) sea un extremo relativo . Por ejem- 

plo , para la función f(x) = х, su drivada f'(x) = Зх se anula para x = 0 . pero su gráfica 

(Figura 5.3с) muestra que p = Ü no es un extremo relativo de f(x) . pues para un intervalo 

pequeño que contiene a х = 0 no se produce una especie de colina ( — ) o una especie de valle 

local (~). Por tanto , la ecuación f'(c) = Оеѕ una condición necesaria pero no suficente рага 
que f(c) sea un extremo relativo o local . 


OBSERVACION 5.3  [aexistencia de la derivada en un extremo local c , implica la existen- 
cia de una tangente horizontal en dicho punto , pues , como tal , ocurre 
que f'(c) = O. (Figura 5.3b) 


Nota Con lo que ya sabemos sobre extremos relativos podemos confeccionar la siguiente regla para 
hallar los máximo y mínimos absolutos en un intervalo cerrado. 


- GUIA PARA HALLAR EXTREMOS EN UN INTERVALO CERRADO 
Los extremos (máximos y mínimos absolutos) de una función continua en un intervalo ce- 
rrado [a . b] se hallan mediante | 
|. La evaluación inicial de f en cada punto crítico que tenga en (a , b) 
2. Laevaluación posterior de f en los puntos extremos ay b (puntos terminales) 
3. La elección entre el menor. y mayor de estos valores se deduce el mínimo zyel máximo 


absolutos , respectivamente. 





Solución 1. Hallaremos los números críticos derivando la función 
РО) = 4-12 = 40(х-3) 
SEO =0 r$ Хх(-3)-0«68х 0 ух = 3 
son los únicos números críticos de f cuyos valores son : 
КО) 20 y 10) = GY-4Gy = -27 
2. Evaluamos f en los puntos terminales de [-1 , 4] 
1-1) = CD - 461) = 
Ка) = (4% - 44 = 0 
3. Соп estos resultados elaboramos la Tabla 5.1 y determina- 


mos que el máximo absoluto y terminal es f(-1) = S, y el FIGURA 5.5 
mínimo absoluto y relativo es f(3) = -27. = 
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— шин —— — 

yA ICAA Y 1 b. 

“41 Ч 23 ті 1! 

Punto terminal — 
A "Oa " 








Nótese que el número crítico x = 0 no da máximo ni mínimo relativo, 
lo cual significa que el recíproco del Teorema 5.2 no es válido. 





La gráfica de la función f (Figura 5.5) se ha trazado teniendo en 
cuenta la Definición 5.1 sobre máximos y mínimos . En lasección 5.7 
estudiaremos métodos más eficaces para disefiar gráficas. 





Hallar los valores extremos de la función f(x) = 1 *|x - 2| enel intervalo 
[-1 , 4] 


Por definición de valor absoluto 
Six«-2 > f = 1-(х-2) = 3-х 3-x,sixe [-1,2) 
= fa) = 
Sixz-2 > fœ) = 1+(х-2) = x-1 x-l,sixe [2,4] 
1. Como f noes derivable en x= 2 , éste será el único número 
crítico en [-1 ,4] . Luego, para 
хэ2-65102)-2-1-1 
2. Evaluación de los puntos terminales de f en [-1 , 4] 
fc) = 3-0) 24 y f(4-4-1-3 
3. Enconsecuencia : 
f(2) = les un mínimo relativo y absoluto 
f(-1) 2 4es un máximo absoluto. 








FIGURA 5.6 





Hallar los valores extremos de la función 


4-(x+5Y , sixe [-6,-4] 
f = , en el intervalo [-6 , 0] 
12-(x+ 1? , sixe (4,0) 





Solución 1. Determinación de los números críticos 
-2(x*5) , xe [6,4] = -5e [-6, -4] 
ГО) = ; luego, sif'(x) = 0 => 
-2 (x+ 1), xe (4,0] x= -le (4,0) 
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2. Evaluación de los puntos terminales : 
Кб) = 4-(-6+ 5) = 3, f(4) = 12-(4+ 1=3 
1-4) = 4-(4+5=3,f(0)= 12-(0+ 1) = 1 
Luego , (-6 ,3), (-4 , 3) y (0, 11) son los puntos 
terminales. 
3. Porlo tanto : 
f(-1) = 12 es un máximo relativo y absoluto 
f(-6) = f(-4) = 3 es un mínimo absoluto FIGURA 5.7 
La gráfica de la función f aparece en la Figura 5.7) a 
EJERCICIOS . Grupo 40 
% Еп los ejercicios | al 4, localizar los extremos absolutos y relativos de la función (si los 
hay) en el intervalo indicado. 
1, f(x) = x*-2x à) [123 , b) .3] „е 40.2) , d) 11,3] 
2. (0) = 5 (х-1У(4-х) a) (1,5), b) €1,4 . c) (0,4) , d) (0,5) 
3. fo) = N4- x а) [-2,2]. b) EZO , €) €2.2) , d) [1,2) 
4. f(x) 2x'- &x* + 16 a) [4,0], b) [-1,4] , c) [0,3] , d) [3,2] 
*  Enlosejercicios 5 al 26 , localizar los extremos de la función dada en el intervalo cerrado 
que se indica . Dibujar la gráfica de la función. 
5. f(x) 2x +5х-4 , [-3,-1] 6. fox) = x' - 3х? - 9x ; [-4 , 4] 
7. fix) e x" 3x, 1-1,3] 8. ук) = 3€^5-2x , [-L, IH 
22 - = Жз |. 
9. fx аг x+2 ‚ [-1,2] 10. ТО) = x-3 з 1-5 , 2] 
ШП, ЈОЈ = (£t 1/75. E32. 1] 12. f) 1-Q*3y? , 15.4) 
13. f(x) = 1х-41 +1, [0.6] 14. (Ол-М-х! ,хєЁ 
15. f(x) = -3-9+5,[-2,4]) 16. ў) = 5-417-3х| , [1,5] 
17. fo) =lx+11+lx-11, [2.2] 18. fo) = х+ $ , [1,4] 
19. f(x) = x(2-x)^ , [1,3] 20. f(x) = dx - vee , [0,4] 
21. Кх) = 1+12lx| -32 , [-1,4] 22. Ї(х) -:2х"-81х1--3 ; [21,4] 
23. у(х) =3-8lx-11- , [-1,5) 24. (х) = (х+ 1)^(x-2)^ , [0,4] 


Ambos son números críticos de f en sus respectivos intervalos у (-5,4),(-1, 12) son los 
puntos críticos. 
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2x4 ч ‚хє [-2,0) 
25. f(x) = pá xe [-1,3] 
4-1х-2/3| * Nx „хе [0,2] 





|+ six#-l 
26. f(x) - 3 , Six=-1 xe [-1,2] 
3-x' ,sixe(1,2] 


27. Halle los puntos críticos de la función 


31x- 11+ 2х2, sixe (0,2) 
ТО) = 
Vx-1 5x ,sixe 12 „зу 





(5.3) EL TEOREMA DEL VALOR MEDIO Y SUS APLICACIONES 


El teorema del valor medio (T.V.M.) es el principal instrumento técnico del cálculo 
diferencial y tiene muchas aplicaciones importantes . Geométricamente , garantiza la existencia 
de una recta tangente que es paralela a una cuerda secante (Figura 5.8) 

En el lenguaje de funciones , una traducción del teorema del 
valor medio es el siguiente : 


me 
4 


r Mi 
- 


Ae ate as 


Sea y = f(x) una función continua en [a , b] y derivable en | E y 
(а ,b), y sean P(a , f(a)) y Q(b , f(b)) los puntos terminales de 


y. m 1 
5, M ^ h^ gq ei 1 





: b) - fla 
lacuerdacuyapendientees: m, = re 
mientras que la pendiente de la tangente en un punto genérico 298, AE 
(x , f(x)) del gráfico es: m = f'(x) C um ARS db 
El Teorema del valor medio afirma que existe al menos un pun- FIGURA M 
toc e (a , b) tal que: Т (0) = 2 
-а 


Demos primero un resultado preliminar , un teorema que facilite la demostración del teorema del 
valor medio. 


TEOREMA 5.3 : El Teorema de Rolle 





pef Та 6] — IR una función tal que ra ES 
- 1) fescontinuaen el intervalo cerrado (0: ^ 

2 ii) fes derivable en el intervalo abierto (a 45). 

22000 di) Sif(g) = f(0) = 0 сә Зеба, 0 
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Demostración En efecto 
1. Por ser f continua, tiene un valor máximo y un valor mínimo m en [a , b] , tales que 
m < f(x) < М 
2. Supongamos que los valores máximos ocurren en los extremos a y b respectivamente . 
Luego, por la Definición 5.1 
fía) = M = máximo e» f(a) > (х), Vx e (a,b) 
(о) 
16) = m = mínimo => f(b) < f(x), Vx e (a,b) 


Caso 1. SiM = т, е! máximo y el mínimo coinciden , es decir , si f(a) = f(b) = К, 
entonces por (a) 
(К> fN ^ tk Sf => fO = k ,Vxe (a,b) 
Siendo f derivable sobre (a , b) y constante , entonces f'(x) = 0 ,Vxe (a,b), 
ycomoce (a,b) => f'(c) = 0 
Caso 2. Simz М ,entonces de la condición f(a) = f(b) se deduce que, al menos uno de 
los valores m o M no ocurren en los extremos del segmento [a , b] 

3. Sea M este valor , es decir, si f(x) >k en algún xe (a,b), el teorema del valor extremo dice 
que existe un punto c e (a , b) tal que f(c) = M , y que por lo tanto en este puntoc la función 
alcanza su valor máximo , también sobre el intervalo (a , b}. 

4. Según esto , por el Teorema de Fermat y siendo f derivable enc , se sigue que (с) = 0. 


5. Podemos usar un argumento análogo para el valor m , es decir, si f(x) <k . Lo cual completa 
la demostración del Teorema de Rolle. 





CONSECUENCIA DEL TEOREMA DE ROLLE 


Corolario 1 Si f escontinuaen [a,b] y si f(a) = f(b) , entonces f tiene un número crítico 


en (a,b) 
Corolario 2 Sea f continua en [a , b] tal que f(a) = f(b) = k 
i) Si f) > Ken algún xe (a,b), f tiene un máximo relativo en (a , b) (Figura 5.9) 
ii) Si f(x) < ken algún x e (a,b), f tiene un mínimo relativo en (a, b) (Figura 5.10) 


OBSERVACION 5.6 El Teorema de Rolle geométricamente significa que en la gráfica de 

una función continua sobre un intervalo y derivable en él , que toma 
valores idénticos en sus extremos , existe un punto en el cual la tangente es paralela al eje X . 
(Figuras 5.9 y 5.10) 
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FIGURA 5.10 





RVACION 5.7 


аан e 


Señalaremos que todas las premisas del Teorema de Rolle son 
esenciales y determinantes . Por ejemplo, la función f(x) = 1х1, 
хє(-1,1| . satisface las condiciones (i) y (111) pero no satisface la condición (ii) , ya que f 
no es derivable en x = бє [-1, 1]. (Figura 5.11a) 4 


La función f(x) = 5 (x+ 3), satisface las condiciones (1) y (11) pero no satisface la condición 
(111) , pues f(-1) 4 f(3). (Figura 5.115) 





5.8 Si la función f(x) satisface las condiciones del Teorema de Rolle sobre 

el intervalo [a , b] , entonces la función F(x) = f(x) - fla) = f(x) - f(b), 

es igual a cero en sus extremos y F'(x) = (х) „еп particular, estas derivadas se hacen igual a 

cero simultáneamente. Por esto , el Teorema de Rolle es equivalente a la afirmación : Entre dos 

ceros de una función derivable se encuentra siempre al menos un cero de su derivada . 
(Figura 5.11c) 


acu o A V s Lor. мк. 2, ^ 
сал” “Ч С A EL" "fI 
12 


«^ pl = 
N Е r 4 Ы 
эр: 22 IB шээж”: » nme TR EE EA ај 6 -— 


FIGURA 5.11 


EJEMPLOS ILUSTRATIVOS 


Verificar que las tres condiciones del Teorema de Rolle son satisfechas 
por la función f(x) = x? - 2x? - x+2en el intervalo [1,2] . Luego, hallar 
el valor de c adecuado que satisfaga la conclusión del Teorema de Rolle. 
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Solución Сото Іа función f es polinomial , entonces es continua y derivable Wxe [a,b], 
por lo que las condiciones (1) y (11) son satisfechas. 

Dado que f(l) = 1-2-1+2=0 у f(2) = 8- 8-242 = 0, la función f también satisface 

la condición (111) . Luego, si f(1) = f(2) = 0 => 3ce (1,2) | ўс) = 0 

Derivando la función obtenemos : f'(x)=3x?-4x- 1 => f'(c) = 30? - 4с - 1 


Ahora, si f'(c) = 0 = X?-4c-12 0 & c=3(Q+V4 +3) 
& с = 4 (2+17) У с, = + (2-17) 
Es fácil comprobar que c, e (1,2) y quec, € (1,2), por lo tanto 


fO -0 para c= 4 247) úl 


Para la función f(x) = x? - 6x +11x-6, hallar los intervalos [a , 5b] en los 
que f(a) = f(b) = 0 y el Teorema de Rolle es aplicable. 


Solución 51 f(x) = 0 e» х%*-б?+11х-6 = 0 
> (х-1ї4Хх-24х-3) 20e х-1,х,42,х,-3 





Como f es continua y derivable en toda la recta real => f'(c) = 3с? - 12c + 11 y sif’ (c) = 0 
=> с = 1 (61136-33) = 2+ Уз 


Vemos que c, = (2 + N3/3) e (1,2) yc- (2 - N3/3) e (2,3), por lo tanto . en 
[1,2], f(c) = 0 y en [2.3]; f (c) = 0 ш 





Usando el Teorema de Rolle , demostrar que si 

f(x) = (х + 3)(х+ 2)(x- 5)(x- 6), entonces la ecuación f'(x) = 0 tiene 

tres raíces reales (sin resolver dicha ecuación) t 

Demostración En efecto , la función f es continua y derivable en toda la recta real , pues se 
trata de una función polinomial . Además , evaluando directamente la función 

encontramos que : f(-3) = f(-2) = f(5) = }(6) = 0 

Luego, las condiciones del Teorema de Rolle se satisfacen en cada uno de los intervalos 

[-3, -2], [-2, 5] y [5,6] . Entonces 

сє €3,-221 (су = 0 , 36e €2,5)| (с) = 0 y 3Ic,€(5,6) | f(c) = 0 

En consecuencia, la ecuación f'(x) = O tendrá por conjunto solución : 


(6.6.6 
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2 
Probar que la función: f(x) LM 
x 
satisface la hipótesis del Teorema de Rolle en el intervalo [a, 5] y hallar 
los números c € «a, b» que satisfacen la condición del teorema. 


¡Solución Determinaremos el intervalo [a, b] 
interceptando la función con los ejes 

coordenados. 

Si f(x) 20-2» 2-5x-3=0 e» x«-V2 v x-3 
=» [a, b] = [-1/2, 3] 

Con esto se cumple la condición (111) 
f( U2) = f(3) 20 

Las condiciones (1) y (11) también se cumplen, pues f 

es continua V x € [-1/2, 3] y derivable V xe <-1/2, 

3», toda vez que x 2 -] € «-1/2, 3». 

Entonces, 3 ce [-1/2,3] 1 f'(c) -0 

Derivando la función obtenemos: 








f(x) E 2(x? —2x-1) FIGURA 5.12 
(х +1)? 
Si /(с)у=0=›?-2с-1=0б=зс=-1+/Л+1 => с=-1+./2 ш 


(EJEMPLO 5 ) Use el Teorema de Rolle para demostrar que la ecuación x? + 2x + p = 0, 
donde p es cualquier constante, no puede tener más de una raiz real. 





Supongamos que la función f (x) — x! + 2x + p tiene dos raíces 
reales x, y х, tales que x, € x; 

Luego, si f(x,) = f (x;) = 0, entonces por el Teorema de Rolle, З c € «x, х»! fc) = 0 
Si f'(x% 233 +2 > f'(c) = 3C +2 

Vemos que f (c) + O, porque 3c?+2>0, Vxe В 

Entonces lo supuesto que f (x) tiene dos raíces reales es una contradicción, por lo tanto 
X + 2x + p = © no puede tener más de una raíz real, cualquiera que sea el valor de p. а 


(EJEMPLO 6) Si f (x) = (x - a)" (x - by, donde m y n son enteros positivos y a < b 


constantes en IR, entonces demostrar que existe c € IR tal que c divide al 
intervalo [a, b] en la razón m/n. 


En efecto, por ser f una función polinómica y m y n enteros positivos, 
entonces es continua y derivable en toda la recta real, en particular lo es en 

[a, b]. Además, se f (a) = f (b) = 0, entonces por el Teorema de Rolle: 3 сє «a, b» 1f (c) = 0 
> f'(x) =(x- а)" [n (x - by-!] + (x- by [m (x - ay” "] 
> f'(c)-(c-b)y'(c-ay*-' [n(c-a) + m(c- b)] 

c т 


Luego, si f'(c) = О э n(c-a) x m(c- b) = 0 m 
лэн n 


C 





illl. e 
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«EJEMPLO 7 | Si f(x), f'G) y f'G9 son continuas en |а, b] y si la curva y = f (x) 

corta al eje X en tres puntos por lo menos, comprendidos entre а y b. 

demostrar con la ayuda del Teorema de Rolle que la ecuación f (х) = 0 tiene al menos una 
raíz real entre a y 5. 





Demostración 1. En efecto, si f corta al eje X en tres puntos por los menos en 
le, 56]2 dx, X, x, € Ia B] 1 Jin) = O = f() = 0 
2. f escontinuaen [x,, х] c [a. b] 
f es derivable en «х, хэс «a, b» 
Si f(x) 2 fto) з 0Oc»de,e «x, x] f(e)2z0 
3. Апаїоватеше, f es continua cn [x,, x.] c [а,Ь] 
f es derivable en «x, х,» c <a, b» 
St. (065) -107-0 dec «xf (e)-0 
4. f'escontinuaen [c,, с] c [а,Ь] 
f' es derivable en «с,, с> c <a, b» 
5 еуро) 20-54 ca co (су 0 
Por lo tanto, /"(х) tiene una raíz real c e «a, b» m 





Р(х). ех) - (0). (0+0. Vx e R 
Si para x, < x, se cumple que: f(x) = (х) = 0 y f(x) +0, V x e «х,, x>, demostrar que 
existe un Único а € «Хү, х.» tal que g(a) = 0. 





1. Supongamos que 2 (х) # 0, V xe «x, хо» 


2. Зїїн FO- О-о у {у= 7” 
g(x) g(x) р(х.) 


3. Porel Teorema de Rolle, dc € <x,, х.» | Е (с) = 0, entonces: 


F (ху= gx) -fF (х) — /[(х).в'(х) Blc). Р (c)  f(c).g (с) 
- [eGOT [eCc) 
4. Luego,si F'(c)20-»g(c).f (c) -f (c) . g (c) 20 
contradice la hipótesis de que f (x) . g'(3) — f (х). g(x) 4 0, V x € IR o bien, de que: 
f(c). gc) — f'(c) . g(c) 40 
5.  Porlotanto, lo supuesto es el paso (1) es falso, luego р(х) = 0, y si ae «x,, xz» —  а)-0 
Demostración de la unicidad de a 
б. Supongamos que existen x,y x, € «x, x;» | g(x,) = g(x) = 0 


7. Seala función С(х) = а , tal que: G(x) = C(x) = 0 


8. Porel Teorema de Rolle: Jc € «хү, x?» | С (х) = 0, Luego si 
G (xy = 102-8 9700-09 > G' (cy = 16:8 (C)-8(O). f (0) 
[f(x)] [СӘГ 
9. Si С(с) =0 > fc). е (с) - gc). f (c) = О, contradice la hipótesis 
10. Porlotanto, 3! а є «x, хр | р (a) = 0 





= () 


> Е (с)= 
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Probar que la función f(x) = Sen х + Cos x -1 satisface la hipótesis del 
Teorema de Rolle en el intervalo (0, 47] y hallar todos los números 
c € [0, 4r] que satisfacen la conclusión del teorema. 





"Solución. Como las funciones Seno y Coseno son continuas y derivables en todo su 
dominio entonces: 

i) fescontinuaen (10, 4л] 

п) f esderivable en <0, 4r» 

ш) Además, f(0) = f(41) 20 => dce «0, 4n» | Г(с)-0 

Luego, 51 f'(x)- Cosx-Senx => f'(c) = Cos c - Senc 


ysi Г(с)-0 = Cosc-Senc = О, de donde, Tg c — | => c= *km,keZ, 
Dado que ce «0, 41» => ke [0,1,2,3) 
Por lo tanto, cada c e (1/4, 57/4, 91/4, 13174] satisface la conclusión del Teorema. m 


Aplicar el Teorema de Rolle para demostrar que la ecuación x^ + Ax - 3 = 0 
tiene exactamente una raíz real en el intervalo 40, 1> 








|. En efecto, sea la función f (x) = X? + 4x - 3, continua en (0, 1] y 
derivable en <0, 15. 
2. Los valores de la función en los extremos del intervalo dado son: f(0)=-3 y /(1)-2 
3. Comof(0).f(1) < 0, por el teorema del cero (T.3.9), existe al menos un x, є «0, |> 
tal que Р(х) = 0 
Supongamos que existe otra raiz x, Є «0, 1», x, % x, tal que 0«x,«x, «1 
5. Dado que f(x, = f(x,) = 0, entonces por el Teorema de Rolle 
Joe, x» c єй, Б> | {су 
6. Si f(x) = x' -4à«-3 > /[(су)у=3+4>0,У сє IR, estoes f (c) 0 lo que 
contradice la hipótesis del paso (5). 
7. Portanto, la ecuación dada tiene exactamente una raiz en el intervalo «0, I>. = 


Usando el Teorema de Rolle e inducción matemática probar que с! 
polinomio de grado n no puede tener más de n raíces reales distintas. 








1. En efecto, sea el polinomio de grado n 


Р(х) =a, x" + a, Xx" +... AX + а, 
donde д, a, а), ...... а,, SON números reales, а, x О 
2. i) 5ілп=1 = Р(х) = a4,x+4, y si Р(х)у=0 = a,x+a,=0, 


a 2 
de donde : x = — —*, posee una sola raíz 
a; 
ii) Supongamos que todo polinomio de grado n - 1, con n > | tiene a lo más n - 1 reales 
distintas. 
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iii) Probaremos entonces que P(x) = a, х" + a, X”! +... +4,X + (o 
no puede tener más de n raíces reales distintas. 


3. Рог reducción al absurdo, supongamos que P(x) tiene n+l raices distintas tales 
дие:Х|«Х,«Х,«...«Х,КХ,, 


евро; PO) = РОЭ = POE e = Mi) AAN 
4. Entonces el Teorema de Rolle se cumple en cada intervalo cerrado [x,, x.], 
lao | жез [x, . X,4]. y por lo tanto, existen números су, Сэ, Су .... Суу tales que: 


PEEN=O у SAG 
Р” (бэ) = 0 y х < Ca € €4 


Pledi= 0 y. x есес 
lo cual implica que el polinomio 
P(x)y—-na,x"'*(n-l)a,,x"?-« ... + а 
de grado n-1, tendrá n raíces distintas: Сү, Ca, Су, ... €, 
lo que contradice la hipótesis inducuva (11). 
5. En consecuencia, el polinomio Р(х) de grado n tiene a lo más m raíces distintas. ш 





El Teorema de Rolle sirve para probar otro resultado importante: el Teorema del 
Valor Medio. Cabe interpretarlo como una generalización del Teorema de Rolle, 
en la cual f(a) + f(b). 


TEOREMA 5.4 : Teorema del Valor Medio o de Lagrange 


м4 ӨР; A 4 © Ty « 
El . It 
1127 Ti le 
974} 11 Мы | 
"1 








La demostración se basa en 
el estudio de la función auxiliar 
Ф (x) sugerida en la Figura 5.13 
l. Pordefinición: Ф(х) = f(x) - y 
2. Como la secante PQ pasa por P(a, f (a), 

con pendiente 


т = 1022-0) 
Б-а 
la fórmula punto-pendiente de la ecuación 





FIGURA 5.13 
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de una recta, da la siguiente ecuación para la secante PQ : y = f(a) + m (x -a) 

3. Entonces en (1): Фф (x)= f(x) - f (a) - m(x - a) 

4. Dado que ((x) es continua en [a, b] y derivable en <a, b>, se puede verificar por 
sustitución directa que: p(a) = (b) =0 

5. Entonces, por el Teorema de Rolle, 3ce <a, b» | 9 (c)=0 

6. Luego, en (3): Ф ХХ) =f (х) - m => 0 (с) f'(c) - m 
y si p(c)= 0 f'(c) = т 


f(b)- f(a) 
> fte) = LL " 
b—a 
Nota El teorema del valor medio tiene implicaciones en todas las interpretaciones de 


la derivada. Geométricamente garantiza la existencia de una tangente que es parale- 
la a la secante que pasa por (a, fla)) y (b. f (b)) como indica la figura 5.13. 


CONSECUENCIAS DEL TEOREMA DE LAGRANGE 





COROLARIO 1 : Funciones con derivada cero 


Sea jf:[a, b] — IR una función tal que. 51 / (5) = 0; V x € <a. b>, entonces / es 
constante en [a b], es decir existe una constante Ж tal que f (x) =k. ^x € [a, b]. 


Demostración 1. En efecto, si x es un número arbitrario tal que a € x < b, la función f(x) 
satisface las condiciones (1) y (11) del T. V.M. en el intervalo [а, x] Ela. 5] 
2. Luego, existe un número c € «a, b» tal que: f'(c) = eye) 
FI 
3. Pero, por hipótesis, f (x) = О en el intervalo <a, b», entonces /(с)-0 
4. Portanto, en el paso (2): f(x) -f(a) = 0 < fo) = (а) 
5. Comoelresultado f (x) =f (a) se mantiene V x e «a, b], esto es, f (x) tiene un valor fijo 


k = f (a) sin importar el valor de x en fa, 2], se sigue que: f(x) = Kk . ш 


COROLARIO 2: Funciones con derivadas iguales 


| Sean Ах. y:g(x) dos funciones continuas en Ta. b] y derivables en <a. b>, tales que 
JG go). Y x€ <a b», entonces f y g difieren en una constante Кє fa. b]. Estos es, 
| una constante. K ta] que: 


Str ca l1 Rz = fw =.80) яс шах e 10,8] 











|. En efecto, por la hipótesis dada, sea la función A(x) = f(x) - g(x), 
V x € [a, b], que es continua en [a, b] y derivable en <a, b>. 
2. Luego, sí h'(x) —f'(x)-g (x), y como f'(x) = g (x), V x є «a, b», se sigue que : 
h'(x) = 0 
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3. De modo, por el Corolario 1, A(x) es una constante en fa, b}, o sea f (х) - g(x) = k, 
y asi, f(x) (х) + k, V x e [а,Ь]. 


Nota El Corolario 3 del T. V.M. se refiere a funciones crecientes y decrecientes de cuyo 
estudio nos acupamos en el Capítulo 1, Sección 1.12. Allí definimos lo siguiente: 
Una función f es creciente en un intervalo Е si, para cada par de números x, y х, € 1, con 
x, <x implica f(xi) < f(x) 
Una función f es decreciente en 1 siempre que 
x, € x; implica f (x) > f (x) 
para cualquier par de números ху, x; € L 
Según estas definiciones vemos que f es cre- 
ciente si su gráfica asciende al mover x hacia la derc- 
cha y es decreciente si desciende al mover x hacia la 
derecha. Así la función f de la Figura 5.14 es decre- 
ciente en «-со, а>, constante en «a, b» y creciente en 


c 


Л 





«b, «ос», 3 2. ? 
Como la derivada / (х) es la pendiente de la recta tan- 1 («0 |/(х)=0 | fo 
gente en el punto (x, f (x)) de la gráfica de f. se tiene 

que el signo de la derivada va a determinar cuando la FIGURA 5.14 


función es creciente o decreciente, pues como se indi- 

ca en la Figura 5.14, una derivada positiva (f (x) > 0) 

implica que la pendiente de la tangente asciende y una derivada negativa (f (x) < 0) produce 
pendiente en descenso. Se debe advertir que para determinar 81 una función es creciente o 
decreciente, debemos examinar el signo de f ' en todo el intervalo, no sólo en un punto. 


COROLARIO 3 : Funciones crecientes y decrecientes 





Sea f: [a, b] > R una función continua en [e b] y derivable en «a, b». — 
| à) Si f'C0»0. V хє <а b». f escreciente en (а, b] 


5, = 1 А 
I - . ы Е "p e 





(1) Supongamos que f(x) > О, У хє «a, b». Necesitamos probar 
que si Хү, х, € la, b] con x, « x, => f(x) «fG) 
1, Enefecto, para un intervalo [x,, x.] aplicamos el T.V.M. Esto da: 


f(c)= (х) fG) 
XX; 
para cualquier c € «х,, ху» 
2. Puesto que x, «x, y, como por hipótesis, f'(x) 20 => f(c)>0 
3. Luego, en el paso (1), se sigue que: f(x:) -f(x) > О f (x) € f(x) 
La prueba es similar para el caso (11). 


540 Capítulo 5: Aplicaciones de la Derivada 


EJEMPLOS ILUSTRATIVOS E ёс 


Aplicar el T.V.M. a las funciones dadas en el intervalo indicado y, hallar 
los valores de c que satisfacen su conclusión 





хо-3Х-4 


а) /(х)-х"-хХ2-2х, x € [-1, 1] b)f (x)= mer 


,x€[-1,4] 





a) La función polinomial f es continua y derivable en toda la recta real, en 
particular lo es en 1-1, H. Luego, hallaremos los valores de с resolviendo la 


ecuación: 
o ОУС) 
f G)- MENO 
Estoes: 3c - 2с- 2 = CS a 3c-2c -1 20 


Resolviendo la ecuación obtenemos: c, =-1/3 є <-1, 1> y c,=1 € «1, I» por tanto, 
el único c que satisface la conclusión del Teorema es c = -1/3 


£n — 
b) по Zt 4 


t5 es continua y derivable V xe IR - (- 5), y en particular lo es en 
Ё l, 4]. 


х? ж10х-11 
(х + 5)? 

/(4)— /(—1) | c^*10c-11 _ 0-0 
4—(—1) (с+5)° 4+1 


Si 4+10c-11=0 S с = 1є <-1, 4> ӧс,= 11 € «-1, 4» 
Por Іо que, el único c que satisface la conclusión del Teorema de Lagrange cs c, = |. M 


Derivando la función obtenemos: f' (x) — 


Luego, si f'(c)- 


Sea f (х) una función continua en el intervalo [3, 7] con /(3) = 10. 
Si /(х)--5 para x e «3, 7», demostrar que f (x) = 5х - 5. 








1, En efecto, sea el intervalo [3, x] c [3, 7] 
2. Por hipótesis: 
f es continua en [3, 7] — también lo es en [3, х] 
f es derivable en «3, 7» => también lo es en <3, x» 
3. Luego, por el Teorema de Lagrange: dc e «3,x» | (с) = POS fon 
4. Perocomo /(3):10 y f (х) =5 => f(c)-S5S, Vxe «3,7» 


5. Porlotanto, en (3): 5= Ню e f(x)25x-5 m 
х= 
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Usando el Teorema de Lagrange, demostrar que 


41- х lr 0 


1. En efecto, sea la función f(x)=Yl+x definida en el intervalo 
[0,x] c [-l, + о> 





2. Entonces porel TV.M.: 3c€<0,x>lf (с) = LO шо y D=% 
54 


| Js x 1 X 


= /{+х—1= 


2/Ї1-с x-0 afite 


4. Pero como, 








3. Luego, 


X | 
-,Мсє«0, x» ;entonces en (3) se tiene 


X 
———— < 
241--с 2 
JER –1 «7 ХХ 212 мях»0 





Demostrar que 


VI x < EXE єїлє7 


1. En efecto, sea la función f(x)= Yl+x 
cuyo dominio = [-], +œ >, V ne 2 

i) f escontinuaen (0, x] c [-1, +œ> 

n) f es derivable en «0, x» c [-1. «сс» 

2. Entonces por el teorema del valor medio 


“єсє «0, x» fr 100-700) lt —1 
X 


-0 X 





: l | 
3. Peto,si Pf ()====== f (1) === 
n NOx)" n.d су” 
| ЭЇ-Ех-1 
4. Luego, èn el paso (2) : === = n шэн 
ailte) X 


5. 58 с>0 = I+c>l y como n 2 15222 


n 


20 


п-\ al 
Por lo que: (I+c)” »1” ELSE * 


me E» 


6. Entonces en el paso (4): л | 
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| T х 
siendo x y n positivos > Yl+x < 1 + — m 
n 





Ly 


) nostración | l. Seala función foo) x => Пот( р) = [-1, +оо > 
i) f es continua еп [15, х] с [-], + о>, pues x» 15 
п) f es derivable en «15, х» 





fay-fü5) 4їлх-4 


2. Entonces porel TV.M.: 3ce <15, х> | /(с)- PAE 24215 


3. Юе donde obtenemos : /l+x xu 19у. f X) 
Si f(x) = Л-х => ТАХ) 








4 ҮЛҮҮ luego, f' (c) = IA 
5. Рагах> 15 se tiene que: f'(c) < 1/8 
6 


Por tanto, en el paso (3): Ч{+х 44 qu 15) lla 


Demostrar que la fórmula del teorema del valor medio puede expresarse 
en la forma: 





f(x В) = f(x) + h.f (x + 8h), donde 0 < Ө < I 


1. Por la fórmula del teorema del valor medio 


рс) 107109 „> fib) Fay - (b-a). f (o) 





2. Sia« c< b, hagamos eza Ө, 0«0«!1 


> c-act0(b-a) 0«8 «1 
3. Entoncesen(1):f (b) -f (a) = (Б - a). а + 0(b- a), 0<0 < I 
4. Hagamos ahora: a =x,b-«a=h, de donde, Р = х + А 
5. Luego, en el paso (3): f (x + h) -f (x)=h.f'(x+ Өл), 0<0< 1 
Por lo tanto, f(x+h)=f(x)+h. f(x+8k),0<0< 1 im 


"Nota ^ La fórmula obtenida en el paso (5), así como las fórmulas equivalentes de los 
pasos (1) y (3) se llaman fórmulas de los incrementos finitos de Lagrange, a dife- 
rencia de la aproximación 


fix*h)-fQ)-f'(x).dx 


la que se llama a veces fórmula de los incrementos infinitesimales 


Usando la fórmula del Ejemplo 17, determinar 6 en términos de 
х у А paralafunción f (x) = х". 
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Solución SL f(x] ==> G9 3e 

flai+h)= (x + hy = x + hB + 3xh + А?) 

f (x +ӨЛ) = Ax + Өл)? = Зх? + 6x50 + 310" 
Ahora, si f(x*h)-f()-h.f'(x- Өл), entonces 

X + А(3х° +3xh + I?) = x + h(3x + 6xh0 + 3/100?) 
de donde obtenemos: 3 h @ + 6х0 = 3x + А 


з 


2 2 
y completando el cuadrado se tiene : (o + 3 - 7 QC + хл + T) 
1 


2,705 ¿ia /3) m 
1 


Si f'(x) > g (х), V xe IR y (а) = gla), demostrar que 
Р(х) > р(х), Vxe <a, + > 





Demostración 1. Sea h(x) una función continua V x € <a, x,] C <a, + о> 


tal que : A(x) = f (x) - g(x) 
2. х) еѕ дегіуаЫе, V x< a, x,>, por ser f y р derivables V x e IR 


h(x,)—h(a) 

Ey 6 
[f(x,)-2(1,)1-[f(a)-g(a)] 
ху-а 
J(x,)-2g(x,) 
x,—a 


6. También por hipótesis : f'(x) > р (х) 2f (с) > gc) © f'(c)- g (c) »0 


3. Porel Teorema de Lagrange : dc € «a, x,» | Ас) = 
4. Como А (с) = f'(c) - g(c) => f'(c)- g (с) = 


5. Por hipótesis: f (a) = g(a) > f'(c)-g (с) = 


7. Luego, en el paso (5): 704)-808) > 0, y como х, - 4>0. se sigue que: 
x,—a 


Р(х) - (х) >0 e е (х) > 2 (х), Yx esca te 


л у(х) > р(х), У хє <a, + о> = 


20) Usando el teorema del valor medio, demostrar que 
Tgx > x, V x e «0, n/2> 








l. Sea la función /(5)-Т7Ех-х, Wxe «0, х] c «0, 1/2». 
Entonces: i) fes continua V хє <0, x] 
ii) f es derivable V xe <0, x, > 
2. Porel Teorema de Lagrange: dc e «0, x> | f'(c) = Јерлә 
x,— 


3: Sif) е ес Пер ә fic) Tete 
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Tg хү-Х, 
Х, 


4. Luego, en el paso (2): Tg с = 


5. Comox,>0 y Tg?c>0, Wee «0, x,>, entonces en (4) se sigue que: 
TEX = д > 0 «€» Tex >л 











6. Por tanto, siendo x, € <0, 7/2» = Tg x > x, Vxe <0, п/2> sy 
"EJEMPLO 21 | Mediante la fórmula de Lagrange, demostrar las desigualdades: 
= Б | 
о s < ТеБ- Тра < £ siendo 0 «a«b «1/2 
Cos” a Cos” a 


1. Sea la función f (х) = Tg x, continua y derivable V x € «0, 1/2>. 
Entonces, por el Teorema de Lagrange : 








Эсе Дь НОЕ. жые. TR Tire 
b—a ba 
b—a 
2. D d d "ey b-T = 
яаг хи E C є 


3 Sice<ab e a«c«b = Cosa < Cos c < Cosb 
A ы 72277 
Соз" а Cos! c Cos? b 
4. Como b >a, implica que b -a> 0. entonces si multiplicamos las disigualdades en (3) 
por b- a obtenemos: 








b—a b—a b—a 
2 < 7 < > 
Cos“ a Cos” c Cos” b 


5. Por tanto, de (2) y (4) se sigue que: 











b—a b—ua 
< Teb—- Тра < 
Cos a 5 5 Cos? b | 


Demostrar que la función f (x) = х? - x - 20 es creciente en el intervalo 
[1, 3] y halle sus valores máximo y mínimo 











Por el corolario 3, debemos probar que f'(x) > 0, V x e «1, 3» 
En efecto, si f'(x) = 5x! - 1, y хє <l, 3», entonces 
< x«3:z29 1 « x*« Bl 

23 5 < Ja « 405 

>4<5Y-1< 404 e f'(x) e «4,404» 
Luego, f(x) > 0, V x e «1,3» y porlotanto f es creciente V xe [1,3]. Como el mínimo 
у el máximo de f se encuentran en los exteriores de este intervalo, ocurre que 

FS fo) © FO) v xe 1153] 
€»-20 € f(x) 5220 => Min(f) = -20 y Max(f ) = 220 Fi 
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3 |) Demuestre que la función  /(5)::4/5-х — 2. para xe [-H. 4], alcanza 
su valor máximo en -11 y su valor mínimo en 4. 








~ Bastará probar que f es decreciente V x € [-11. 4], esto es, 
fu)«0 М жє <il, 4» 


. ч ! 
En efecto, (х) = 45-х -2 = — 
efecto, si f(x) = y => f(x) Ii- 





ysi l1<x<4 > -4«-x « II 
ыг р 950 16 





Eu a E 

"38 245-х 2 

A l aoee - 1185 
2 245- x 8 


Luego, f'(x) <0, V x e <-П, 4>, por lo que 
ffs FO S FGD 
-1 5 fW <= 2 > Min(f) = -1 y Max(f) = 2 Л 


————- 


TEOREMA 5.5: Teorema del Valor Medio Generalizado о de Cauchy 


- — ший Бан vam 


ча 
Ён 48, ш 2: E um 
5 2) 2 za Б n — "ids "ы. "P. 
E] 


тү Оо «d, D» y яд a 
ИГ. «ын 56 





1. Analicemos Іа función auxiliar F(x) = f(x) - A g(x) 
donde el nümero À se ha elegido de tal forma que F(a) — F(b), esto es: 





— | _ Рр) fia) 
2. f(a)-g(a) = f(b) - А а) ex Aaa) 


3. Lasfuncionesf у g y por ende F, satisfacen todas las condiciones del Teorema de Rolle, 
entonces: dce «са,» | Е(с) = 0 
4. Enelpaso(1): F'(x) = f'(x) - Ag(x) => F'(c) = f'(c)- A gc) 
5: Si F'(tex039f(0-Àgq-09»Xs i5 
6. En Consecuencia, de los pasos (2) y (5) se sigue que: 
f (c) _ fb- fla) 
g (c) 8(5)-8(а) 
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Е. IEMPLO 24 Hallar el valor de c que cumpla el Teorema de Cauchy para las funciones 
/(х)= x -2x 45 y р(х) X + 2x - 6, encl intervalo [-1, 2]. 





Solución Las funciones f y g son continuas en [-l, 2] y derivables en < -1, 2 >, 
entonces: 

| f£(e)52c5222t(c€- 1) . fGl)z- LR258 .f(20)y—4-445-5 

g(c)z2c-2-:2(c-* 1) ; g-1)21-2-6-2-7 , g(2)=4+4-6=2 


20с-1) FRI FED 6-1 38 | 
Luego, por el Teorema Cauchy : (сж) т=з A rii 


de donde obtenemos: c= 1/2 € «1.2» z 


Si f (x) es continua en [a, b], 0 € [a, b], y si f (x) es derivable 
en «a, b», demostrar que existe un número c € «a, b> tal que: 
f(b)-f(a) fc) 
b а? 2c 





ión | 1. Sea g(x) = X? una función continua en [a, Б] y derivable en <a, b» 
ycomo x 40 => р(х) = 2x + 0 
2. Por hipótesis f es continua en [«, b] y derivable en <a, b», entonces por el Teorema de 
f(b)-f(a) _ f(c) 
g(b)—gla)  g'(c) 
3. Dadoque g(a) = ad^, g(b)- b? y g'(c)=2c, entonces en el paso (2): 
| fib- fla) _ ft) = 


bes 2с 








Cauchy: 


Cos a — Cos b 


Taah dE , donde c € <a, b» 


¿26 | Demostrar que 





1. Sean las funciones f(x) = Cosx y р(х) = Sem tales que 
i) Son continuas en fa, Б] 
11) Son derivables en «a, b» 
iii) Si g'(x) 40, Vxe «a, b», entonces por el teorema de Cauchy: 
(b)-f(a) _ f'(c) 


Р 
Зсеє «a, b» | ba с 


Cosb- Сова _ —5епс | р. Cosa- Cosb р, а 
Senb—Sena | Сос — 8 T 56 


Sen a — Sen b 
О 27 Demostrar que : 11, < AA Ca 51 хє <0, 1» 
— I+x arc Sen x 





2. Luego: 
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Demostración 1. Sean f(x) = Ln(1-- x) y р(х) = arc Sen x, dos funciones continuas 


el teorema de Cauchy 


en [O, x] y derivables en <0, x> y si g'(x) x Оеп <0. x», entonces por 


dj € € «0,x» fe, b] 4209 Лх) f (0) 
&(c) 805)-80(0) 




















2 рб) = == ‚ f(O) = En(1+0)=0 
1 | 1 
£ (x) = == > р'(с)= = , 2(0) = arc Sen 0 = 0 
Ji- x? рее: 
3. Luego,en(l): У1-с _ Enfl+x)-0 1-с х O ca 
І+с arc Sen x — 0 1-с urc Sen x 
4, Como cse. Dc < Ix > 08 y Бо 
+х 1--с 
También ч c<x=>-x<-c > 0«1-x« 1-с 
de modo que al multiplicar (4) y (5) obtenemos. 
6 т 1-х i-e TEP = 
l+x Tec l+x 
7. Dado que: 
c»025-c«0-21-c«l 
| Бас «! 
с»0-»1Ї4с»1-»--С«1 I+c 
1--с 
8. Por lo tanto, de (3) y (6) y (7) se sigue que: 
123 A E sis m 
1-х arc Sen х 
EJERCICIOS . Grupo 41 
Ф  Enlosejercicios 1 al 10, verificar que la función dada satisface la hipótesis del Teorema 
de Rolle. Hallar todos los valores de c que cumplan la conclusión de ese teorema. 
1. f(x) x*- Ax - 3, [1, 3] 23. f(x) x -2x -x*2,[-l, 2] 
3. fO=x-x+2,[-1, 1] 4. f(9)2 х -2x +1, [-2, 2] 
B. ГОО Sa 7 Oa] б. Оху x" 34^ 10.3] 
e — 
7. ро) = x- 2x", (0, 4] 8. уб) = LAM 1-3, 41 
X~ 
2 2 
| х?—5х+4 ELE .xe[-3, 02 
A БО» == тый, нь де) e kis 
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Ф Еп los ejercicios 11 al 20, hallar los intervalos en los que fía) =f(b)=0 y el teorema de 
Rolle es aplicable. Para cada uno de ellos hallar los valores de c en que f (c) = 0 








2 нв 
П./Од-х(2-х-2) 12: (хуш 
x+2 
13, f(x) x-x -5x-3 14. f(x)-x'- 2x - 5х+6 
х? —4x x* ZAX 
5. = ; e: 
15. f (x) 20 16. f(x) ES 
17. f (x) = (x +2)" (x-2), x e 2 18. /(х)-(х-3) (x +2)? 
19. f (x)= 37 Sen (5) 20. f(xy- DX 24 Sen! х 


* Еп los ejercicios 21 al 34, verificar que la hipótesis del teorema del valor medio se satis- 
face para la función dada en el intervalo indicado, luego hallar el valor de c que satisfaga 
la conclusión de dicho teorema. 








21. f(x) = x*-6+10x, [1,4] 22. f(x) х =3é=3x HL, 3] 
23. р(х) = x! c 3X x * 1, [-4, 5] 24. f(x)2 x! 2X9 * x! -2x, [-1, 2] 
4... 2x3 OX * 6x45 
25. f(xys x2" [1, 4] 26. усуе IL 11, 5| 
х? -3x—-4 | 
27. f(x) = PFT ; [-1, 4] 28. f(x) x-1 + тэрээ 3] 
234-4 2 
29. /(х)-2-2-25, [2,6] 30.. fG)e 052] 
x -x 4x IH 4—x* 1-2 0» 
31. f(x) 24 x «1,3/2] 32. ((х)-144х41 ,(0,3» 
2% вэ х5-2х4:5-13,5| 


33; Г(хусг217-д22-3х:4:541:2:21 34. f(0)=x-Senx, [-т, n] 


35. Aplicar el teorema de Rolle para demostrar que x^- 3x+b=0 no puede tener más de una 
raíz en [-1, 1], cualquiera que sea el valor de b. 


36. Si а>0 y n entero, probarque f(x) ="! + ax +b no puede tener dos raíces reales. 


37. Sea f(x) = АХ + Bx + C. Probar que en cualquier intervalo [a, b], el valor de c 
garantizado por el T.V.M. es punto medio del intervalo. 


38. Dada la función f(x) = Ах + Bx! + Cx + D, definida en el intervalo [a, В] y c es el 
valor que satisface el T. V.M.; mostrar que: 


2 


ёс : (a? +ab+b?) 
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39. 


41. 


42. 


43. 


45. 


47. 


49. 


51. 


53. 


55; 


56. 


57. 


Haciendo uso del Teorema de Rolle, pruebe que la ecuación dada f(x) = 0, tiene una y 
solamente una raíz en el intervalo indicado 


а) р(х) = x -2x-3, [0, 1] b) f6)=x*x-3x-20, [2,3] 
c) /(х)= х'°- 1000, [1,2] d) /(х)= x -xr +2x-3, <0, 1> 
(Sugerencia: En cada caso, seguir los pasos del Ejemplo 10) 


. Indicar el número de raíces reales de la ecuación Зх + 15x - 10 = 0, usando métodos 


analíticos (sin resolver la ecuación) 


Mostrar que la función f(x) = л + px +q no puede tener más de dos raíces reales siendo 
n par. y más de tres siendo n impar. 


Usando el Teorema de Rolle, probar que la ecuación 7g(x?^ - 5х + k) = 0 tiene a lo más 
una solución real en el intervalo <-7/3, 7/3 >, siendo k una constante arbitraria en IR. 


Sea f una función dos veces derivable en un intervalo abierto. Si f (a) = f (b) = f (c), 
donde a < b < c son tres puntos del intervalo, demostrar que Jd € «a, c» / f "(d) = 0 


(Sugerencia; sean c, € «a, b» y c; € «b, œl f' (c) = f'(c;) = 0 y aplique el Teorema 
de Rolle. Luego, use nuevamente el Teorema de Rolle a f'sobre (сү, с] c [а, c] = 
d € (су, c;] / f"(d) = 0 


Mostrar que el polinomio Р(х) = x? - бх? + 9x - 1, tiene exactamente una raíz en el 
intervalo «1, 3» 


En los ejercicios 45 al 60, usando el teorema del valor medio, demostrar las desigualda- 
des dadas. 





X | X 
|--45 ‚ Хх >20) 46. ---.,М 0 

D EST X EN D) + Хо» 
Таха Зай х car тэ 

2 8 2 X 

x? х? 

Cosx21--> 50. Sen x z x———, V x20 
2x ; ! 2 | 
y < 560 х <х,51 x e [0, 142] 52. х< 16 x Senx,st x є <0, п/2> 


Cos ax — Cos bx «Ib-al,x 0 54. Senx +Tgx>2x,six є «0, 1/2» 








х 
х | х ; 
l-> < < | -— = , SI xe <-], 0» 
2 Ji+x 2(1-ху 
ny" (x- у) Sx'-y' < nx (x- y), siye «O,x], ne Z 


X 


2414 x 


] 4 





< 14-х «des. si -I< x «0, x »0 
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59. 


61. 


62. 


63. 


65. 


66. 


67. 


68. 


69. 
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бан < arc Tg b — агсТра < мас он x 5 
1-5 EIN 
X л | 
5 асТЇх«х.ҮУх»?0 60. асТох«---(1-1 six > | 
х El дэн x 


3 4 x а 
Demostrar que: 5 y 2 T (3) ez o PU odd 
3 4 25 Енев 3 4 6 


3 
X 





Dada f(x)-arc Tg x - x + ^ , use Іа derivada para probar que: 


х= сс < arc Tg x. si x >0 


Usando el Corolario 2 del T. V.M., resolver là ecuación dilerencial 


|. (x)=6 Соз" x Sen x + 2x – 5 
1(0) -1 

Usando el T.V.M. o de Rolle, demostrar: Si / y g son dos funciones continuas en 
[a, b] y derivables en <a, b» y cumplen, f(a)= gla) y (х) < g'(x), V хє <a, b». 
entonces f(b) < g(b) 

Si f y g son funciones continuas en [a. |, a < b que satisfacen: 

fla) < gla) y f(b) > g(b), entonces demostrar que 3ce <a, b» I f(c)= g(c) 


a) Aplique el TVM. a f(x) = Jx en 1100, 101] para demostrar que 


| 
ДО =10 + 
24/Їс 


para algún número c € «100, 101» 





b) Demuestre que 100«с«101, entonces 10 < 4с «105 y use esto para concluir 
de la parte (a) que 10.0475 < 4101 < 10.0500 


Use el teorema del valor medio para demostrar que: 
1 | 
34 < VB <3+= 
28 27 
Sean f y e dos funciones reales continuas en [a, b]. derivables en <a. b> y tales 


que f(a)— Jb, РФ) = J-a. в(а) = -а, g(b)=b. Demostrar que existe un c € «a, b» 
tal que g (c) = -2 f(c) .f (c) 

Aplicando el Teorema de Rolle a f (x) = x Sen x, pruebe que existe un & € «0, n> 
tal que Те Q = —0 


Sección 5.4: Criterios para las funciones crecientes y decrecientes 





CRITERIO PARA LAS FUNCIONES CRECIENTES 
Y DECRECIENTES 





-- ym 
> IR unà 21: 10 une (9 


Е ón dci Se 





En efecto, sean x, x; € Dom (f), tales que a«x, «x, « b 
Por el T. V.M. sabemos que d хє «x, xi»| f(x) - f(x) = (5 - xj) .f' (с) 
Por hipótesis f'(x) »0, V x € «a, b» => f (c) >0 y сото x, «€ x; 2x- x,»0 
Lo cual implica en (2) que f(x;) - /(х,) 2502 f(x) < f(x) 
Por tanto, de (1) y (4) se sigue que: 
f es creciente V x e «a, b» 5 


ль шоо – 


La demostración del segundo caso es similar y el tercero se vió en el Corolario del teorema del 
valor medio. 





Nótese en las Figuras 5.15 y 5.16 para funciones contínuas que 

f (х) sólo cambia de signo en los números críticos, por lo tanto. 

para determinar donde f es creciente o decreciente es conveniente seguir los pasos siguientes: 

l. Localizar los números críticos 

2. Observar el signo de f (х) en un punto de cada intervalo determinado por dos números 
críticos consecutivos 


3. Según el Teorema 5.6, decidir si f es creciente o decreciente en cada no de esos interva- 
los prueba. 





FIGURA 5.15 FIGURA 5,16 
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1 ) Hallar los intervalos en que f(x) = 222 + 3x - 12x 
es creciente o decreciente. 








1. Localización de los números críticos: 
Т (х) = 6x + 6x - 122 6(x +2) (x - 1) 
Si /(5):50 =(126-1)=0 €» х=-2 у х=1 
Como f está definida en IR, x=-2 у х = 1 son los únicos números críticos que dividen al 
eje X en tres intervalos abiertos: «-eo, -2>, <-2, [>. <].+оо> 
2. LaTabla 5.2 resume el comportamiento de f еп cada uno de estos intervalos 
TABLA 5.2 








Trazamos los puntos críticos (-2,20), (1,-5) y el punto (0,0), (la curva pasa por el origen). luego 
usando la información de la Tabla 5.2, obtenemos la gráfica de f mostrada en la Figura 5.17 





Los valores prueba de la Tabla 5.2 se han escogido por conveniencia, pues, 
podrían haberse usado otros. Además, para determinar el signo de f'(x) no es nece- 
sario evaluar f'(x) en los valores prueba, sino por intermedio de la regla de los signos. Así, 
podemos determinar que f (-3) es positivo de la siguiente mancra: 


f (-3) = 6 (negativo)(negativo) = positivo 





FIGURA 5.17 FIGURA 5.18 
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=MPLO 2) Hallar los intervalos en que f(x) = €^ (x - 5) es creciente o decreciente 
БОТ I. Localización de los números críticos 
Foza” ауж(х-5 (Fa) ЭШ 


Como f'(xX) 20 en x=2 у f'(x) no está definida en x= О, los números críticos son 
x=0 у x=2, que determinan en el eje X los intervalos <-%, 0», «0,2» y «2, +00> 
2. La Tabla 5.3 muestra las pruebas realizadas en cada intervalo resultante 








TABLA 5.3 





La figura 5.18 muestra la gráfica de f donde las flechas indican el crecimiento y decreci- 


miento de la función en los intervalos prueba. x 


Nota | Los Ejemplos I y 2 muestran a funciones que eran continuas en todo el eje real. 
. Si el dominio de una función f incluye puntos de discontinuidad, estos puntos 

deben usarse junto con los números críticos para determinar los intervalos prueba, como se 

indica en el ejemplo que sigue. 

2 


Hallar los intervalos en los que la función /(х) = ES 
X — 





es creciente o decreciente 
1. Localización de los números críticos 
(х? = =X (20) Y 18 х 
-9) | (xt -9y 
Como f'(x)20 en х= 0 y f es pim en x= + 3, entonces x = © es un número 
critico y х= +3 son puntos de discontinuidad. 
Utilizaremos estos valores para determinar los intervalos prueba 
<-00, -3>, <-3, 0>, «0,3» y <3, +00> 
2. Determinar el signo de f'(x) mediante la construcción de la Tabla 5.4 que resume lo que 
ocurre en cada uno de estos puntos. 





Р(х) = 
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TABLA 5.4 


—— ——— 22, 





11514231 


La gráfica de la función se muestra en la Figura 5.19 donde se puede notar las asíntotas 
verticales х= + 3 y la asíntota horizontal y = 1. pues lim f(x)21 is 


Cabe señalar que las condiciones f'(x) » 0 y f'(x) «0 noson necesarios para el crecimiento 
y decrecimiento alternativo de la función diferenciable en los intervalos prueba adyacentes. El 
siguiente ejemplo muestra que tal cosa no es cierta en general. 





Hallar los intervalos еп los que f (x) = (2 - x)! es creciente o 
decreciente. 





1. Localización de los números críticos: f (x) = -3 (2 - xy 

Si f'(x)20—2-x20 => x=2es un número crítico 
2. Como (2-xy»0, Үхє В - {2} >f'009<0, V x e Dom(f) - {2} 
3. Luego, f es decreciente en <- со, 2» y en «2, +00> 


En la figura 5.20 podemos observar que la función es realmente decreciente en toda la 
recta real. " 





FIGURA 5.19 FIGURA 5.20 
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Si g(x)« h'(x), V x e «a, b», demostrar que si 
Хү Х, Є «a b» y Si x,€ x, > gix) - g(x,) <A) - hix) 


1. En efecto, sea la función 
РО) = р(х) - h(x) => f'G) = g'G) - h'(x) 

2. Porhipótesis, g'(x)« h'(x) = р(х) - А (0) <0, V x e <a, b» 
3. Entonces en el paso (1), f'(x) «0, que por el Teorema 5.6, f es decreciente, V хє <a, 

b» 

Luego, por la definición de función decreciente: 

Si х.х E «a,b» y sí > > f(x) < FG) 

= (9) - ha) < gx) - Аб) 

^ 8 (0) -р(х) < А) - hix) m 











EL CRITERIO DE LA PRIMERA DERIVADA 


Si se conoce los intervalos en los que una función es creciente o decreciente es fácil 
localizar sus extremos relativos. Un máximo relativo o local aparece cuando la función deja 
de crecer y empieza a decrecer. Un mínimo relativo o local aparece cuando la función deja dc 
decrecer y empieza a crecer. El procedimiento se explica en el siguiente teorema. 


TEOREMA 5.7 El criterio de la primera derivada 
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Probaremos el primer caso 





1. Supongamos que f (х) cambia de (+) a (-) en c. 
2. Entonces existen a, b є I. tales que 
f(x)»0, xe <a, c» y /(1)«0. М x € <c, Б> 
3. Porel Teorema 5.6, f es creciente en <a, c» y decreciente en «c, b» 
4. Luego, (c) es un máximo para f en el intervalo abierto <a, b», y en consecuencia, un 
máximo relativo de f. ai 


El siguiente ejemplo ilustra la representación gráfica de una función polinómica 


) 6 ) Hallar los máximos y mínimos de la función 
Р(х) = + 4x* - 2! - 12x. Esbozar su gráfica 


1. Por ser f una función polinómica, está definida V хє IR 








2. Nótese que para x= 0, /(0)-0, es decir, la curva pasa por el origen 
3. Localización de los nümeros críticos 
Р(х) = 4x + 12 - Ax- 12 = 4(x+ 3) (х+ 1) (x- 1) 
Si f(x)20 > x=-3, x= - 1 y х= 1 son los números, pues f está definida V хє IR 
4. En estos números críticos la función tiene por valores: 
fC3)2 (3) + 4(-3y - 2(-3) - 12(-3) = -9 => А(-3, -9) 
/(-1)= CD*«-4(-1)? -2C1?- 120-1) = 7 = В(-1, 7) 
РС) = (1) + HIY- A- RUN =-92 = СО -9) 
5. Ahora examinaremos el signo de f'(x) construyendo la Tabla 5.5 que muestra un formato 
práctico para aplicar el criterio de la primera derivada 


TABLA 5.5 
Creciente | Decrecienté | Creciente 















ерх) OO =- 


: me T 
1 Gi "C^ 1 


С 


n у=» Гу, EA 
"Creciente 13 лег 
Dn E — — 


Extremos 





6. Delatabla deducimos que existe un mínimo relativo en A(-3, -9) y C(1, -9), y un máximo 
rclativo en B(-1, 7) 
7. Con esta última información dibujamos la gráfica de f mostrada en la Figura 5.21 


Los dos ejemplos siguientes ilustran la representación gráfica de una función seccionada. 


Hallar los máximos mínimos y esbozar la gráfica de la función: 


foame ,Six«0 





7-(x-2) ,.ях20 
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z 
2 І " 
FIGURA 5.21 FIGURA 5.22 
1. Designemos рог f(x) = /25-(ха4у ,Six«0 
y por /, (х) 27-(x-2)s x20 
2. Eldominiode f, está dado V x e [0, +00], mientras que el dominio de f, está restringido 
por el radical, esto es 
Jf, e [25-(x+4P >0] ^ (x < 0) 
€» (5<€x+4<5) ^ (x«0) e -9 < x< 02 Dom ($) = [-9, 0> 
3. Ѕе debe advertir que en las funciones seccionadas es necesario estudiar la continuidad en = 
los extremos contiguos de los intervalos de definición de cada subfunción, pues éstos 
pueden llegar a ser números críticos. Ф 
En este caso debemos averiguar como se comporta la función еп х = () T 
Como lim /(х)-4/5-(044) 23 у lim f(3)-7-(0-2Y =3, Ё 
xU x3:)»* ий 
podemos afirmar la continuidad de f en x=0, luego éste es un número crítico. 
а 


4. Localización de otros números críticos: 


x+4 


—————————,sixe[-9,0» 
Р(х) = [25 —(х +4): 
-2(х-2) , si x € [0, +œ > 


Si (0) = 0 > (х+4= 0) ^ (x-220) = xz-4, х= 2 
5. Enestos números críticos la función tiene por valores 
РСА) = Y25-(4+4Y 25;  f(0)27-(0-2y-3; | fQ)=7-Q-2?=7 


6. Ahora examinaremos el signo de f'(x) para saber donde f es creciente y donde decre- 
ciente, constituyendo para ello la siguiente tabla. 
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TABLA 5.6 


Extremos 





7. De la Tabla 5.6 se deduce que hay un máximo relativo o local en A(-4, 5), un máximo 
global en B(2, 7) y un mínimo local en C(0, 3) 
8. Con toda esta información dibujamos la Gr(f ) mostrada en la Figura 5.22 





e ¿SEXE <-—oo, 2] Cfi) 





Sea la función f(x) = 
dte ,Sx€«2, +œ > (f) 


I)  Hallar todas las asíntotas 
II) Hallar los extremos relativos e intervalos donde la función es estrictamente creciente y 
decreciente, y hacer un dibujo de su gráfica 


¡Solución I) Determinación de las asíntotas 





a) Asintotas horizontales: y= Jim (х) = m (. E | = () 
e Tx 


=> у = () es una asíntota horizontal izquierda 


y= lm f(x) = lim (+- 1 + | = oos — Й asíntota horizontal derecha 


b) No hay asíntotas verticales, pues no existe un número x, ¡lim f(x) = tos 
xxi} 





c) Asíntotas oblicuas: En f, no existe asíntota oblicua pues se trata de una función racional 
propia.(el grado del numerador es menor que el grado del denominador). En cambio en 


cA 1 
f; si existe asíntota oblicua, pues cuando x — +œ, — — 0 , entonces y =x+ 1 es una 
х 


asíntota oblicua derecha. 


ID Determinación de los extremos relativos 
l. Analicemos la continuidad de fen x=2 


72 12 а аы 1 


5 
hm fG)911;75: hm £(0=2-7+l=> 
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Como lim /(х)ж lim f(x) > f esdiscontinuaen х= 2, бе тойо дие x=2 no 
12^ 12* 2 


es un número crítico. 
2. Localización de los números críticos 





l- | 9 
——á2..s58x€«-—o»,2» 
ажал?) 
Р(х) = 3 
x +1 ; | 
: Six e€«2, «oo» 
X 


Si fœ) = 0 > l1- x*zO0 © x=-1, x= 1 sondos números críticos pues f, está 
definida V x € «-ee, 2] 
Nótese que f, no está definida en х = 0, pero como 0 € «2, чеө», entonces x = 0 
no es un nümero crítico. 

3. En estos números críticos la función toma valores: 


1 | | 215 
ш үг => MEL, =1£2Y; AUTE 2 B0. 1/2) 


4. Ехатіпагетоѕ el signo de / (x)= ко mediante la construcción de la si- 
guiente tabla: 
TABLA 5.7 


E — fas « — 


E 2 Е M Ү A нт 
24! 





- 
— MÀ 
x E - 
г» y гч = 
to) AX | 15 J 
4 B | 





CX. CXO., | CO 
| * * + 
| decreciente | creci : К decrec 


Extremos 


5. Delatabla 5.7 se deduce que la función es decreciente en 


x € «-со,-Ї» vU «1, 2» y creciente en x € <-1, 1». Además hay un mínimo relativo en 
A(-1,-1/2) y un máximo relativo en B(1, 1/2). 


6. Como f'(x) >0, V хє «2, tee», noexisten extremos para f,, es decir f, es creciente en 
todo su dominio. 


7. Finalmente con toda esta información dibujamos la gráfica de f, mostrada en la 
Figura 5.23 


El siguiente ejemplo muestra una función cuya derivada no está definida en un punto 


Hallar los extremos relativos de la función f(x) = x” {x - 4 por 
el criterio de la primera derivada. 
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FIGURA 5.23 F FIGURA 5.24 


1. La función está definida V x € R 
Obsérvese que /(0)-0 y /(4)-0, es decir, la curva intercepta al eje X 
en los puntos (0, 0) y (4, 0) 
2. Localización de los números críticos 


f G)2x'" [2(x-4)] + (x-4) E SUE 


OK FA) = 05 (14 Хх-4)20 ЕУ x=UvV x= 4 
Como f(x) no está definida en x=0, los números críticosson x=0, х= 1 y х= 4. 
3. En estos números críticos la función toma valores: 


f(0)=0 , F(D=9 y f(-0 


4. Determinaremos el signo de f'(x) mediante la construcción de la siguiente tabla. 


2-1 | нь [ас] 
та ИГ. х 





8(х— = —4) 


CAE) Жа 


Extremos 





4. De la Tabla 5.8 se deduce que la función tiene un mínimo global en (0, О) y B(4, О), y un 
máximo relativo en A(1, 9) 
5. Con esta última información dibujamos la gráfica de f mostrada en la Figura 5.24 


6. Nótese que en x 2 0, al no estar definida f'(x), la gráfica presenta un punto anguloso. = 
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Si la función f (x) шах + bà + cx + d. tiene extremos relativos 
en А(1, 17) y B(-2, -10), hallara, b. c, y d. 





Solución La definición de extremo relativo implica que f(1)= f'(2)=0 


"n : Parax=1 : 3a+2b+c=0 (1) 
A dar Soie cc үнэн x=-2 : l2a-4h+c=0 (2) 
Además, si A(1,17) є Gr(f) => a+b+c+d=17 (3) 

B(-2, -10) € Gr(f) => -8a +4b-2c+d= -10 (4) 
Resolviendo simultáneamente las ecuaciones (1). (2), (3) y (4), obtenemos: 
üz: hb=3, e=12 y d= 10 ў 


"EJEMPLO 11 | Sea la función f (x) = ах + bx? + c, si se conoce que la función f 
tiene un extremo relativo en x= 2 y que la ecuación de la tangente en el 
punto de abscisa x= | es Y: 12x+4y= 13, hallar los extremos relativos de f. 





Solución Сото f tiene un extremo relativo en x 22 => f'(2)=0 


y si f'(x) dax! + 2bx > 32a 4b - 0 > 84-7-0 (1) 
El punto de tangencia Р(1, y) e £> 12(1) -4у-:13 © у= 1/4 = Р(1. 1/4) 


Además: Р(1, 14) e Gr(f) > ¿=a+b+e (2) 


y si f'(1) 2-3 (pendiente de la tangente) — 4a + 2b = -3 (3) 
Resolviendo el sistema de ecuaciones (1), (2) y (3), obtenemos 


а= Y, b=-2 y с-2 > f=} х -2x +2 


l. Localización de los puntos críticos; f'(x) = x -4x = x(x +2) (x- 2) 
Si f'(x) = 0 > x =-2, x=0, x= 2 son los números críticos, pues la función 
está definida V x e IR 

2. Enestos números críticos la función toma los valores: 


£2) = 1 C2) -2t-2y «22-2 = A(2, 2) 
f(0) = 1 (0)* 200) +2= 2 => В(0, 2) 
FD = 4 QY-22y +2=-2 > СО, 2) 


3. Га Tabla 5.9 resume las pruebas realizadas en cada intervalo para hallar el signo de 
Г) = х(х+ 2) (1 - 2) 
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TABLA 5.9 


M3 


TE E X- наг =. (- ә ы | Ёныг )-- шан 
[creciente | 





4. Dela tabla concluimos que la función f tiene un mínimo relativo en A(-2, -2) y en 
C(2, -2), y un máximo relativo en В(0, 2). = 


Hallar todos los extremos relativos de la función 
f(x) = Sen?x + Sen x. en el intervalo (0, 27] 








l. Localización de los números críticos 
f (x) = 2 Sen x Cos x + Cos x = Cos x (2 Sen x + 1) (0) 
Sif'(x) 20 Cosx(28enx+1)=0 €» Cosx=0 v Sen x =-1/2 


(:- 5. 3a) vam Imola) 
a ыд BA 


1. =. 


* 


: ЗЕ m 
Luego, los nümeros críticos son: x — 2 


с\| «3 
NIU 


ы 
6 
2. Determinación del signo de f (x) 
La tabla 5.10 resume las pruebas realizadas en cada intervalo que los nümeros críticos 
determinan. 
TABLA 5.10 
zu 


exor | етене | sacan 
ax. епх = 
0,7905 deren 
E decreciente | Min. en x= 7x/6 


Extremos: 


746, зал» 0021 
- | Max. en x = 3072 
- ) Min. en х= 11л/6 

«Пл, 2л> (xoc 





3. De la Tabla 5.10 concluimos que la función f tiene dos máximos relativos en А(7/2, 2) y 
С(3л/2), y dos números relativos en B(71/6, -1/4) y D(1 17/6, -1/4) 


5. Lagráfica de la función se muestra en la Figura 5.25 
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FIGURA 5.25 





13 | Sea la función го и(2 





шан 

2 +1 
Hallar el dominio de la función, interceptos con los ejes coordenados, asíntotas, los intervalos 
de crecimiento y decrecimiento, los máximos y mínimos relativos si existen. 


Solución! |. Dominio de la función: f(x) = La UM 


La función real сэ (x- 1(x-2)» 0» => х« Ту x»2 
 Рот(/) х € «оо, I» U «2, +00> 
2.  Interceptos con los ejes coordenados 
Mi 0 e$ dtr 07392 
х +l х! 
De donde; х2 + 1 =x -3x+2 © х= 1/3 > A(1/3, 0) 
Eje Y: Six=0 = Ln2 = В(0, Ln 2) 


3.  Asintotas. 


Eje X: Siy=0 = o- i| 


+1 


Luego, y = () es una asíntota horizontal en ambos sentidos 


a) са horizontales: у = Jim f(x) = Ln E (2) = Ln(1)=0 


b) Asíntotas verticales: — lim f(x)= Ln E Тийн 0T (0) e Los 
al 


(105 — TO 
lim f(x) = Ln == (4T) = Ln (0) = 


Entonces х= 1 y х= 2 son dos asíntotas verticales hacia abajo 
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4. Intervalos de crecimiento y decrecimiento 
Хбх) = En (X - 3x +2) - En (X + 1) 
2х-3 2х 3x —2x-3 


= ГО аваа а X +1 — (х=) 200х241) 


Si /0)-0 = 30 -2х-3=0 e х-1(1-40) v x, => (15410) 


Pero x, = 1.38 @ Dom (f), luego x, = 0.72 es el único número crítico, con el que 
formaremos los intervalos prueba junto con los números x= | y x=2 
La Tabla 5.11 muestra las pruebas realizadas en cada intervalo resultante 


TABLA 5.11 


чта 
| 


<2 
| T ^ = 
AA ara + Lá-- | Nodefinida |; уллу 
шини CO (—)(—)(+) CEE) 


M Conclusión — 2 creciente decreciente | No definida creciente 


5. Observando las conclusiones de la Tabla 
5.11 podemos afirmar que en x= -0.72, 
la función tiene un máximo relativo cuyo 








valor es 
f(-0.:72) Ln (70.72) —3(-0.72)+2 
(0.72) +1 
Р , 4.6784 
"TESSA 


= Ln (3.08) = 1.12 
6. Lafigura 5.26 muestra la gráfica de f don- 
de las flechas indican el crecimiento y FIGURA 5.26 
decrecimieto de la función en los interva- 
los prueba. = 


EJERCICIOS . Grupo 42 


% Еп los ejercicios 1 al 36, hallar los números críticos de f (si los hay), los intervalos de 
crecimiento y decrecimiento y localizar los extremos relativos o globales. Hacer un bos- 
quejo de la gráfica de cada función y marque los máximos y mínimos locales. 

. Ро) = х - бх? +15 2. рб 20 

3. fW = 1/5 х*- х 4. р(х) = - 802 +10 





kim 
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8. f(x) = Зх -8x - бс + 24x +2 
7. fO=(02+1 (1 - xy 


9. f(x)-x'-8x +7 
11. f(x) = 3c - 20x" 
13. f(x) = 2х* + 3€ + бх 


15. f(x) = 8х*-л* 
17. f (x) = x (x- 1)” 


19. f (x) = x'^(2 - ху" 
21. f (x) = (4x - a)" (2x - ay? 
l=x 
23. -- 
fen -х-4 
25. EER 
fe) x +2х +4 
-x-l 
en 109 =52 xl 
2x+9,sí x &—2 
цай. E S8 х>—2 
31. /(х)- 25— /25-(х 47) ‚їх<—2 
six >—7 
2+х” Si х<—7 
33. f(x)=32 .si0€x €3 
2-(x-3Y, si x 53 
(x49) -8 ysix<-7 
35. /(х)-4-425-(х44) , si 
(х-2)-7 Six 0 
37. Hallar 


6. 
8. 


10. 
12. 
14. 


16. 


18. 
20. 


22. 


24. 


26. 


30. 


—7<х<0 36. f(x) =45—x 


f(x) = За - 25v + 60x + 10 
у(х) = Зх - 5х 

у(х) = Зх - 41 - I22 + 8 

f(x) = Зх - 25x* + 60x 

Р(х) = Зх + 4 - 306 + Збх - 8 
Ро) = Ay) 

үх) = х (х - 16) 











Р(х) = Qt 1) (х-2)” 
FO) = (х - 3) (х - D^ 
ES ous 
= ? +2х+4 
xxl 
E —x+l 
A uic 
Ps Xx —c2YF2 
| j4- (xS) ,si x «—4 
 dUI2-QetD VW xx-4 
Pas AS 
f(x)six -1,si -I€x «2 
П ¿AE x2 
x—6 , X €«—o,6» 
fix)=}~44-(x-8} , хє[6, 10] 
20-2х ‚„ хє <10,+ә> 
12-(x-5)"' ,8їх5-3 


—3<х<—] 


, si 
J10 -(x - 7? ‚ Sİ x»-l 


a,b,c y d tales que f (x) = ax? + bx? + cx + d tenga un mínimo relativo 
en (0, 0) y un máximo relativo en (2, 2). 


38. Hallar а, by c tales que f(x) = ах? + bx + с tenga un extremo relativo en (5, 20) 


y pase por (2, 10). 


39. Hallar las constantes a, b y c tales que el gráfico de la función f (x) - ax? bx c 
tenga un extremo relativo en (5, 12) y corte el eje Y en (0, 3). 


40. Dada la función f (х) = (x^ + 5х? + Зх - 9), hallar los intervalos de crecimiento y 
decrecimiento, los extremos relativos y bosqueje el gráfico. 
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41. Hallar a, b, c y d de tal manera que f(x) = ах‘ + bx* + сх + d tenga extremos relativos 
en los puntos (1, 2) y (2. 3). 

42. Hallar una función polinómica f(x) = ах + bx + сх + dx + e (donde no todos los 
coeficientes son nulos) que satisfaga: 


i) El gráfico de f pase por el origen de coordenadas de tal manera que la tangente en 
dicho punto sea horizontal. 

ii) f tenga un extremo relativo en x, = -1 

ili) х= 1 sea un punto crítico деў. 


а 
43. Una función y — f (x) está definida por 2+5) (х-Р) = с, donde u, b y с son 
constantes positivas. Demostrar que esta función no tiene máximo o mínimo relativo en 
«b, +00>, sic >80/ 27р. 


44. Graficar f(x)= ax! * bx? * cx d de modo que la gráfica de f tenga un extremo relativo 
en (-1, 5) y que la ecuación de la tangente en х= 3 sea la recta £: 24x + y - 83 = 0 


45. La venta de fertilizantes de una fábrica sigue el esquema cíclico 


т 2n(t —60) 
Е = 100,000 [ +Sen[ F | 


con F medido en libras y t en días. Si t =1 representa el 1 de Enero, qué día del año se 
produce la máxima venta? 


- > | 
46. Para qué valores de a, la función f(x) = a Sen x + ^ Sen Àx tiene el extremo relativo en 


x=1/3. Será un valor máximo o mínimo. 


9, 
e? 


En los ejercicios 47 al 54, hallar los números críticos de f (si los hay), los intervalos de 
crecimiento y decrecimiento, localizar los extremos relativos y globales. Hacer un bos- 
quejo de la gráfica de cada función y marque los máximos y mínimos. 


47. ро) = 5 + Cos x, x e (0,281 48. f(x)= 5 —Senx, хє «0, 2n» 
49. f (x) = Sen x Cos x, x € [0, 211] 50. f(x)-Senx(l + Cos x), x e «0, 21» 
51. f (x) = Sem? x + Cos, хє [0, 2л] 52. f(x)-2Sen x + Cos2x, x € [0, 211] 


53. f (x) = Sen 2x + 2 Cos x, хє (0,2л| 54. f(x)-Sen3x-3 Sen x, x € [0, 2n» 





EL CRITERIO DE LA SEGUNDA DERIVADA 





Ya hemos visto que Ia determinación de los intervalos en que una función f crece o 
decrece es útil para trazar, con relativa exactitud, su gráfica. En esta sección veremos que hay 
otros aspectos de la gráfica de una curva que requiere el estudio más detallado de la derivada. 
es decir, la localización de los intervalos donde f" crece o decrece. En tal sentido, los conceptos 
de concavidad y punto de inflexión están en juego. 
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Sea entonces una función f : IR — IR, diferenciable en algún intervalo abierto I que 
contiene al punto c є Dom (f). Consideremos la ecuación de la recta tangente T que pasa por 
(c, f (c)). con pendiente / (с): 

TW - f(c) ftc) .(x- c) 2 Т(х)=/(с)+(х- с). (o) 
y la función auxiliar: Е(х) = f(x) - T(x) 
> E(x)= f(x) - f) -x- e) f Xo) 


Definición 5.4: CONCAVIDAD HACIA ARRIBA 


Se dice que la gráfica de una función f(x) es cóncava hacia arriba en el punto (c, Рс) 
si se cumplen las condiciones siguientes: 





$ _ fesderivable en el intervalo abierto <a. b» c Dom (f) 
п)  f'escreciente en <a, b», es decir, / (x) 20, Y хє «a. b» 
ii) Existe una función E(x) > 0, Ул є «a, b» - {c}. en un entorno 
de c para el cual E(x) — f (x) - Tu), y 
T(x) = f (c) + f (c) . (x - c). Esto es 
Г(х)> TG)» /(х) > f (c) .(ix- e)» ftc). v xe <a b» - (c) 


Geométricamente significa que la gráfica de f está localmente por encima de la tangente T que 
pasa por (c, f (c)). La figura 5.27 muestra esta propiedad. (Lo denotaremos por wy) 





FIGURA 5.27 FIGURA 5.28 


Definición 5.5: CONCAVIDAD HACIA ABAJO 


Se dice que la grálica de una función f (x) es cóncava hacia abajo en el punto (c, f (c)) si 
sc cumplen läs condiciones siguientes 


i} . fes derivable en el intervalo abierto <a, b» c Dom (f? 
i) — f'cs decreciente en <a, b»; es decir, /' (c) «0, Y хє <a, b» 


umi = — 2-- 


568 Capítulo 5: Aplicaciones de la Derivada 


E = j 
2 a еы a 


Т. na э aci Arras 6 ЫГА» 
SA! LC UNA LU "6n EF X) < 





Geométricamente significa que la gráfica de f está localmente por debajo de la tangente que 
pasa por (c. f (c)). La figura 5.28 ilustra esta propiedad. (Lo denotaremos рог ©) 

Para determinar la concavidad sin ver la grafica de f, podemos usar la segunda 
derivada para saber donde crece o decrece f', en idéntica forma que usábamos la primera 
derivada para conocer donde crecía o decrecía f. 

El siguiente teorema establece la relación entre la concavidad y el signo de la segunda 
derivada. 


TEOREMA 5.8: Criterio de concavidad 








1) Según la Definición 5.4 debemos probar que 
fO>f' (е).-(х-с) +f(c), V xe I-(cl 
1. En efecto, si EG) = f wW - (с). (x - e) + (с) > ЇЕ $ de ye (c) 
2. ME (у= f'(x)-»E" (c) f ' à) 
Pero como, por hipótesis, /"(с) > О => Е"(с) > 0 
, ЈЕ(с)= fte) Р (с) (сс) - у0(с)= 0 E 
3. Además, en (1): AIC A Me pa E(c)- E (c) 
4. Porla definición de derivada: 
tim E G2- E () _ 


E” (c)z lin m Р'(с) > 0 (Paso 2 y por hipótesis) 
S. Luego, por el paso 3, si E'(c)=0, V x є Vg (с), existe una б > €, tal que si 
0«Ix-c«8 s EC) >0 
хс 


Ss «c-0,c*0»- (c) y E) > () 
x—c 
а) Sic- < х < с, es decir, x c «0E (x) «0 


6. De donde: F Si c < x < c+, es decir, х-с»0-эЕ(х)»0 
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7. Luego, por el Teorema 5.7, E(x) es: 
a) Decreciente en cl intervalo | c - б, c», pues en particular, si . 
x«c => E(x) > E(c) 
b) Creciente en cl intervalo «c, c + б], pues en particular, si 
x»c > E(x)» E(c) 
8. Enconclusión, V xe Vj (c) se cumple que E(x) > E(c) 
Pero como Б (с) -0 (paso 3) -эЕ(х)»0 
—fG)-f'().(x-c) -ftc) 50 
-—f(0»f'(c.tx-e-fíc) 
lo que queríamos probar. 


u) La demostración es similar. 


Neta El sentido de la concavidad es un instrumento eficaz al esbozar la gráfica de 
una función continua o discontinua. . Es por ello que es muy importante seguir los 
siguientes pasos para hallar los intervalos de concavidad hacia arriba o hacia abajo. 


Ч Localizar los valores de x en que х) 2 O o f"(x) no está definida. 
2. Utilizarlos para delimitar los intervalos prueba. 


3. Hallar el signo de f "(х) en estos intervalos y concluir aplicando el criterio de con- 
cavidad (Teorema 5.8) 


El ejemplo que sigue ilustra este proceso para una función continua. 


«s | 4x 
Hallar los intervalos donde la gráfica de f(1)= 5 2 
хо 


es cóncava hacia arriba o hacia abajo. 
Solución 1. Cálculo de la segunda derivada: 
Гүхэг íUC 9490) — x(2x) HA x) 
(х +4) (x +4) 
+4) (2 Pei s fo dest X Suda +40225) _ 8л 83 - E 
(A dy (x^ +4) 
2. Como f '"(x) está definida en toda la recta real. hacemos / (а) = 0 y obtenemos: 
x -12ys0 $ x-, k= +23 


f'(x)24 


3. Ahora probamos el signo de f (х) en los intervalos «-es, — 24/3». <- 243. о>. 


«0, 243» y «2,3. +00> 
Los resultados se dan en la Tabla 5.12 y en la Figura 5.29 
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TABLA 5.12 


ps кис 


Cóncava Cóncava Cóncava Cóncava 
hacia abajo hacia айша hacia abajo hacia arriba 





FIGURA 5.29 FIGURA 5.30 


Para funciones discontinuas, los intervalos prueba han de formarse usando los pun- 
tos de discontinuidad junto con los puntos en que f "(x) es cero o indefinida. 





2 | Hallar los intervalos de concavidad de la gráfica de 








n= 
1. Cálculo de la segunda derivada 
| -(57-1)-х(2х).. хал 
f (x)= (x? == 1) Час (х? EE |)? 
(yo - G2 (23)-02 342202 NA) _ 25(х2 +3) 
f (x)= (х? Ede D (x T py 


2. Dado que f "(x) = О cuando x = 0 y la función es discontinua en х = +l, tomamos 
como intervalos prueba: «-es, -1 >, «-1, 0 >, «0, I», <l, «со» 


3. La Tabla 5.13 muestra el comportamiento de f” en cada uno de estos intervalos, y su 
gráfica se muestra en la Figura 5.30 


Se 
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TABLA 5.13 


—)(+) 





















Сопсауа Cóncava Concava 
hacta arriba hacia abajo hacia arriba 


Cóncava 
hacia abajo 


Conclusión 






Definición 5.6: PUNTO DE INFLEXIÓN 





Sea f una función y = un número. Supongamos que existen números a y 5 tales que 
a € c «€ b y además 


i) fes continua en el intervalo abierto «a. b> 
п) Хх) < Oen «a, с> y а) > Оеп «c. b» о 
f (x)»0en«a, c» y f"(x) < 0cn «c, b» 


Entonces el punto (c, f (c)) se llama a punto de inflexión 
El número c se llama número de inflexión 


Obsérvese que si la segunda derivada cambia de signo en el número c, entonces c es 


un número de inflexión, tal como ocurre para la función del Ejemplo 1. donde x =- 24/3, 


xc y x= 243 son números de inflexión. 
Si la segunda derivada existe en un punto de inflexión, debe ser cero. Pero puede no existir. e 
incluso no estar definida en él, como muestra el siguiente ejemplo. 


Examinar la concavidad de la función f (x) = х!^ 


Solución 1. Hallemos la primera y segunda derivada de f: 


Nótese que tanto f(x) como f(x) no están defini- 
das en x =.0, sin embargo el signo de 
f"(x) cambia en x=0, pues si tomamos como inter- 
valos prueba <-oo, 0» y «0, +00> veremos que si 


La concavidad cambia de sentido en x = 0, luego 
éste es un nümero de inflexión y (0,0) es el punto 
de inflexión. TE qe. E 
La gráfica de fse muestra en la Figura 5.31 FIGURA 531 


| 7 2 
q SEDE 


f (x)= 


x<0 > f'"(x)»0 Ф 
х>0 = (х) <0 A 
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TEOREMA 5.9: Puntos de inflexión 


— = — — Wem m == — 


Ls 


— у - ~. 
a4. — 


TELE I —— Ар Е З 3 ·.- E Cu AO RM A n 86 С-и; ог. аж, v > 
du sam. ASAS pa yr. Fia а Т Кы ү A SUD. К / = 3. b AA nd ТА 
LU e D. ( е ir Уу, | f > + | Y ' 4 22 : a 1 2210 ^ АД. 4! ї 1 | hU Ы! H 
UNE C! с. ES UUS ХУЛ card A AT d: 
S 








i) 51 f" (c) está definida, probaremos que f” (c) = 0 
En efecto: 

l. Sea la función g(x) = f' (x) = g (x) = f"(x) 

2. Porla definición de punto de inflexión, f"(x) y por ende g'(x} cambian de signo en x = c 

3. Luego, g(x) tiene un extremo relativo en x = c, esto es, g'(c) = О y como р'(с) = f "(c), 
existe, entonces f "(c) = О 
Si f "(c) no está definida, no hay nada que demostrar. 

п) Se sigue de la demostración del Teorema 5.8 (Queda como ejercicio) 


Hallar los puntos de inflexión y discutir la concavidad de la gráfica 
de f(x) = 3x! - бх? 








1. Derivamos dos veces la función y obtenemos 
Рх) = 124° - 12х = 12x (x+ 1) (x- 1) 
Рх) = 36€ - 122 12 (43x + 1) (J3x- 1) 
2. Para f(x) = 0, los posibles números de inflexión son х = + BB 


3. Construimos una tabla con los intervalos que estos números delimitan 


TABLA 5.14 | 


) 1-1) 40413054 | Г(0)-(41-)г- |А") = 0909) = 


3/3, 
= = + 





La Tabla 5.14 nos confirma que existen dos puntos de inflexión: 


Р,(-4/3/3, -5/3) Р,(4/3/3, -5/3). La gráfica de la función, simétrica respecto al eje Y (Función 
par), se muestra en la Figura 5.32 E: 
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Hallar los puntos de inflexión y discutir la concavidad de la gráfica 
бх 
1 +3 








de la función f(x)= 





1. Siendo la función continua V хє R, hallamos f'(x) y /"(х) 
6 (x? +3)(1)— х(2х) _ 6(3— x^) 


дон (х2+3)2 ES 
fu. *-3)'(-2x)- (3-х? o +3)(2х) _ 12х(х43Хх-43) 
(х? +3) (x 3) 


2. Рага f (x) = 0, los candidatos a números de inflexión son x 2-3, x=0 y x=3 
3.  Probamos en los intervalos que estos números delimitan 
«-eo, -3>, <-3, 0», «0, 3». <3, +00> 
Un resumen de los resultados se da en la siguiente tabla 


TABLA 5.15 


=== а= а= 


«3, co» 


Cx) cim CX у. eoe us 





La Tabla 5.15 muestra la existencia de tres puntos de inflexión: P,(-3, -3/2), 0(0,0) y P.(3, 3/3). 
La gráfica de la función, simétrica respecto del origen (Función impar), se muestra en la Figura 
5.33. . 








FIGURA 5.32 FIGURA 5.33 
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Si р(х) = ax* + bx? + сх? + dx + e, hallar a,b,c,d y е del tal modo 
que la gráfica de f tenga un punto de inflexión en I( 1,- 1), tenga al origen 
ella y sea simétrica respecto al eje Y. 





Si la gráfica de f pasa por el origen, entonces e = 0; además si f (x) = f (-x). 
V xe Dom (f), es decir, si f es una función par, su regla de correspondencia 
no debe contener potencias impares de x, por los que si 


b=d=0 = (х) = ах + сх 
> у(х) = 4ах + 2сх y Г(х)- 12ах? + 2c 


Ahora, si (1, -1) є Gr(f) => -1 = а(01) + с) © a +c=-1 (1) 
En х= 1, f(x) = 0 2 12a*2c-0 © ба+с= 0 (2) 
Luego, resolviendo (1) y (2) obtenemos: а = 1/5, с = -6/5 5 





La segunda derivada es también útil para comprobar sí un número 
crítico es un máximo o un mínimo relativo. Por ejemplo, sea с un 
número crítico para una función f y supongamos que f "(c) < 0. Si f " es continua es una 
vecindad que contenga a c, entonces f" permanece negativa en dicha vecindad. Esto significa 
que la gráfica de f es cóncava hacia abajo cerca de (c, f (c)), luego queda por debajo de sus 
tangentes. En particular, queda debajo de la tangente horizontal en el punto crítico (c, f (c)). 
como en la Figura 5.34. De modo que f tiene un máximo relativo en el número crítico c. 
Análogamente, si f (c) es un mínimo relativo, la gráfica de f es cóncava hacia arriba en 
una vecindad que contiene al número с. En este caso la gráfica de f está por encima de sus 
tangentes. 

Esta observación sugiere el siguiente criterio 


TEOREMA 5.10: El criterio de Га segunda derivada 


— "o 


UJ A^ OC УЛ! ene = несе о желе! Wo 7582: рч 
1 | fit А E ТЇ; ЭГ Н “л 755171 MI * "AE £F". £N DTA | 4 
е o y 2117 га He cu un 1 ve a Uil 57! ы | 1. CIL £ 





i) Supongamos que f'(c)=0 y que f"(c) «0 
Р (х) f) 


х= с 





1. Según la definición de derivada: f"(x)— lim | 


2. Por hipótesis /(с)-0 = f" (х) = lim (£9 


3. También por hipótesis, f "(c) «0, entonces la gráfica de f es cóncava hacia abajo, luego: 


Vxe Vio, 35»01840«1х-с14: 825 LU c0 
A6 
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4. 


1) 








De aquí se deduce que st: 

с-б<х<с > х-с<0) 

c«x«ctó —x-c»0 

De (3) y (4). por la regla de los signos se 
sigue quc: 

/'(х) >0, V x є<є-б,с> 

РО) «0. V x e <c, c+ 0> 

Сото el signo de f'cambia de positivo 
a negativo, por el criterio de la primera 
derivada, resulta que f (c) es un valor 
máximo local o relativo de f. 

Un argumento similar prueba que si 
f (c) 20 y f" (c) € 0, entonces, f (c) es un 
valor mínimo local orelativode f. m 





1 Uso del criterio de la segunda derivada 


Hallar los extremos locales de la función f(x) = Зл" - 206€ 


1. Localización de los números críticos 
f(x) = 15 - 60€ = 15x? (x + 2) (x - 2) 
SFOD=0=> (x42)(0-2)-0 © х-0, х--2, x-2 
Como el Dom (f ) = IR y / también existe en IR, esos son los números críticos. en donde 
la función tiene por valores: 
$ (2) = 3(2) -20(-2 264 = AC2, 64) 
f(0)2 3(0у – 2000) -0 =010, 0) 
f(2)2 325 - 20(2y =-64 > BQ, -64) 
Aplicación de la segunda derivada 


f") = 60x" - 120x = 60x (x + J2 X(x- J2 ) 


Entonces: 
Número crítico Signo de f "(x) Conclusión 
x=-2 f'C2)5CX2€)2-«0 => Máximo local = A(-2,64) 
x0 f'(0)20 — El criterio no decide 
x2 /"(2) = (+)(+)(+) --»0 = Minimo local = B(2,-64) 


Al ser f”(0)=0, el criterio de la segunda derivada no decide nada sobre el número crítico 
x=0. En este caso se debe recurrir al criterio de la primera derivada y examinar el signo 
de /Г(ху- 15x (x + 2)(x - 2) para x próximo a cero. Asi, si хє <-2, 0» — (х) «0 

x € «0, 2» =» f'(x) «0 
En consecuencia, f es decreciente V x € «-2, 2». de modo quc el punto (0, 0) no es un 
extremo local. 


La gráfica de la función se muestra en la Figura 5.35 ш 
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— | 8 6 Ae 
"LO B ) Esbozar la gráfica de la función Joy cad explicitando 


sus extremos locales, puntos de inflexión, los intervalos de concavidad. 





1. Localización dc los números críticos teniendo en cuenta que 
cl Dom (f)  IR- {0} 


fG)s 8? -6x' => fax) = -24х* +6 e» 0х) = SEO 
Si f'0)=0> (х+2) (x-2) 20€» x=-2,x = 2 son números críticos 


х= О ез un punto de discontinuidad 
2. Valores de la función en los números críticos 


6 
f(2) a (27) 1+3=2 = A(-2, 2) 
8 6 А 
Ko (0) хэн 


3. Aplicación dc la segunda derivada 


ГО) = 96x5- 12 => fa) = 2012-0042 +x) 
Y 


Nümero crítico Signo de f "(x) Conclusión 
x=-2 f'(-2)- Чэ 2 - -<0 Máximo local en A(-2,2) 
х=? f'a- Км +>0 Mínimo local еп B(2,-2) 


4. Intervalos de concavidad 


Dado que f "(x) = 0 cuandox=-2/2 y х= 242 , y la función es discontinua en x= 0, 
tomaremos como intervalos prucba 

<, -242 >, «242,0», «0,2242», «242,49. ` 
y como valores prueba: х= -3, x=-1,x=1lyx=3, respectivamente. Entonces 


Intervalos Signo de f ''(x) Conclusión 
хє «-ов,-2412 > FF (-3)- E ) =+>0 Cóncava hacia arriba 
хє«-242 0» f' (-1)= ЗАН > -«0 Cóncava hacia abajo 
хє «0,242» Р() = чин =+>() Cóncava hacia arriba 
хє «242 , oo» 17" (Зу к= с Cóncava hacia abajo 


(+) 
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5. Puntos de inflexión 
Sy f'(x)- 02» -242, xz242 sondos posibles números de inflexión. Los cambios 
en el senudo de concavidad obtenidos en el paso (4) aseguran la existencia de dos puntos 
de inflexión: 
1(42.—5 4244) y 2242.75 X248 
Finalmente la Figura 5.36 indica la gráfica de f conteniendo toda esta información. g 





- 


FIGURA 5.35 





Sean ар, бэ, 4, ....., Up números reales. Hallar el número х para 
que la expresión 





(a, - х)? + (a; - xy + (а, - xy + ..... + (a, - x)? sea mínima 
1. Sea f (x)= (a, - х)? + (а, - х)? + (а; - xy  ..... + (a, - х)? 
f(x) = -2(a, - x) - 24, - x) -Lay - x) - .... - (a, - x) 


= -2(а, НЕ а, + a; 58 а,) T 2nx 
2. Si f'(x)20-2-2(a, +a, t a, ....a,) +2nx=0 


| : А 
х= = (4, + a, + d, +... +а,) es un número crítico. 


| | ^ 
3. Como f"(x)22n»0, V ne №, entonces x= 4, C0 +a, + ad, + ....+4,) es un número 


para el cual la expresión dada es mínima. E 


(EJEMPLO 10) Si f (x) = (a, - Y + (a, - х2)? +... + (a, - xy, siendo 


ац, а, A, números positivos, hallar los valores de x para los cuales 
la función f presenta máximos y mínimos. 


578 Capítulo 5: Aplicaciones de la Derivada 


1. La primera derivada de la función f es: 
f '(x) = 2(a, - х?) (-2х) + 2(a; - х?) (-2x) ч....... + 2(a, - х?) (-2x) 
= -4x [(a, - x?) + (a;- x?) + .... + (a, - x*)] 
= -4x (а +а, +... +а,) - n x] 





2. Sif()=0=>x=0yx3==x* T аз 
n 


son los nümeros críticos 
3. Lasegunda derivada de la función f es: 
f'(x) = -4x [-2nx] + Ка, + a; +... +а,) - пх] (-4) 
= 12 nx? - 4 (a; + a4 ...+a,) 
4. Ahora usemos el criterio de la segunda derivada para decidir si en alguno de esos núme- 
ros críticos existe extremo local. 
/"(О) = 12n (0) - 4(а + а, +... +а,) = -4(а, +а +... жа) < 0 


te | 
f Ё (1а Ts Morsa ка) = I2(a, + а, +... +а,) – 4(а +a, +... +а,) 


=8 (а, +a, +... +а,) > 0 
5. Portanto, en х = О la función presenta un máximo local у en los números 


I 3s 
х=+ ү[— (a, +а, +... tä) , un mínimo local. de 
n 





EJERCICIOS . Grupo 43 


* Еп los ejercicios 1 al 14, indicar todos los puntos críticos y de inflexión. Aplique el 
criterio de la segunda derivada a cada punto crítico. Muestre la estructura de concavidad 
correcta mediante un diseño de la gráfica de las funciones dadas. 


1. f(x) 2x'-9x + 27x -26 2. f(x)2x-4x +2 
3. ў(х) = 2° - Зх? - 12x + 3 4. fQo)x-8xX = 
5. р(х) = 6 + 8х2 - х 6. f(x)=3x*-4x'- 125 - I 
7. РО) = 3 -25x + 60x 8. 12/(х)-(х-1) - 24(x - 1) 
9. 6ў(х) = 12 - 24х- 15x: - 2х" 10. у(х) = х? -30e + 160x 
11. f(x) = 6х - 5х + 2 12. ((ху-х (х+ 3) 
х“ +3 бх 
13. f (x)  —— 14. f(x)= SIS 


I5. Hallar un polinomio cübico con un máximo relativo en (3, 3), un mínimo relativo en (5, 1) 
y un punto de inflexión en (4, 2). 


16. Hallar un polinomio cübico con un máximo local en (2, 4), un mínimo local en (4, 2) y un 
punto de inflexión en (3, 3). 





17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


22. 


25. 
26. 


EJERCICIOS. Grupo 43: El criterio de la segunda derivada 579 


Sea f(x) = ax? + bx? + c una función cuya 
gráfica se muestra en la Figura 5.37. 
Si Ies el punto de inflexión y la recta ©Ё 
tiene por ecuación x + 2y - 9=0, hallar los 
coeficientes а, b y c. 


Sea la función f(x) = ах‘ + bx? + 2c cuyo 
punto de inflexión es 1(1.-2) y cuya recta 
normal en Les Y: x-2y - 5 = 0. Hallar а, 
b, y c. 





Sea la función f (x) = ax! + Бх? - ex que - | 
tiene un extremo local еп х = 2. Si FIGURA 5.37 
У: 3x + y -10=0 es la ecuación de la tan- 

gente en el punto de inflexión I(-1, y), hallar los coeficientes a, b y c. 


КР a ; er 
2 i tiene tres püntos de inflexión que 
+ 





Demostrar que la gráfica de la función f(x) = 
son colineales. Dibujar su gráfica. 


Si f(x) = ax! + bx? + cx, determinar a, b y c tales que la gráfica de f tenga un punto 
de inflexión en (1, 2), y tal que la pendiente de la tangente en dicho punto sea -2. 


Si Р(х) = ах? + bx! + cx + d, determinar a, b, c y d talesque f tenga un extremo 
relativo en (0, 3) y tal que la gráfica de f tenga un punto de inflexión en (1, -1). 


a) Sea f una función continua en [a, b] cuatro veces derivable en «a, b» y sea 
хо € <a, b» 


i) | Demostrar que (хо, f (xo)) es un punto de inflexión de f si f"(xo)=0 y 
f (xo) #0 


ii) Demostrar que f posee un valor extremo еп xo si 
Го) = f'Qe)2f"()-0 y f'"(x))30 


b) Aplicar la parte (a) para hallar los valores extremos y los puntos de inflexión de 
f (x) = Зх Ax? - 30x? + 36x - 8. si existen. 


Si f (x) шах + bx + cx? + dx + e, hallar a, b, с.а y е de tal modo que la gráfica 
de f tenga un punto de inflexión en (1, -1), tenga el origen en él y sea simétrica 
respecto al eje Y. 


Analizar la concavidad de la función f(x) = x? - 3xl xl 


Halle, si es que existen, los extremos relativos de la función /(х)21ХГ4Мх-58 6 
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RESUMEN DE TÉCNICAS PARA GRAFICAR UNA FUNCIÓN 


Hasta ahora hemos discutido en el texto varios conceptos útiles al momento de 
dibujar la gráfica de una función. El aparato analítico comprende: 

— Dominio y rango 

— Intersecciones con los ejes coordenadas 

— Simetría 

-  Asíntotas horizontales, verticales y oblicuas 

— Puntos en que no existe derivada (puntos angulosos) 

— Extremos relativos o locales y absolutos 

— Sentidos de concavidad 

— Punto de inflexión 


El estudio de una función dada y la construcción de su gráfica con ayuda del aparato analítico 
desarrollado es racional llevarlo a cabo en el siguiente orden. 


SUGERENCIAS PARA ESBOZAR LA GRÁFICA DE UNA FUNCIÓN 





ы 8 Determinar el dominio de existencia de la función, intersecciones, la región de con- 
v. tinuidad y los puntos de discontinuidad 
- 2. Hallar las asíntotas. 
3. Trazar aproximadamente, a grandes rasgos; la gráfica de la función que incluya cual- 
quier interseccion con los ejes o asintotas fáciles de determinar. 
- 4. Localizar los valores de x en los que f(x) уу") son nulas о no están бет. 


_ 5. Estudiar el comportamiento de la función construyendo una tabla de variación del 
1 signo de la primera y segunda derivadas. Determinar los intervalos de crecimiento, 
decrecimiento y concavidad, luego. hallar los puntos extremos locales y puntos de 


E inflexión, 


— €. Finalmente trazar la gráfica señalando los extremos locales, los puntos de inflexión 
$ Узі ев. es necesario ¿hallar más puntos sobre. Bus. 


B — —— чар 






Naturalmente, no todos estos pasos se aplicaran a cada función. Por ejemplo, 
puede no haber intersecciones con los ejes o asíntotas. Un nümero crítico puede 
investigarse por el criterio de la primera derivada o por el de la segunda derivada para 
saber si se trata de un máximo o de un mínimo relativo. El método que será preferible 
depende de la función. 


GRÁFICA DE UNA FUNCIÓN POLINÓMICA t 





PLO 1 | Dibujar la gráfica de la función 
Р(х) = № — Ae + 16х – 16 
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Solución 1. El Dom(/)=RR y es continua Ух є IR 


Р(х) = х – 4х - l6x— 16=(x- 2y (x+ 2) 


Intersecciones con los ejes coordenadas 
a) Eje X: у= 0 = (х- 2) (х-2)-0 © x-2, x 2-2 А(-2, 0), B(2, 0) 
b) Eje Y: x=0= y=0- 4(0) + 16(0) – 16=-16 = C(0, -16) 
La gráfica de la función no tiene asíntotas 
Las intersecciones con los ejes coordenadas pueden usarse para hacer un dibujo prelimi- 
nar de la gráfica de f. 
Determinación de la primera y segunda derivadas 
Рх) = Ax - I2x + 16= 4(5 + 1) (x - 2) 
f"(x) = 1217 - 24x = I2x(x - 2) 
Si f'(x) Z0 (x 4 I(x- 2) 20 > х= -1, x= 2 son números críticos 
Р(х) 20 x(x-2) 20 © х= 0, х= 2 son posibles números de inflexión 
Valores de la función en estos nümeros: 
f(-1)2 C1) - 40-1) + 16(-1) - 16 = -27 
f(2)2 QY - AQy + 162) - 16-0 
Intervalos prueba: <-оо, -1>, «-1, 0». «0,2», «2, +00> 
Con estos datos construimos la Tabla 5.16 para estudiar el comportamiento de la función 
en los intervalos prueba. 


TABLA 5.16 





Creciente 
cóncava hacia arriba 


Creciente 
cóncava hacia arriba 





En esta tabla se observa que la función tiene un mínimo relativo en (-1. -27), no tiene 
máximo relativo, tiene dos puntos de inflexión en С(0, -16) y en B(2,0) 

De este modo hemos hallado el carácter general del comportamiento de la función, cuya 
gráfica se muestra en la Figura 5.38 
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Dibujar la gráfica de la función 
f (x) = Зх — 25x? + 60x 


1, El Dom(f) = IR. No hay discontinuidades 
La curva pasa por el origen, pues рага x=0 => у= 0 
No existe otra intersección con los ejes coordenados 
2. Lagráfica de la función no tiene asíntotas. 
3. Obsérvese que f es una función impar, pues f(x) = - f (-x). 
La gráfica es simétrica respecto del origen de coordenadas. 
4. Determinación de la primera y segunda derivadas 
f'(x) = 15 - 75x* + 60 = 15(х + D) (x - 1) (x + 2) (x - 2) 
Р(х) = 60x? - 150x = 60x (x + 5/2 ) (x - 45/2) 
Números críticos: f (x) = О = x 2-2, x 2-1. х-1, x=2 
Valores de la función en estos números críticos 
f C-2) 2-16, f(-1) 2-38, f(1) 238 y f(2)= 16 
Posibles nümeros de inflexión: 
у(х) =0 x20,x2z45/2 = 1.58 
Intervalos prueba: «-оо,-2», «-2,-1.58», <-1.58, -1>, <-1, 0> 
«0, 1», «1, 1.58», «1.58, 2», «2, +00> 
5. Comportamiento de la función en los intervalos prueba. 








TABLA 5.17 
hamo s gc ce NES I L| Ya 
Creciente 
cóncava hacia abajo 
Decreciente 
«-2, -1.58> | : 
cóncava hacia abajo 
«-1.58, -1> | Decreciente 
cóncava hacia arriba 


MEA Minimo relativo 
IE bd 


Creciente 
cóncava hacia abajo 


! 
SS ur AA 
Creciente 
БЯ + ” e 5 
cóncava hacia arriba 
A 
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Ү 


Decreciente 
| хэ158 | 257 0 


Decreciente 
e pe e _ - 77777-8 











Mínimo relativo 


6. De esta tabla rescatamos lo siguiente: la función tiene un máximo relativo en (-2, -16) у 
(1,38), y un mínimo relativo en (-1, -38) y (2, 16). Además tiene tres puntos de inflexión 
en (+ 1.58, + 25.7) y (0, 0). 

7. La gráfica de la función se muestra en la Figura 5.39 








FIGURA 5.38 FIGURA 5.39 


Nola | En general, una función polinómica de grado n puede tener a lo sumo 
n - ] extremos relativos. Además, las funciones polinómicas dc grado par tienen 
al menos un extremo relativo. 


GRÁFICA DE UNA FUNCIÓN RACIONAL 





2 
(EJEMPLO 3 ) Diseñar la gráfica de la función f(x) = 2+х-х_ 


1-2ү4х” 
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2 
1. /(х)-225:3 > Dom(f)=R- (1) 
(х-1) 


La Gr(f ) presenta una discontinuidad en x= | 


Intersecciones con los ejes coordenados 
Eje X: y=0>2+x-x=0 €» x=-l, x=2=>A(0, -1), B(2, 0) 





; 2-0-0 
Eje Y: x02 y- 4 940 ^ — С(0,2) є Gr(f) 
Asíntotas: 
р x 241-1 
a) Asíntotas verticales: lim у(х) = 0” =+% =>x=] esuna A.V. 


b) Asíntotas horizontales: lim f(x)=-1 => у=—1 es una А.Н. 
roto 


Con estos datos hacemos un bosquejo preliminar de la Gr(f) 
Determinación de la primera y segunda derivada de f . 








X —5 ' > 2( 7 ы х) 
= a Р(х) = 
Números críticos: f'(x) 20 = х= 5 
(sy 
Valor de la función en este número: f(5) = ure er 27: 
(5—1) 8 
Posible número de inflexión: f"(x) 20 >7-1x=0 €» x-7 


Intervalos prueba: «-ee, I», «1, 5», «5, 7», «7, +00> 
Comportamiento de la función en los intervalos prueba 


TABLA 5.18 













o —— pI—————— 








“|| 
E! o Sx Am, 
Р 722 agy MAIL ЖЭ... 
fe To PJrs eo LS 
> YE EZ It(1 гаа 
I & зЄєїадгарса 
per poa 2 с 


«-со, |> + А. Creciente 
cóncava hacia arriba 
MEN No definida | No definida |No definida Asintota vertical 


Decreciente 
«1,5» 5 1 . 
cóncava hacia arriba 
ET SD 
= 


hr. 
| 0 | * | Mímimorelativo 
Creciente 
«5. 75 + + 2 Т : 
cóncava hacia arriba 
pom +. у е 
| о 





Punto de inflexión 
Al ? Creciente | 
cóncava hacia abajo 


Refiriéndonos a esta tabla vemos que la gráfica de f tiene un mínimo relativo en (5, -9/8) 
y un punto de inflexión en (7, -10/9). 
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7. "También con la ayuda de la Tabla 5.18 se halla la representación gráfica de la función 
mostrada en la Figura 5.40 » 


p(x) 
q(x) 
p es mayor que el gradó de g en una unidad, entonces encontramos al dividir p(x) entre g(x) 
que f (x) tiene la forma 





Nota Recordemos que si f(x)= es una función racional en la que el grado de 


Т(х)-тх-0- g(x) 
donde el lim р(х) = 0 


Por lo que у= тх + Ё es una asíntota oblicua de у= f(x) 
El ejemplo que sigue es una aplicación de esta nota. 


2x 51" 4x 


Dibujar la gráfica d === 
ibujar la gráfica de f(x) x 





| ds ёд 
Solución: 1. fupe t а > Dom(f) - IR -(1] 


Intersecciones con los ejes coordenados 
Con el eje X: у= 0 = (2х0 - 5x + 4) = 0 => х= 0 única solución real 
Con el eje Y: х= 0 = у= 0. La curva pasa por el origen. 
2.  Asíntotas 
a) Asíntotas verticales: lim f(x) = +оо —x-lesuna A.V. 
uo 


b) Asíntotas horizontales: lim Р(х) = te => Noexiste А.Н. 


3 2 | 
Zx ox EI dl 
x'—2x-*l (x—1) 


Por lo dicho en la nota: y =2x- 1 es una asíntota oblicua 


c) Asíntotas oblicuas: f(x)— 


3. Conla ayuda de las asíntotas y teniendo en cuenta que la curva pasa por el origen, pode- 
mos hacer un dibujo preliminar de la Gr(f) 
4. Determinación de la primera y segunda derivadas de f (x) 


fG)22x- 1 (- D? => /()-2-2(-1/- хс Lern 
T 





aere TER EU 
=> f'(x)y—6x-I1)^- GM 
Si f(x) 20 = x-2-0 «€» x=2 es el único número crítico 
Valor de la función en este número: f (2) = 4 > (2, 4) e Gr(f) 
Como f'(x) y f"(x) no están definidas en x= 1, los intervalos prueba son 
«-оо,1»,«1,2» y <2,+00> 
5. Comportamiento de la función en los intervalos prueba. 
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TABLA 5.19 
na х 


«-со, |> 
CONE ener hacia arriba 
| ж=ї | No definida | No definida| No Жа Asíntota vertical 


Decreciente 
cóncava hacia arriba 


Mínimo relativo 
6. Según la tabla, la gráfica de la función f tiene un mínimo relativo en (2, 4), no tiene 


Creciente 
cóncava hacia arriba 
puntos de inflexión pues la curva es cóncava hacia arriba V x e Dom (ў). Apoyada en esta 


información se dibuja la gráfica de la función mostrada en la Figura 5.41 
















FIGURA 5.40 FIGURA 541 


Mota. — Supóngase que f (x) = g(x) + AQ) 
donde h(x) es una función racional en la que el grado del numerador es menor que el 
grado del denominador. Si evaluamos el límite 


lim [/(х)—&(х)]= + lim h(x) 


aio 
Encontramos que: lim. | /(х)—в(х)]=0 
Esto significa que la curva y=f(x) se aproxima a la curva y = р(х) cuando x > + со, por lo que 
la gráfica de f tiene como asíntota a la gráfica de g. 
- 
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x32 





Dibujar la gráfica de la función f(x) = 





L.fG)- x 2 > Dom(f)- IR-(0] 
Е 


Сото lim | f (х) х? | = 0, la gráfica de f se aproxima а la gráfica de la 


parábola g(x) = х? 
2.  Intersecciones con los ejes coordenados 
а) Con eleje X: y 20— x+2=0 © x=-Y2 = А( 42 0) e Gr(f) 
b) No hay intersección con el eje Y. 
c) La gráfica de f tiene como asíntota a la gráfica de la parábola y = x* 
3. Localización de los nümeros críticos y de inflexión 


2 : 
Гүхү-2хг + сы) | ruo=2+ = 2 
X X X 5, 





Si F0)=0=>x-1=06 x= 1 es un número crítico > (1, 3) e Gr (f) 


S f'(x)s0-xT2-D«ecx-- V2 es un posible número de inflexión 


—2+2 
=0 > (-Y2, 0) є Gf) 
2 и 


Intervalos prueba: <-оо, -ү2 >, «- M2 . 0», «0, l>, <l, +00> 
4. Comportamiento de la función en estos intervalos prueba. 


TABLA 5.20 


Valor de la función: f (-Y2)= 




















p^ М . m 2 a Р 
Decreciente 
<-со, -1/7:» + 2 7 
cóncava hacia arriba 
Decreciente 
«-312 , 0> 2 : 
cóncava hacia abajo 


ПЕЕ “| Forma de lag 


ч” 
+ 


| xe0 | No definida | No definida| No definida 


4 Decreciente 
cóncava hacia arriba 
ETET 


Creciente 
<l, «оо» + 


cóncava hacia arriba 
5. Según esta tabla la gráfica de f tiene un mínimo local en (1, 3) y un punto de inflexión en 


e 
* 
е 
^. 
we 
» 





(-Y2 , 0), es creciente en хє <-о, -V2 > U «- V2 , 0» U «0. E» y creciente en x € «доо» 
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6. Un dibujo preciso de la Gr(f ) se muestra en la Figura 5.42, donde se puede observar el 


comportamiento asintótico entre las gráficas de f y g. u 
био ic E : - 3." 42 
EJEMPLO 6 | Diseñar la gráfica de la función р(х) = x^ +- i 
х X7 





Solución Como el lim. [7 (Х)- х! = (), usaremos el método del Ejempo 5 para dibujar 
la gráfica de f 
l. Dom(f)=1R- (1) 
Sólo hay una intersección con el eje Y, esto es: A(0, -12) € Gr(f) 
2. Asíntotas 
a) Asíntotas verticales: lim f(x)=to => х= 1 esuna A.V. 


b) No hay asíntotas horizontales ni oblicuas. 
c) La gráfica de f tiene como asintota la gráfica de g(x) = x 
3. Localización de los nümeros críticos y de inflexión. 


s 42 341 х-2МИХ-Х682) ral d 
d ic ар” ыл A ose E 
Sif'(x) 202 (x 1)(x-2)20 E x=-1, х= 2 son los números críticos 
Valores de la función: f(-1)=-7 = B(-1,-7) € Gr(f) 
fQ)=20 > C(2, 20) є Gr (f) 
No existe números inflexión, pues f "(x) 40 
Intervalos prueba: <-оо, -1>, «-1, I», «1,2», «2, +оо> 
4. Comportamiento de la función en los intervalos prueba. 





TABLA 5.21 


r i a | ERE Di - EVITA А il 
PLOT BIS сэр 
+ 


Creciente 
cóncava hacia abajo 


NE Máximo local 


E CAEN 
Decreciente 


No definida | No definida | No definida Asíntota vertical 


cóncava hacia abajo 


Máximo local 


Creciente 
cóncava hacia arriba 


ЛЭГ 
+ 
Decreciente 
1,2» + А | 
cóncava hacia arriba 
айы. саң 
+ 
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5. Según esta tabla la función f tiene un máximo local en B (-1, -7) y un mínimo local 
en C(2, 20). No hay puntos de inflexión 

6. LaFigura 5.43 muestra la gráfica de f y el comportamiento asintótico con la gráfica 
de g. 








FIGURA 5.42 FIGURA 5.43 


GRÁFICA DE UNA FUNCIÓN CONTENIENDO dh 
UN RADICAL DE ÍNDICE PAR 





4x 


Ja? +15 | 


7 | Dibujar la gráfica de la función у(х) = 


1. La función está definida V x € IR 
La curva intercepta a los ejes coordenadas en cl origen 
2. Asíntotas 
a) No hay asíntotas verticales 


b) Asíntotas horizontales: f(x)= 


4х 
х! J 1-15/ x? 


: : 4х 
hm f(x)= lim —3===""= = 
T€! зе x/1+15 Ix? 


4x 


im f(x)- lim — === =- 
Ets UU x4 p 54 x? 
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Luego, y=4 e y=-4 son asíntotas horizontales a la derecha e izquierda, respec- 
tivamentc. 
3. Localización de los nümeros críticos y de inflexión 


60 шоо 180 х 


РО) = += . ГО (a) = == 
Jo +15) de + 15) 


4. Nótese que los denominadores de ambas derivadas son siempre positivos, luego f'(x) > 0, 
V x € IR, es decir, la gráfica de f es creciente en todo su dominio, no tiene extremos 
relativos. 
Si f"(x) 20 => х= 0 сѕ ип posible número de inflexión 
Ahora si x <0 => f"(x) > 0,la Gr(f) es cóncava hacia arriba, y si x > 0—»f"(x) < 0. 
la Gr(f ) es cóncava hacia abajo; de modo que el cambio de sentido de concavidad en 
x = 0, asegura que (О, 0) es un punto de inflexión. 

5. Соп toda esta información dibujamos la Gr(f ) representada en la Figura 5.44 Du 
















EJ JEI MPLO o 8 Э Dibujar la gráfica de la función f(x)=x y 8-3 


1. Una raíz de índice par anuncia a menudo un dominio restringido para una 
función. Así, en este ejemplo, la función es real © & - х2 2 0 => х < 8 


S-242<x< 242 > Dom(f) = [-2 V2, 247 | 
Intersecciones con los ejes coordenados 
а) Con eleje X: yz0— x48—x! =0 © x=0, х= +242 
b) Con el eje Y: х= 0 => у = 0; la curva pasa por el origen 
2. Lagráfica de la función no tiene asíntotas 
3. Localización de los números críticos y de inflexión 
2(4 — x?) 2x(x^ —12) 


f x)=- » f '(x)- 
(8-3 (08-х) 


Si (х) = 054-2 = 0 х= + 2 son los números críticos 





ГО) = 0 х= 0, х= + 243 е Dom(f ), entonces х = 0 es un posible número de 
inflexión. 
Valores de la función en estos números: 


1(-2)--248-4--4 ; /(2)-4 : f(0)=0 


Intervalos prueba: 2212.25, «9,0», «t 2», «2:047» 
4. Comportamiento de la función en estos intervalos 


TABLA 5.22 


Decreciente 
cóncava hacia arriba 
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Creciente 


<- 0> + + : : 
KATE cóncava hacia arriba 
__ х= | o | + | O | Pumodeinnexión 


cóncava hacia abajo 













Decreciente 


cóncava hacia abajo 


5. Según la tabla, la gráfica de f tiene un mínimo global en A(-2,,-4) wmmráximo global en 
B(2, 4) y un punto de inflexión en (0, 0). иг 
6. La figura 5.45 muestra la gráfica de f. 





FIGURA 5.44 FIGURA 5.45 
GRÁFICA DE UNA FUNCIÓN CONTENIENDO 
UN RADICAL DE ÍNDICE IMPAR 


(EJEMPLO 9 ) Dibujar la gráfica de la función: f(x) = За? – х? 


[Solución 1. La función está definida en toda la recta real. 
No existen puntos de discontinuidad 





Intersecciones con los ejes coordenados 
a) Eje X: y202 33? - 9320 x^ (3 - x^) 0) 


Ф9Х-0-3- + 4/27 = «228 
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b) Eje Y: х= 0 = y = 0. La curva pasa por el origen 

Además como f (x) = f (-x), la Gr(f ) es simétrica respecto del eje Y. 
No existen asíntotas de ninguna especie 
Localización de los nümeros críticos y de inflexión 


UA 34? 
ro: 5 J Ue AU 
Si f'(x) = 0 >x = 1 с х= +1 son números críticos 
Obsérvese que tanto f (х) como f"(x) no están definidas en x= 0, entonces éste puede ser 
un número crítico o un número de inflexión. Pero dado que f" (x) < 0, V x e Dom(f), pues 
la expresión entre paréntesis es siempre positivo, entonces la Gr(f) es cóncava hacia abajo 
en toda la recta real, por lo que no existe puntos de inflexión. luego х = 0 es un número 
crítico. 
Valores de la función en los nümeros críticos 

f (x1) = 3(+)?? - (X1) 22-2 (+1, 2) e Оқу) 

f(0) = 3(0) -(0) 2 0 = (0,0) e Gr(/) 
Comportamiento de la función en los intervalos prueba 

«-оо,-1», «-1, 0>, «0. I», <1, +00> 





TABLA 5.23 


A.U 5,7 pL М 32-5 BS 
J ICE, | PU , Е Y 
0 ” 


Creciente 
+ E j 
cóncava hacia abajo 





P 












| 0o | - | Méximorelativo 
Decreciente 
cóncava hacia abajo 
i Creciente 
cóncava hacia abajo 
La 12201 8.1. ts 


: Decreciente 
cóncava hacia abajo 


= 
AS Ре ! 
* жшк 1 1 } 
. 
2 
. 
- 





En esta tabla se observa que la función tiene un máximo local en (-1, 2) y (1, 2), un 
mínimo local (punto anguloso) en (0, 0). Además la Gr(f ) es creciente en «-ee, -1> y 
«0, I», es decreciente en <-1, 0» y <l, +о>, es cóncava hacia abajo V x e Dom (f). 


La gráfica de la función se muestra en la Figura 5.46 E 
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EJEMPLO 10 





Solución |. La función está definida en toda la recta real 


Intersecciones con los ejes coordenados 

а) Ер Х:угг0-э».2ах-х--0 €» :=0.x=2a 

b) Eje Y: x=0= у = 0. La curva pasa por el origen 
2.  Asintotas. No hay asintotas verticales ni horizontales 

Asíntotas oblicuas: у = mx + b 


дез = lim V2ax - x? 


m= lim =— | 
ХФ Х xe X 
b= lim [f(x)-mx = lim E lax х’ +x 
r-to rta 
2ax? 
— lim 


шаах Wax хуу? =xYlar?—x? + x? 


= lim 
¡CA 28.1) “сан 


Entonces ££: y =-x + 4 es una asíntota oblicua en ambos sentidos 


. 24 
3 


3. Localización de los números críticos y números de inflexión 
4ах-3х7 4а-3х 
xd La xy =-————— 
Г) lua) .34Хх(20а-Х|рс 
2..2 2 
fxj- sa X 9+ = - 84 
| 9(2ах x y 9 Ух (2a — x)? 


Si f(x) 0 = 4a- 3 0 => 4a/3 es un número crítico 


Como f'(x) y f'(x)no están definidas en х= 0 у х= 2a, ambos son candidatos а 
números críticos o a números de inflexión 


Al recurrir al criterio de la primera derivada encontramos que х = 0 es un número crítico 
y x 22a es un número de inflexión. 


Valores de la función en estos números 
f (4a/3) = (22) Va . f(0)=0. fQa) -0 


4. Comportamiento de la función en los intervalos prucba 
«-оо,О», «0, 4a/3» , «4a/3, 2a» , «2a, +> 


y 


| 
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TABLA 5.24 


ї 

A —À1 " 

| €; 711 f10 1 rarei 
rl S то л” А - 


Decreciente 
cóncava hacia abajo 
No definida | Mínimo relativo 
ы va acia 


cóncava hacia abajo 
No definida 


4 


| 
"Үл 
) 1 
n 
Ч ` 





| Decreciente 
cóncava hacia arriba 





5. Dela tabla concluimos que la función tiene un mínimo relativo en (О, 0), punto anguloso, 
4a 2435 
un máximo relativo en (28 v4 ). y un punto de inflexión еп (24. 0). 


6. La figura 5.47 muestra la gráfica de la función apoyada en la información de la 
Tabla 5.24 





FIGURA 5.46 FIGURA 5.47 


GRÁFICAS DE FUNCIONES SECCIONADAS 





Para dibujar gráficas de funciones seccionadas, el análisis de su comportamiento 
debe hacerse en cada subfunción sobre su respectivo domonio. Si se presenta el caso en que las 
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expresiones para hallar la segunda derivada sean muy voluminosas, a veces es necesario redu- 
cir el análisis de las propiedades de las gráficas al criterio de la primera derivada. 


EJEMPLO 11 ) Dibujar la gráfica de la función 


4х"-49 
у(х) = хэ 
x —] 


xd x^ +1 


i) En x € <-oo, -3] 





Si x E<, —3] (А) 


, siíxe<-3, es » —[0) (F) 





l. Lafunción f, es continua V x € «оо, -3] 
Intersecctones con los ejes coordenados 
a) ConelejeX: у= 0 > x-920 €» x=-3 ó x=3 € Dom (f ,) 
b) Conel eje Y: x=0 => у= 1-9 imaginario, no hay interceptos 


2. Asíntotas 
a) Asíntotas horizontales: у= lim f(x) 
US 


lim Jx? -9 2879 ЕШ Н -411--9 t 


x-- х] 1-00 


х(1-417х) | 140 


Entonces y=-l es una asíntota horizontal izquierda 
b) No hay asíntotas verticales ni oblicuas. 


x+9 


(х+1)2 yx -9 


Si /(5) =0 >x+9=0 «€» x=-9es un número crítico 

fi (x) no está definida en x=-1, x=3 у х= -3, 105 dos primeros números no pertenecen 
al Dom(f;), y el tercero es un extremo de su dominio; luego, x =-9 es el único número 
crítico. | 


3. Localización de los números críticos: f^t 


81—9 
25] 
4. Comportamiento de la función f, en los intervalos prueba <-co, -9> y <-9, -3> 


Valor de la función: f(—9) — =- 242 = — 1.06 


En x € <-%, -9>, sea х= -10 > ў, (-10) = си decreciente. 


En хє <-9,-3>, sea x=-8 => /,(-8) = : = + creciente 


Luego, la función f, tiene un mínimo relativo en (-9, -1.06) 
5. Con toda esta información ya podemos dibujar la gráfica de f ,. 


ii) En x e «-3, +00> - {0} 
La función f, es continua en todo su dominio. 
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LL 
En x=0 presenta una discontinuidad inevitable 
Intersecciones con los ejes coordenados 
Bex: y=0 -x-10-e€;x-*1 
Eje Y: No existe intersecciones 
Asíntotas 
a) Asíntotas horizontales: y = Jim f, GO) 


lim (E — lim [eon 1-0 =] 
кзз» exl nid xt 117 x? 41-0 
Entonces: y = 1 es una horizontal derecha 

b) Asíntotas verticales: lim Р(х) = +оо = х= 0) esuna asíntota vertical en ambas 





direcciones. 
c) No existe asíntotas oblicuas. 


3x +1 
x'(x xp" 
Como f(x) »0, V x e Dom(f.), la función f, es estrictamente creciente en todo su 
dominio. No presenta extremos 
Con toda esta información se traza la gráfica de f.. La figura 5.48 muestra la 


Gr(f) = Gr(f) о Gr(f-) 


Localización de los números críticos: f,' (х) = 








FIGURA 5.48 


12 ) Dibujar la gráfica de la función 








2 
зэ ; ,six«-l (f) 
Do 
SUCH их»? 6r) 
(x 1) "о Е 
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SOS i) En x € <-00, -1> 


ii) 


f; es continua en todo su dominio. Su gráfica no intercepta a los ejes coordenados. 
Asíntotas 


a) Asíntota vertical: lim fi(x)—- 99-5» х=—1 esuna A.V. 


1-1 
b) No tiene asíntota horizontal, pues lim f(x)=- өө 


с) Asíntotas oblicuas: v = mx + b 


к шо o 


qm "in 41-1/ x? 





b= lim | f(G)- mx] = e 


— lim x 2 хо oa 
ээ (4 | (x—- x? -1) 


Entonces y —-x es una asíntota oblicua izquierda 


Localización de los numeros críticos y de inflexión 


ues —2) "= х2 +2 


Л (х ал LE c y” 


Si р(х) = 0 = x= 0, x= 42, x=- J2. Los dos primeros números no pertenecen al 
Dom (ў), por lo que x = -J2 es el único número crítico 


Valor de la función: /(-42 ) = 2>(-42,2)es un punto crítico, 
Como f(x)>0, V хє Dom (fi), Ja Gr(f,) es cóncava hacia arriba en todo su 
dominio. No existe puntos de inflexión. 


Intervalos prueba: «-со, 21258 <. ,-1» 


En x є <l, 4» 


№ es una función racional continua en todo su dominio. Su gráfica intercepta a los ejes 
coordenados en (1,0) y (0, 2) 
Asíntotas 


a) Asintota vertical: lim. (х) = +оо — x -1 es una A. V. 


y= 


b) Asíntota horizontal: lim /,(х)-2-»у-2 es una А. H. derecha. 
` xem 
Localización de los números críticos y de inflexión 


8(х-1) . e: . 16(2— x) 
f (x x)= (x х +1)? з f (x) (x+1)* 
Si /6(5) -0 = x-1z0 <> x= | esun número crítico 
R'G)20 =>2-x=0 € х= 2 esun posible número de inflexión 
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Valores de la función f, en estos números 
f(1)2 0 = (1, 0) es un punto crítico 
f,(2) = 2/9 = (2. 2/9) es un candidato a punto de inflexión 
Intervalos prueba: «-1, I», «1, 2», «2, +00> 
4. Comportamiento de las funciones f, y f; en sus respectivos intervalos prueba 


TABLA 5.25 


4,4 - 4 жээ, ^ 34 ХАА - {! 
Ё- — —— — „= us - 
- 
> . 
Р? - 
NÓ 
. - 
А 9”, r | 
FT 4 € d VETE РА] Р 


Decreciente 
cóncava hacia arriba 


+ 
+ Mínimo relativo 
+ 


Creciente 
cóncava hacia arriba 


y" 


Decreciente _ 
cóncava hacia arriba 


Mínimo relativo 


Creciente 
cóncava hacia arriba 
Punto de inflexión 





5. Ароуадаеп la información de la Tabla 5.25 se observa que la función f tiene un minimo 


local en (- 2 , 2) y (1, 0), un punto de inflexión en (2, 2/9) 
6. Finalmente la Gr(f ) 2 Gr(f,) U Gr(f,) se muestra en la Figura 5.49. 


—— 









FIGURA 5.49 - 
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| З | Dibujar la gráfia de la función 





X á 
o= RLO 
Ї(х)-4мх"-1 


y x -—3x' яха0 
Solución Según la definición del valor absoluto 
l-11I24(x-10,s x*»1 e x«lvx»l 


Ю-11Ї--02-1) х el «»-1«х«1 
Dado que el dominio de f para x < 0 es <-oo, - I» U «- I, 0», volveremos a redefinir f de la 
siguiente manera: 


Te „Si x<- Cf.) 
x^ - 


E Qsi-l«x«0 (f) 
Ji-x 
Ve -3x „зї x»0 (4) 


f(x) = 





l. En f, y fa debido a la restricción de sus dominios, no hay intersecciones con los ejes 
coordenados. 
En f; si у= 0 => A BESO SO SO хэ 3 
si x 0 = у= 0. La Gr (f ,) empieza en el origen 
2. Asiíntotas 
a) Asíntotas verticales 


Comoel lim f(x)= lim РЭН uec ы. ла 
(5-1 ro JG DGe-10) (o) 


yel lim р(х) = lim ыша 5 M s A 
ЖЫН ы х-э-17 \/ (1 = х)(1+ x) 4(2э(07) 
Entonces x = -1 es una asintota vertical hacia abajo para las gráficas de f, y f. 
b) Asíntotas horizontales 


| | | 
im paoe lim | ——— |= lim | ———— |=-1 
гж EXE 2) m I 


Luego, y = -l es una síntota horizontal izquierda para la Gr (f,) 
En f; y f; по existen asíntotas horizontales 
с) Asíntotas oblicuas: y = mx + b 
En f, y f; no hay asíntotas oblicuas, pues en fi, m = Оу en fa, por la restricción de 
su dominio. 
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3 322 2 
En fa: m= lim Ro) _ lm SEE T 


xo E Yd X 


b= im [Am] = lim (Иза? —») 


. -3х 
= lim TA a үл x 
P TS (х Y к хў 3 ex? 
Entonces y = x- 1 es una asíntota oblicua derecha. 


3. Localización de los números críticos y los números de inflexión 


| 3х 
aya Aaa c 
| - 3x 
Р(х) = (1—х?)°? ,-l«x«0 ` Т (x) = (О by -1«x«0 
хао ЖИШШ: Ый... 


Obsérvese que en f, y f. noexisten números críticos ni números de inflexión. 

En fi: s1f£(1)=0=>x-2=0+% x= 2 es un número crítico 

Сото /, (3) y / (х) no están definidas en x=0 y x= 3, estos pueden ser números 
críticos o números de inflexión 

Valores de la función en estos números: 


f(0)=0, 302) = - 4 у /0)-0 = (0, 0), (2. -V4), (3.0) є Оқу) 
Intervalos prueba: «-оо, -1>, «-1, 0», «0, 2>, <2, 3>, <3, +00> 
Һ(х) «0, хє <-ә, -1> > f, es decreciente en todo su dominio 
f'"(x)<0, хє <-o,-1> => La Gr (f,) es cóncava hacia abajo 
f(x) > 0, xe <-1,0> =f es creciente en todo su dominio 
fz: (x)<0, xe <-1, 0> = Габ №, ) es cóncava hacia abajo 


Con estos datos podemos hacer un dibujo preliminar de las gráficas de f, y fz- 


4. Para analizar el comportamiento de f, en los intervalos prueba 
<0, 2», «2, 3>, «3, oo» 
construyamos la siguiente tabla 


TABLA 5.26 


"Decmcienis и 
«0, 2» 
cóncava hacia arriba 





TA 
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22 3» ш + Creciente 
cóncava hacia arriba 


“з |... [nos Fodeliside | Panico 
Т Сгесіепіе 
cóncava hacia abajo 


5. Enesta tabla se observa que la función f, tiene un mínimo relativo en (2, -1/4 ) y un 
punto de inflexión en (3, 0). Además nótese que f, es creciente en <-1, 0» y f, es 
decreciente en «0, 2», y como f es continua en х = 0, éste es un número crítico para f 
y en (0, 0) uene un máximo relativo. 

6. La Ог) = Gr(f )) v Gr(f;) O Gr(f ,) se muestra en la Figura 5.50 й 


















<3, +00> 













? FIGURA 5.50 
GRÁFICAS DE FUNCIONES TRASCENDENTES v 





14 | Hallar los extremos relativos, puntos de inflexión y dibujar la gráfica 
 delafunción f(x) =x- Sen x, x e [O, 4n] 


¡Solución 1. Búsqueda de los números críticos 
|. fO)=x-Senx > f(x)=1-Cosx, V xe [0, 4n] 
Si /(х)-0 => Cosx=1 €» x-0,2n , 4n son los posibles números críticos. 
2.  Usaremos el criterio de la segunda derivada para decidir si existe un extremo local en 
cada uno de ellos. 
/"О:) = Sen x, V xe [0, An] 
Nótese que f"(x) = 0 para cada uno de los posibles números críticos, por lo que el criterio 
de la segunda derivada no es aplicable 





5. 


: Aplicaciones de la Derivada 


Recurrimos entonces al criterio de la primera derivada 

Si f(x) «0 1-Cosx«0 SES Сохх» 1 - 
Lo cual es absurdo, puesto que -1 < Cos x < 1 

Si f'()>0 > 1-Cosx> 0 e» Cosx<l 
Luego, la función es creciente V хє «0, Ал», no existe extremos locales 
Puntos de inflexión 
f"()=0 = Senx=0 € x=kp, ke Zot, ke {0, 1,2, 3,4) 

€» xe (0, л, 2n, Зп, 4n) 

^. (0, 0), (m, п), (2m, 27), Br, Зл), (4n, 4n) son puntos de inflexión. 


La gráfica de la función se muestra en la Figura 5.51 


(EJEMPLO 15) Hallar los extremos relativos, puntos de inflexión y dibujar la 


| Sen х 
gráfica de la función f(x) TE 


¡Solución l. La función no tiene sentido si 1 + 2 Cos х = 0), esto es, si Cos x = -1/2 





> x=2kn + 21/3, Кє Z 
Geométricamente significa que la gráfica de f бепе asíntotas verticales en х = -27/3, 
ES 203, WS 
AN y 
(1+2 Сох) 

Como f (х) > 0, хє Dom(f) = IR- {х = 2Ал + 21/3, Кє Z}, la función es creciente у 
por lo tanto no existe extremos locales. 
12 Sen x 
(1+2 Cosx)' 
Para /"(х)у=0 > Senx=0 > x=kr, Le Z 
Por lo que, son puntos de inflexión: (-т, 0), (0, 0), (xt, 0), etc. 
Con toda esta información dibujamos la Gr(f ) mostrada en la Figura 5.52 


Localización de los números críticos: Р(х) = 


Puntos de inflexión: f''(x)— 








FIGURA 5.51 | FIGURA 5.52 
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46 Dibujar la gráfica de la función f(x) = arc Tg | 22 
4х-1 


Indicando dominio, asíntotas y extremos relativos. si existen. 
Solución 1. Dominio de la función 


fesreal €&» x+1>0 > Dom (f) =<-1. 49» 
2. Asíntotas 





1 X n 
a) Asíntotas horizontales: у= lim f(x)= lim arc n = arc Tg( 4e) = — 
5 x—>B+00 д уф [x + 1 2 


Luego, y = 7/2 es una asíntota horizontal hacia la derecha 
b) Asíntotas verticales: 





: X -| T 

tim f(x) lim arc T, — arc T, (=)= arc Tg( —e») 2 — — 
x-3-1* f r-1* З 4x41 5 0* 5 2 
Por la restricción del dominio, no existe asíntota vertical. P(-1, -7/2) es un 
punto ciego. 

c) Noexiste asíntota oblicua, pues 





arc п. Ё | : 
UE. LC) _ үн x+1) _ arc Tg (+) 2312, 
0—9 += 20 1 40 Х со oo 
A = 
3. Extremos relativos: CIT — P M x x1 
X 
1+ 7) 
х +1 
- x+2 
2+(x xD xl 


Si F£00)=0 3 x+2=0 e x=-2 € <-l, +00> 


La función no tiene extremos relativos, además сото f'(x) » 0, Vx e Dom(f), la función 
es creciente en todo su dominio. 
4.  Lagrafica de la función se muestra en la Figura 5.53 я 





Graficar la función f(x) = arc Sen Кел, indicando dominio, 
+ 


asíntotas, intervalos de crecimiento y decrecimiento, concavidad y valo- 


res extremos. 


Solución 1. Dominio de la función 








As ° sie[ 2x 2-1 ^ (—#=- <1) 
x^ +] x +] x +1 
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съ iD? OA (x—2y 


2 > хх e R 
x! 41 x*3 i 


Asíntotas horizontales: y= lim f(x)= lim arc Sen 225, | = arc Sen(0* ) = 0 
Xo Xx— ec X 
2x ? 
у= lm f(x) = hm arc Sen( 2^. = arc $еп(0 yet) 


Luego, y = O es una asíntota horizontal hacia la derecha e izquierda. 
Intervalos de crecimiento y decrecimiento 





^" 2 (aldo. 20) 
Aia Jr | (х? +1)? | Ix* — Hl (c +1) 
(2 | 
х 41, 
V A dex) 73 E 
St xb FO Db EET „x <-lvx>! 
2(1=x*) 2 





х= PGS ,-1«x«l 


x -Do «0D х1 
Luego, f es creciente V x € <oo, - I» U «1, +00> y creciente V хє <-1, I» 
Intervalos de concavidad 


Sb dele fio 2 mm -т xciv 
(x41 (2+1) 


Para хє <-со, -1>, f'(x) «0, y para xe <l, +>, f"(x) > 0 
2(—2х) — Ах 
(хон (ху? 

Para xe <-1,0>, f'(x) > 0, y para хє «0, 1, f"(x) «0 

Por tanto, la Gr(f ) es cóncava hacia abajo V x € «-es, -1> «0, 1», y cóncava hacia 

arriba V x e «-1, 0» U <l, +> 

Valores extremos 

Dado que f (х) no está definida en los números x = +1, y como f (x) иг de signo еп 

x= -1 de (-) a (+), y en x= 1 de (+) a (-), la función presenta extremos relativos en tales 

números cuyos valores son: 

f (1) = arc Sen (-2/2) = ЗЭС — Min (-1, -7/2) 

f (1) 2 arc Sen (2/2) = => Max(l, 772) 
Ademas, como en x=0 f"(x) завь de signo, el punto de inflexión ocurre en (0, 0). 
La gráfica de f se muestra en la Figura 5.54 "i 


Si 61 >+$)=- =1<x<l 


IPLO 18 | Hallar los extremos relativos, los puntos de inflexión y dibujar la 








gráfica de la función y — 
х 
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FIGURA 5.53 FIGURA 5.54 





1. Dominio de la función 


La función tiene sentido V x >0,x 1 > Dom (f )= IR* -[1) 
2. Asíntotas. Como lim f(x)=+0 y lim f(x)=—0oe, la recta x= 1 es una asíntota 
x-1* 52516 


vertical en ambos sentidos. 
3. Localización de los números críticos 
_ Ил х= МИ) БеК-1 o A AN 
fe) (Ln х)? (Ln ху £o x(Ln ху 


Si Г/О2-0 => Lnx= 1 >x = e, único número crítico 





e e hs 
Valor de la función para x = e: y = 7— = е > (е, e) es un punto crítico. 





Ln e 
4. Extremos de la función. Por el criterio de la segunda derivada. 
Рага х= e, f" (e) Ела => > 0 > (e, e) es un mínimo relativo 
е(Ілеу е 
5. Puntos de inflexión. Si Г.(х)-0-»2-1лх-0-21лх-2ФэХ-гге! 
Valor de la función: x = е? ЖИЕ: 
| alor de la función: х = e iem 
Luego, el punto de inflexión es Ke?, e?/2) 
6. La grafica de la función se muestra en la Figura 5.55 m 


1 51 f Q9) = 2x е", hallar los máximos y mínimos relativos, puntos 
de inflexión y dibujar su gráfica. 


¡Solución 1. Dominio de la función 
La función está definida V хє IR 
Si x=0 => y=0, la curva pasa por el origen. Como f (x) = -f (-x), f es una función impar, 
es decir, su gráfica es simétrica respecto al origen. 
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2. Asíntotas. Dado que lim f(x)20 = y=0 es una asíntota horizontal. 
Localización de los números críticos 
f09)=2e (1-х2) ; f'Q)22xe*? (x 43) (x - 43) 
Si f'(x)2021-x'zO0 e x=-1 v x=1 son números críticos 
Valores de la función en estos números 
FED=-Z e = PELA FM 22%> 21,20%) 

4. Extremos de la función. Por el criterio de la segunda derivada 
f"C-1)2-20)0)0)24*»0 = Mínimo relativo = P, 
f'(n22(-)()€C) 2-«0 = Máximo relativo = P; 

5. Intervalos de concavidad y puntos de inflexión 

Si ГО) 202» xz0, x=- 3, x 2 3 son posibles números de inflexión 

En хє «e,-J3» ,six--2 => f"(-222 (-4)(+)(-)(-) = D SIRI 
хє <-/3,0> ,six--1 => f"(-1)2 20999) = Ф Ер 
хє«0,43» ,4х-1 = f") = OWH- A E e В 
xe«J3, «c», six=2 => f"Q) = AHHH = ds YT 

Luego existen tres puntos de inflexión 


I, -43,-243 e??), L(0, 0), 1,(43, 243 еэ?) 
6. LaFigura 5.56, muestra la gráfica de la función 








FIGURA 5.55 FIGURA 5.56 


D | Graficar la función f (x) = (2 + х2) е^ , indicando, si existe, máximos 
y mínimos, puntos de inflexión, asíntotas. 


Solución 1. Dominio de la función 
La función es continua en toda la recta real, es decir. Dom(f ) = IR. 
Si x=0 = y=2, la Gr(f) intercepta al eje Y en (0, 2). Como f (x) = f(-x), la función es 
par, esto es, su gráfica es simétrica respecto a eje Y. 
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2. Asintotas. lim f(x)=0 => y=0 esuna А.Н. en ambos sentidos 


No tiene asíntotas verticales ni oblicuas 
3. Localización de los números críticos y de extremos relativos 
fo)--2x(012x)e* ; ч) = 2 (22+ 0) De* 
Si f(x) 20 => х= 0, es el único número crítico 
Dado que f"(0)=-2<0 = (0. 2) es un máximo relativo 
4. Intervalos de concavidad y puntos de inflexión 
Si /(х)-0 > x4=1 OS х= +1 son dos posibles números de inflexión 
Intervalos prueba: <-оо, - 1», <-1, I», <1, +00> 
En xe <, -l>,six=-2 => f"(-2)=2(+) (+) (+) = d 25 3PI 
xe«l-l»,six-0 > /'(0) = 2(+)(+)(-) = A 
xe«l,4»,six22 > }"(2) = 2(+)(+)(+)= + > AEA 


Luego, existen dos puntos de inflexión 1,(- , 3EN 144153) 


5. А partir de toda esta información se dibuja la gráfica de la función mostrada en la 
Figura 5.57 E 





Graficar la función f (x) = arc Sen (e™) indicando, si existen, asíntotas, 
extremos relativos, intervalos de concavidad, puntos de inflexión. 
Solución 1. Dominio de la función 
Dadu que e” є [-1,1] y e*>0 => 0O<e"<1 
Tomando logaritmos: Ал 0* < 2х 5 Ln] => -«2x < 0 > re «ce, 0] 


2.  Asimtotas. lim f(x) = arc Sen (e ^) arc Sen (0) = 0 


Entonces v= 0 es una asíntota horizontal hacia la izquierda 
No existen asíntotas verticales ni oblicuas 


3. Localización de los números críticos v números de inflexión 


_ ғы ана Дет" 
peu сс: 570 О тоу 
(0) > 0, V хє Dom(f) y f"(x) > 0, V xe Dom (f) 


Por lo que no hay extremos relativos ni puntos de inflexión. La curva es creciente y 
cóncava hacia arriba en todo su dominio. 


4. Valores extremos. Si х= 0 > y = arc Sen (е) = 1/2 = (0, 1/2) es un máximo absoluto 
de la función. 


5. La Figura 5.58 nos muestra la representación gráfica de la función. a 








мл га — XLI 


FIGURA 5.58 


EJERCICIOS . Grupo 44 


FIGURA 5.57. 




















% Еп los ejercicios 1 al 46. dibujar la gráfica de la función correspondiente, indicando en 
cada cuso, el dominio, continuidad, puntos de discontinuidad, las intersecciones con los 
ejes, las asíntotas. los extremos relativos, puntos de inflexión, los intervalos donde la 
función es creciente y decreciente, y los intervalos de concavidad. 

1. fG)-2x-32-12x48 2 wis га 2997 

3. 3fG90)-7 3 +40 - 1232-4 4. Их)-28-8х-3 

5. р(х) = х? (х + 1)? 6. р(х) = - Зх +3 + 1 

$2. SPOLE- 8. у(х) =(х- 1) (х+ 2) 

9. f(x) = бх - 10х +2 10. f(x)-3p9-Sx 

2 l a 
H. f(x) x += 12. Ст) — == 
х fe) x +1 
1 x -2 x 
3. ST 14. x)= 
Lp Го) 17 
16): x13 i fos x? +3х 
ы х | ха! 
-0х7-3х | 2x* -5x +4x 
17. Ї(х)- ll 18. F(x)= СБ 
19. /(х)- 2x' —-5x +15 20. f(9- х бх+12 
х—2 х—4 
| 2x : 2x^*1 
21. = 22. х= 
АХ x +1 fen x! -2x 
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23. f(x)» x44- x 24. f(x)s xd x—3 
25. f(x) xJ4-x 26. f(x) х? 4x45 
27. f(x)= Vx" - 6x? 28. ү(х)= Vax! - x: 
29. f (x) = х (6 - xy^ 30. f(x)-x(x43y^ 
31. Р(х) = x(x - 23% 32. f(x)2x'? (x 4 2)?^ 
x x 
33. =] 34. = : 
FO) х +1 i5 V 2-1 
2 2 
x 4x. —1 
35. f(x) = 36. f(x)= 3 
2Х7-1 
3 2 3 
бх--х , x<8 US — 12-28 
37. f(x) 24 | 38: 0) E x 9 
RT o X28 2x'—x ,x 20 
5555-1599 xsl х? *2x-1 20 
39. рО) = 7-2 — 40. /(х)- х 
(x—1)* A .x20 
x^ 
;tl,-4€x«0 4x 
3 ‚х<0 
a /(ху- 13-37 42. fo)silex! : 
(x41)? е 
RIA х2 0 У(х-3) G3) 20 
3 
45 Lxu[0, 2] Vr -3x ,x2-1 
43. f(x) 21 x-2 44. f(ix)-4 x 
25 xel02x-) dion 
x —] , , x'-1 
` 2 
x'-6x! 44х-4 ,х«4 2 ES Dm .x«4 
45. xl 2 Ёс UL. X —X— 
199 n(t4) зң ас шал. 
к x'4x«a3 5" 
2 
47. Estudiar los valores extremos relativos у absolutos de la función у = non . Огайсаг 
— yen X 


la función indicando sus asíntotas. 


48. Dibujar la gráfica de la función f (x) = Sen x Cos? x, x € (0, 2r], indicando: rango de la 
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49. 


50. 


función, máximos y mínimos relativos, crecimiento y decrecimiento, concavidad y pun- 
tos de inflexión, justificando rigurosamente su proceso. 


Dada la función 


3 


, x<0 





f(x) = x? +27 
Cos! x 4- Cos? (295) - Cos х Co (ex Xo» 


Dibujar la gráfica indicando asíntotas, intervalos de crecimiento, extremos relativos, con- 
cavidad, puntos de inflexión. 
Demostrar que: 
3) La gráfica de la función y = x Sen x, x € IR, tiene puntos de inflexión. 
y) Si f es creciente en el intervalo [a, b] y derivable en «a, b», entonces 
/'Ох)>0, Vxe <a, b». 








* En los ejercicios 51 al 54, graficar la función dada indicando: dominio, asíntotas, interva- 

los de crecimiento y decrecimiento, concavidad y valores extremos, si existen. 
2 
51. f(x) = arc Sec (x - 1) 52. f(x)-arc Sen 2) 
l=% 
(A Т 4. :)=arc 

53. f (x) = (arc Tg ху 5 f(x)=arc Cos (33) 

4 Еп los ejercicios 55 al 58, hallar los extremos relativos, puntos de inflexión, si existen y 
dibujar la gráfica de la función. 

55. y=x/2- Ln x 56. y-x Lnx 

57. у= Ln(8x - х?) SR у> Lax 

Ф Еп los ejercicios 59 al 64, hallar еп cada caso los máximos y mínimos relativos, los 
puntos de inflexión, los intervalos en que fes creciente o decreciente, los intervalos de 
concavidad. Trazar un esquema de cada curva. 

59. f(x) 2xe" 60. f(x)zxe* 

61. Го) -е” 62. (х) = хе" 

63. ѓ(х) = х? e 64. f(x)—-e?*Cosx 
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PROBLEMAS DE OPTIMIZACIÓN 





Una de las aplicaciones más importantes del análisis matemático es obtener el dise- 
ño Óptimo de un producto. El problema de minimizar costos o maximizar el volumen de un 
objeto se reduce con frecuencia a hallar mínimos y máximos de funciones. En cuyo caso, el uso 
de los puntos críticos y los criterios de la primera y segunda derivada adquieren relevancia 
especial. Recordemos que para minimizar o maximizar una función sobre un intervalo cerrado 
es esencial tomar en consideración también los valores de esa función en los puntos terminales 
del intervalo. 

Antes de exponer un metodo general de resolución para tales problemas, se mostra- 
rá un ejemplo que es típico. El único reto nuevo es como traducir el problema en lenguaje de 
funciones. 


EJEMPLO 1 1 Un pedazo rectangular de lámina metálica mide 5 pies de ancho y 8 
pies de largo. Se van a cortar cuadrados congruentes en las esquinas, 

para doblar la pieza metálica resultante y soldarla para formar una caja sin tapa, como se 

muestra en la Figura 5.59. Qué dimensiones producirán una caja de volumen máximo? 








1. Designemos por V la cantidad por optimizar (la variable dependiente), esto es, 
el volumen de la caja que se va a construir y, por x, la longitud de la arista de 
cada esquina cuadrada que se va a suprimir. 
2. Рага escribir cl volumen como una función dc x, nótese que la caja tiene una altura хус! 
área de su base mide b.h, entonces 


VD: hX Ecuación primaria 
3. Dadoque b=8-2x y hx 5 - 2х, entonces 
V(x) = (8 - 2x) (5 - 2x) x Ecuación secundaria 
a М(х) = 4x! - 264 + 40x Función de una vartable 


4. Como el ancho de la lámina tenía 5 pies, los únicos valores de x que tienen sentidos son 
los del intervalo «0, 5/2» . Pero hagamos que el dominio admisible sea el intervalo cerra- 
do (0, 5/2] para asegurar que exista el máximo de V(x) y podamos aplicar el método de 
máximos y mínimos en un intervalo cerrado. Obviamente los valores x 2 0 y x = 5/2 
corresponden a cajas "degeneradas". 

5. Ahora bien, para maximizar V hallemos los números críticos mediante la derivada de 
V(x). esto es 

V'(x) = 12x? - 52x + 40 = 4(3x - 10) (x - 1) 
Si V(x) = 0 = (3x- 10) (x- 1) = 0 & х= 10/3v x= I son los números críticos. 
Vemos que sólo x= 1 se encuentra cn el intervalo relevante (0, 5/2]. Por lo tanto, el 
máximo de V(x) se alcanza en x= 1 o en los terminales del intervalo (0, 5/2], luego los 
valores de У que debemos examinar son 
У(0) -0, V(1)= 18, V(5/2) = 0 

6. Concluimos que V es máximo cuando x= 1 є |0, 5/2], es decir, para una caja de dimen- 

siones 6 x 3x ] y V = 18 pies". n 
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Lineas de doblez 


Lineas 
de corte 


e cmo omo cm ct m өв? 





FIGURA 5.59 


El Ejemplo 1 esclarece el procedimiento general para resolver problemas aplicados 
de máximos y mínimos en cinco pasos. 


PROCEDIMIENTO PARA RESOLVER PROBLEMAS DE OPTIMIZACIÓN 


ын "e B Ч 


59 cum be VY. Pis FAL« A 
SUAS, 1 al -с СО MO A, 


“Яа. 





El producto de dos números positivos es 192. Qué números hacen 
mínima la suma del primero más tres veces el segundo. 








1. Sean xe y los dos números buscados, y sca S la suma que debemos 
optimizar. 


2. Si deseamos hallar el mínimo de S, escribimos como ecuación primaria: 
S=x+3y 
3. Сото el producto de ambos números es 192, entonces 


x y = 192, de donde: y = 2z Ecuación secundaria 
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Ahora podemos reexpresar la ecuación primaria en términos de x, esto es 


SAS Tx + 8 Modelo matemático 


4. Siendo x positivo, el dominio admisible de S es «0, +00> 
KC NC 227 SR TRU ES 

5. Localización de los números críticos: S ' (x) 5 Lope 

Si 56)-0-23"-576:410 45 x=x024 

Así pues, х = 24 es el único número crítico. Se trata en realidad de un mínimo? 

1152 


3 





Recurrimos al criterio de la segunda derivada: S"(x) = 


y como S"(x) > 0, V x є Dom (S) se trata. en efecto, de un mínimo global o absoluto, 
pues un punto crítico sobre una curva cóncava hacia arriba en todas partes es un mínimo 
global de esa curva. 


192 
Por tanto, los dos números son: x = 24 e y= Эд 7 5 a 





Hallar los puntos de la parábola y = 8 - x^ que están más próximos 
al punto A(0, 3). 





I. La Figura 5.60 muestra que existe dos puntos Р(х, y) de la parábola a una 
distancia mínima del punto A(0, 3). Designemos por d dicha distancia. 
2. La fórmula de la distancia entre dos puntos nos da la ecuación para d: 


4-4(А,Р) = 1 x! +(у- 3)? Ecuación primaria 


3. Usando у= 8 - х? como ecuación secundaria podemos reescribir la ecuación primaria 


como: 
а(х) = Jx 4(8-х2-3)--5 Jx’ = 9x? +25 Modelo matemático 


Ahora, la función d será mínima cuando lo sea la expresión que está bajo el radical, 
por lo que necesitamos tan sólo hallar los números 
críticos de la función: f (x) = x° - 9x* + 25 para 
minimizar 4. 

4. Е dominio de f es IR 

5. Localización de los números críticos 
Г) = 2х (20 - 9), f"(x) = 12x - 18 
Sif (x)zÜ0-»x-0,x--c3 422 
El criterio de la segunda derivada da el siguiente 


resultado para estos números críticos 
f"(0) = 12 (07 - 18 = -18 < 0 Máximo 


["( +3 ./2 12) = 12 (43-42 (2) -18 = 36 > 0, Mínimo 
Por lo tanto, los puntos Р de la parábola v = 8 - x^, 


más cercanos del punto A son: ( +3 У2 72, 7/2) m 





FIGURA 5.60 
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EMP LO 4 91 La esquina inferior derecha de una página se dobla hasta alcanzar el 
lado izquierdo. Si el ancho de la página es de 6 pulgadas: a) Hallar la 
longitud mínima del pliegue 
b) Qué ángulo forma el pliegue mínimo con el lado mayor derecho de la página? 
Suponer que la página es lo suficientemente larga para evitar que el pliegue alcance la parte 
superior de la página. 








1. Sean, y la longitud del pliegue y © el ángulo formado por el pliegue y el 
lado mayor derecho de la página. 

En la figura 5.61 se observa que los triángulos rectángulos ABC y AEC son simétricos, 

por lo que la m (4 ACE) = m (< ACB) 

Entonces: Ө = 180 - 2m (2 ACE) = 180 - 2 (90 - a) < Ө = 20 





Ecuación primaria 


2. Enel AAEC: Sena=%= y= 
у Sen a 


3. EnelA BDC: баз e 6-3 


ВС х 
Si Sen Q = үте =» Sen Q = PE 


Usando esta ecuación secundaria, reescribimos 
la ecuación primaria en términos de o 





T 
yx 2 ще д? 
x-3 x-53 








4. Dominio de la función: x € «3, 6] 

5. Localización ас los nümeros críticos 
dy. 4x(2x—9) 
dx — (x-3)^ FIGURA 5.61 





Para o =0 > x=0 ух = 9/2; pero como x%0 y x%3, el único número crítico 
х 


es х= 9/2. 
Usaremos el criterio de la primera derivada como test para minimizar la función tomando 
como intervalos «3, 9/2» y «9/2, 6» 


En xe <3,9/2>, si x24 у= en =-— decreciente 
3 mínimo 


= + creciente 


En x € «9/2, б>, si х=5 =» у= ОЧ 


Por tanto, x = 9/2 produce un mínimo global para la función cuyo valor es: 


о Г9 9 
у= 3456 53 
6-x 69/2 1 


b) Cos 2ш= °—® 8-775... мөс arc Cos(1/3) 435 16 ш 
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Dos postes de 15 y 20 pies de altura, distan 21 pies entre si. El 
extremo superior de cada uno está unido mediante un tirante a una estaca 
situada en el suelo y en línea recta entre los postes. En qué lugar debe colocarse la estaca para 
que el tirante tenga longitud total mínima? 





Solución 1. Designemos por L la longitud del tirante, y por x la distancia de la estaca 
al poste más pequeño. 
2. En la Figura 5.62 se tiene: L=y+z Ecuación primaria 
El siguiente paso es expresar las variables y y z en términos de la variable x, haciendo 
uso del teorema de Pitágoras, esto es: 
3. Enel ABAE; х-15“-»у 


=> у= у? +225 


Enel AECD: 20 + (21-х) = 2° 


= z=Y х? — 42 x +841 


Luego en la ecuación primaria se obtiene 
el modelo matemático: 


LG) = Yx? +225 +4] х2 —42x +841 
4. Eldominio de la función es: x є (0, 21] е 
5. Localización де los números críticos FIGURA 5.62 
иу x— 2] 
Ium + 225 УЗЕ 88 —42x+841 
Si (х) = 02 х (xX - 42x + 841) = (21 - xy? (x? + 225) 
de donde: x? + 54x - 567 = () €» х= 9 v 1=-63 е [0.21] 


Usaremos el método para hallar extremos en un intervalo cerrado, esto es, si x € (0, 21] 
y como x — 9 es el único número crítico, entonces 


100) = 4/0 + 225 + J0— 0+ 841 
1.9) = J81--225 + J81—378 +841 = 408 € Mínimo 


1021) = 4441 + 225 + 4441 —882 + 841 = 47.8 
Se concluye que el tirante debe fijarse a 9 pies del poste de 15". E 





Un granjero dispone de 200 pies de valla para delimitar dos corrales 
adyacentes rectangulares (Figura 5.63). Qué dimensiones se debe clegir 
para que el árca encerrada sea máxima. 


Solución 1. Sea A el área total de los dos corrales 





2. Entonces: А = 2xy Ecuación primaria 
3. Perímetro de la valla: 200 = 4x + 3y Ecuación secundaria 


4 
> y7400-x) 
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Sustituyendo en la ecuación primaria se tiene el 
modelo matemático: 


8 7 
А(х)- 3 (50х— x^) 


Dominio de la función А: 
como A>0 => 50х - >> 0 хє «0. 50» 
Localización de los números críticos 





A'(x) = : (50 — 2x) 


Si A(x) 202 S0-2x20 < х= 25 

Nótese que A"(x) = -16/3 < 0, V x e «0, 50>; 
luego, el número crítico x= 25 produce un máximo absoluto en la función A. Por tanto. 
las dimensiones que debe elegir el granjero son: 


FIGURA 5.63 


x = 25 pies, y => (50 — 25) = > pies ч 


Hallar el área del mayor trapecio comprendido la curva 
у=4х-х y eleje X. 


1. Sea S el área del trapecio de bases B = 4 y b, altura h = y 
l 
2. Entonces: S= > (4+b)y Ecuación primaria 


b | . | . 
Сото 5 = 2-х — Ь=2 (2-х) е у= 4х- л, la ecuación primaria se convierte en el 


modelo matemático: 
S(x) = > (4+4 - 2х) (4x-1%) = - 80 + l6x=x (1 - Ay 


Dominio admisible de la función; х e (0, 2] 
Localización de los números críticos: 
S(x): Зх? - 16x+ 16, 5х) = 6x- 16 
Si 8(5)-0 = Зх? - 16х+ 16-0 

| €» х= 43v x — 7246 [0. 2] 
Alser x — 4/3 el único número crítico y S"(4/3) « 0, 
se trata, en efecto, de un máximo global cuyo valor 
es: 


4 (4 = 2% 
8(4/3) = (5—4) = 2T u* = 








FIGURA 5.64 


Hallar el área del mayor rectángulo, con lados paralelos a los ejes 
coordenados que pueda inscribirse en la región limitada por las parábo- 


las Фу: 3y=12-x y Ф; бу= x - 12, 
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Solución 1. Sea S el агса del rectángulo inscrito de dimensiones, 5 = 2x y Йй = v, + (-1,). 
representado en la Figura 5.65 
2. Entonces: S =b. й = 2x (y, - y.) Ecuación primaria 
En dicha figura se observa que y, corresponde a las ordenadas positivas de P, e y. a las 
ordenada negativas de Ф.. Por lo que: 


3. SANE 24 (02-57- | xt 12)| 
3 6 


Ф,:Зу-12-х 


de donde obtenemos el modelo matemático 
Sx)z12x-a 
4. Dominio de la función S 
Сото 8(х)»0 => I2x-1'>0 


— (12-0) > 0) € (v»50)A(- J/I2 «х« ЛЭ.) 


— кє #0, 412» 
5. Localización de los números críticos 
S(x)212-3x, S"(m)=-6x FIGURA 5.65 





SESC)=0= 12:-3"=0:05x=2VWx=-22 «0.4125 
Dado que x =2 es el único número crítico de S y S"(x) = -12 < 0, se concluye 


que el valor máximo relativo de S es su valor máximo absoluto, cuyo valor es: 
5(2) = 1212) - (2)*= 16и 21 


Una página rectángular debe contener 432 cm” de material impreso. 
Los márgenes superior e inferior debe tener 4 cm de anchura y los latera- 
les 3 cm. Qué dimensiones de la página minimizan la cantidad de papel requerida”? 





Solución 1. Sean a y b las dimensiones de la página y x e y las dimensiones del material 
impreso. Si A es el área que debemos optimizar, entonces: 

2. А = (x4 6) (y + 8) Ecuación primaria 

432 


A 





3. —Elárea impresa cs: 432=xv=> у = 
Sustituyendo en là ecuación primaria se tiene 


A(x) = (x + 6) (= +8) —4804. Br 2992 
+ x 
4. Sólo interesa los valores de A con x 20 


5. Localización de los nümcros criticos 





АО)-8-2992 , дүу- 548 
х х 

Si А(х)- 0 = 8 -2592=0 €» х= +18 

Dado que x--18 € Dorm (A), elegimos x = 18 como 

único número crítico y siendo A"(x) > О, V x » 0, el 

criterio de la segunda derivada confirma que А es 
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mínima en х = 18. Luego, у= = 24. y las dimensiones de la página deben ser: 


di 
a=x+6=24cm,b=y+8= 32 cm. [7 






10 ) Hallar las dimensiones y el área del mayor rectángulo que tiene uno 
de sus lados sobre la recta $: x = 9 y los vértices del lado opuesto sobre 
la parábola P: у? - 4y - x x 7-0 


TTE 


1. Sean b y h las dimensiones del rectángulo 
En la Figura 5.67: b= 9-х, h= у, - у, 

2. Area del rectángulo; S = b.h = (9 - x) (y, - y») Ecuación primaria 
3. De la ecuación de la parábola obtenemos 

(y-2y 2x-3 €» y-2=+v4x-3 

de donde: y, =2+ Jx-3, y, 22- 4х-3 

—h-y-y22w«Xx-3 

Sustituyendo en la ecuación primaria se tiene: 

S(x) 22(9- x) 4х-3 


Dominio de la función S: x € [3, 9] 
S. Localización de los números críticos 
3(5— x) 3(x— 1) FIGURA 5.67 
4х-3 24(х-3У 
Si S'(x) 20 > 5-x=0 & x=5esel único número crítico 


Dado que S"(5) « 0, el número crítico x 2 5 produce un máximo absoluto para la función 
S. Por tanto, las dimensiones y el área máxima del rectángulo son: 


b-4,hz242 y S-4Q42)-2 8 4/2 и " 





5'(х) = ‚ S0)=- 


¿EJEMPLO 11 | En la Figura 5.68, la longitud del 

segmento AB es a, la longitud 
del segmento AC es b y la medida del ángulo CAB es 
© (a, b y © son constantes). -Si DC 1 AB, hallar la 
longitud del segmento DC para que el árca 
somibreadasca mínima. 





EMPLO 1” 





1. Sean: x la longitud del segmento DC, 
S, el área del ADEC de altura h, y S; 
el área del AAEB de altura h. FIGURA 5.68 





2. 5:5-45,-5,-» S= 5G. h +a. h,)=> (x-y Sena + a.z Sen @) 


] 
de donde se tiene: S = 2 y taz) Sen @ Ecuación primaria 
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3. Ехргеѕагетоѕ las variables y y z en función D С 
de la variable x, por la semejanza de triángu- 
los, esto 65: Y 
a ? - 
AAEB = ADEC > — =* 
X y 7 
а+х 2-у 9 
X p y А B 
u 
de donde: ус ,1-5-у- KA 
а+ х а+ х 
Ahora, sustituyendo еп la ecuación primaria se tiene: 
2 2 | 2 2 
S(x) = 1 Бх + ар Sen Q = b ex Sen Q Modelo matemático 
2La+x ачх 21 a+x 
4. Рага minimizar esta función sólo interesa los valores de S con x > 0 
5. Localización de los valores críticos 
; b( x! *2ax—a 5 2475 S 
ste ALE Ane : sy 20.0366 
2 (a+x) (a x) 


SiS'(1)=0 > x + 2ах-а =0=>x = a (V2 - 1), único número crítico. Como S"(x) > 0, 
V x20, S tiene un único extremo relativo en su dominio, por lo que el valor mínimo 


relativo es un valor mínimo absoluto cuando х= DC = al 42 - 1). ш 


м 4 
Һ 


"LO 12 ) Hallar el volumen máximo de un cono circular recto inscrito en una 
esfera de radio r. 





Solución 1. Scan: x (radio) e y (altura) las dimensiones del cono circular recto de volumen 
V inscrito en la esfera de radio r. 


Li 


n Мы E Ж. 
2. Volumen del cono: V = ;* у Ecuación primaria 


3. JUnarclación entrc x e y lotendremos por seme- 
janza de triángulos. 





1 BH НС 
ABHC = â DHC > yc = HD 
y 2 
—> = = = (2 ESSN T) 
Ош ша —x'-y(2r- y) 


Ahora podemos reescribir la ecuación primaria 
en términos de una sola variable: 


У(у)= т y (2r-y)y= 5 (2ry* — у?) 





4. El volumen V tiene sentido sólo para у> 0 
Localización de los nümeros críticos 


UA 


FIGURA 5.69 
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n n 
У 0-5 (4-3) ; V"0)=3 (47-63) 
Si V(y) = 0 > у (4r - Зу) = 0 => y= 4r/3 es el único número crítico y como 
V" (47/3) < О, se concluye que el volumen máximo ocurre cuando 


4r 2 EM s 4r 8 : 
jum —— | == E um 
zem DEM TES | 3] 9" 









- 2E « 


LO ' 13. Determinar el máximo volumen del recipiente cónico que se Obtiene 
extrayendo un sector circular de un círculo de hojalata de radio R. 


Solución. 1. La Figura 5.70 muestra el sector circular ACB de radio К y longitud de 
arco AB junto con el cono de radio г y altura A obtenido de este sector. Si Ө es 
el ángulo central de este sector — AB = RO 


| EJEMP 


2. Volumen del recipiente cónico 


T 2 225 : 
En h Ecuación primaria 
3. Busquemos ecuaciones secundarias que expresen r y Л 
en términos de 6. „==. 
Como la longitud de arco ACB es igual a la longitud de 
la circunferencia de la base del cono, entonces: 


RO = 2nr e r= 8 
2n 


242 
һ= ук -r һе ке = у узш! o 


Luego, en la ecuación primaria tendremos 


л (КӨҮ К fanta 
У(0)- 3 (2) “Эр 4n —0 
3 
[je 44-02 
24T 


4. Dominio de la función V. 
V es real = 020л41-020 = Өє [0, 2n] 
5. Localización de los números críticos 





FIGURA 5.70 


К? ) ө: 
24 E = 


Si V(8) 20 = 0(81?-30) 20€» 0-0 v 0-2 /2/3 
У'(0) no está definida si 41? - = 0 €» 0=2x 


3 2 2 
gu zode |- R'O(8n^—30^) 


V'(8) = | 
241? Jan? —0? 
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Nótese que 6 = 0 y Ө= 2x son los extremos del intervalo que define el dominio. de la 
función V. En consecuencia, el valor máximo de V(0) es el mayor de los números V(0), 


V(2n) y V(2n 4 2/3). Un sencillo cálculo en У(0) nos revela que У(Ө) = 0 у М(2х) = 0. 


Por tanto, el máximo ocurre en el número crítico 0 — 2n. /2 / 3, cuyo valor correspondien- 
te de V es: 








(RAY) |, 8m _ 213 R ” 
V- 2n JU 3 3 27 


Elegir el radio de una esfera de tal manera que al introducirla en una copa 
cónica (profundidad m y ángulo cónico 200) llena ас agua, se derrame la 
mayor cantidad posible de líquido. 








1. Sean, rel radio de la esfera, BC = x y h=m-x la altura del segmento esférico 
interior a la copa cónica. 

La cantidad de líquido derramado es igual al volumen del segmento esférico de altura А, 

esto es: 


h 
Әла Va RE ( -i) Ecuación Primaria 


OA r 
3. Enel A OAB: Sen a= pp = a 


4 Dm Ser Q 
e donde obtenemos: r= sie 





7 
Hagamos k= Aeon „constante = г = kx 
1— Sen 0. 


de modo que, en la ecuación primaria se 


tiene: 
h? 
Р, dh? _ 
ү (т 3 | 


= n| xim x - ¿mar | 





FIGURA 5.71 


V(x)- п | km x- 2m +) (ma) | 
4. Dominio de la función V: хє «0, m> 
5. Localización de los números críticos: 
М(х) =n [k (n? - 4тх + 332) + (m - xY] 
= п [(1 + ЗА) x* - 2m (1 +20 x 4 r£? (k + 1)] 
Si V(x) = 0 = (1 + ЗА) х? 2m (1 +20 x - n2 (1 - 0) 20-7 
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1--34 

_ m(l+2k)Ł Jm? [1-- 4k - AK! ) -(GK? +4k+1)] 
| 1+ ЗА 

4 m(14+2k)+ mk (14-К)т 


paru Р 


Como  V"(x)- n[2(1 + 3k) x - 2m (1 +2k)], entonces: 
V"(m)— n[2 (1 + 3k) m - 2m (1 + 2k)] 2m kn > 0 = d mínimo 


— x 





|99" | = R[2m(1+k)-2m(1+2k)] 2 -4mkr «0 =2 3 máximo 
| Sen © | 
| m 
Luego, si A EPIO хк | radio de la esfera aximiza el 
перо, = KE). a mm с 10 de la esfera que maximiza е 
1— Sen Q 


volumen del segmento esférico es 


EA Sen Ч. m. Ne m Sen © 
LI " li1-Sena 1+2 Sena) Sena + Cos 20. = 





Un sólido de revolución se ha obtenido haciendo girar un rectángulo 
alrededor del eje Y tal que su base está en el eje X, y todo el rectángulo 





X 
x* 41 
dimensiones del rectángulo generador del sólido de volumen máximo. 


está contenido en la región comprendida entre la curva y — 





y el eje X. x» 0. Halle las 





1. Sean b e y las dimensiones 
del rectángulo generador 
mostrado en la Figura 5.72. 








51 = => X^ —x4 ЗЕ 1. 
y x4 у у 

1+/1-4y? 

& x= — 
2y 

=i 1-4y* 57-14 

“ЭБА Шу. үсээ EN 

1-4 y? 


Luego, b=x,- ху = 
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2. 


Volumen del sólido de resolución 


УҮУ-л(Х52-х()у Ecuación primaria 
De la identidad (a + bY - (a - Б)? = 4ab, sc sigue que: 


a - 4n 


2y 2y y 


Sustituyendo en la ecuación primaria obtenemos el modelo matemático 
1-4y* I—-4y* 

vo (58) - 582] 

y y 


Dominio de la función V: (у> 0) A (1 - 4y? > 0) > ye «0, Y] 


n(1—8y* 
Localización de los números críticos: V(y) = IL. 

y yl-4y 
Si V(y2021-8y'z0 e y= 42/4 = 0.35 único número crítico 

* . 
En ye «0.0.35», si у-1/4 = (1/4) = Ct) — + creciente 

(+) " 

3 Máximo 

En ye «0.35, 1/2>, si y = 2/5 => У(2/5)- m — — decreciente 


Por tanto, el número crítico produce un máximo absoluto en la función V. 


1-4 y? р /1—4(179) 


E A O ME 
uego, si > Tla 


Obsérvese que el V ma = n b=> V m= 2 R 16 ш 


ЙРГО 16 ) Una isla A está a 10 km del punto B más cercano sobre una playa 





recta. Una tienda está en el punto C, a 26 km de B sobre la playa. Si un 


hombre rema a razón de 5 km/h y camina a razón de 13 km/h, en que punto deberá desembar- 
car para ir de la isla a la tienda en el menor tiempo posible? 





2. 


3. 


1. Sea el punto P, a x km del punto B, donde termina la parte marítima de 
la trayectoria. La Figura 5.73 muestra la trayectoria que se supone demanda 
menos tiempo, es decir, AP remando y PC caminando. 


Como г= entonces el tiempo empleado por el hombre hasta llegar al punto C es 
r 
[AP РС 
5 13 
Pero, AP = Jx?--100 y PC 2 26- x 
De modo que en la ecuación primaria obtenemos el modelo matemático: 


Ecuación primaria 
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+ 


3: 





J| x? +100 6—x 
f z ——— 
(x) 5 + 13 


Podemos elegir como dominio de fel in- 
tervalo (0, 26], porque el mínimo de t debe 
ocurrir en algún punto interior de este in- 
tervalo. 

Localización de los nümeros críticos: 
І 





х 
Г(х)---------- ст e. л 
y 2 13 2 солир 
3vx +100 FIGURA 5.73 
Si. HOSO => Sp de donde, x= 23 es el único número crítico 
sSJx 410 — 6 
en [O, 26] 


Ahora, evaluemos f en este número y en los dos extremos del intervalo [0. 26] para 
encontrar que: 





5 13 
(2516) +100 26-25/6 150 | 
m o — = — Шш 3, Mí 
t(26/5) 5 + T 30 3.85 < Mínimo 
26) = мано + Te =5.57 
Por tanto, el hombre debe desembarcar en el punto P a 25/6 km del punto B, recorriendo 
toda la trayectoria hasta llegar al punto C en el tiempo minimo de г = 3.85 horas. ш 


"1 Los puntos A y B están opuestos uno al otro en las riberas de un río recto 
que tiene un ancho constante de 3 km. El punto D está en la misma ribera 


que B. Se desea tender un cable de A a D. Si el costo del cable por agua es un 25% más caro 
que el costo del cable por tierra, que línea de cable será la menos costosa? 





2. 


3. 


l. Sca k el costo del cable por tierra y 1.25 К el costo del cable por agua. (El valor 
de k es irrelevante) 
Entonces al expresar el costo total C en térmi- 
nos de las longitudes AE y ED obtenemos la 
ecuación primaria | 
C = 1.25 k (AE) +k (ED) 
En la Figura 5.74 se tiene 


AE=4Vx?+9 y ED=6-x 





a FIGURA 5.74 
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Usando estas ecuaciones secundarias podemos reescribir la ecuación primaria en térmi- 
nos de la variable x, esto es: 


С(х) = 1.256 Yx? +9 4 k (6 - x) 
4. Dominio de la función C: x € (0, 6] 
5. Localización de los números críticos соп C'(x) = 0 


utc RAS ex 1.25х — ух? 49 
Cs = — k=k DU WERL 
Vx? +9 Va? +9 

Si С(х) 2 02 1.25 х= Vx? +9, de donde x! = 16 — x=4€ [0, 6] es el único número 
crítico. Entonces siguiendo el método de hallar el mínimo de una función continua sobre 
un intervalo cerrado tendremos: 
Si x=0>C(0)=1.25k Jo+9 48К(6-0)-9.75К 

x=4 => C(4)=1.25k f164+9 +k(6-4)=8.25k < Mínimo 


x=6> С(6) = 1.25 k /36+9 +k(6-6)=8.38 k 
Por tanto, la línea del cable deberá tenderse а 4 km del punto B para un costo 
mínimo. ы 


"LO 18 ) Deseamos hacer una lata cilíndrica соп 100 pulgadas cúbicas de 
capacidad. El material del fondo y de la tapa cuesta dos veces más caro 
que el del lateral. Qué relación debe existir entre la altura y el radio de la lata más económica? 








1. Sea k el costo de una pulg? del material lateral y 2£ en el caso de la tapa o 
el fondo de la lata cilíndrica de radio r y altura А. 
Area total de la lata cilíndrica = Area de las bases + Arca lateral 
> S= 2л” -2mrh 
2. Е costo total es: C = 2k (2x1?) + k (2nrh) 


> C = 4knr + 2knrh Ecuación primaria 
3. Si V=100 pulg’ 1 rh = 100, de donde: h= 10 


sustituyendo en la ecuación primaria obtenemos el modelo matemático 
C(r) = 4 knr? + 200k (1/7) 
4. La función C sólo tiene sentido рага гэ 0 
5. Para estos valores hallamos los números críticos con С' (r) = 0 


pud 





Сү)-8клг-208| 1 | 5 CDs 
r 


3 
SiC'(r) 2 0 => 8k (7222) -0 e rzif25/m , esel único número crítico y como 
r 


C"(r) » 0, V r>0, el criterio de la segunda derivada garantiza que para este número crítico 
la función C tiene un mínimo absoluto. 
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2/3 
Luego, en el paso (3): h = ® (5) 200 | zm )= 4: 1/25 / тс = = 4r 


Por tanto, la relación que debe existir entre la altura y cl radio de la lata cs: 


LONE ш 
r 


Э | Se va a construir un tanque de concreto para agua. con base cuadrada 

y sin tapa. El tanque ha de tener una capacidad de 192 m', Si los lados 

cuestan $4 por т? y la bse cuesta $3 por m"; cuáles han de ser las dimensiones para que el costo 
total sea mínimo. Cuál es dicho costo mínimo? 








1. Sean хе y las dimensiones del tanque (Figura 5.75) 
El área de la base = x^, y el área lateral = 4xy y si C es el costo total, entonces 


2. C= 3(Area de la base) + 4 (área lateral) 
> С = Зд? + 16xy Ecuación primaria 
3. Dado que la capacidad del tanque es 192 тп", 


indica que: 192 = х? у= y= 22 
х 


Sustituyendo en la ecuación primaria obtene- 
mos el modelo matemático buscado, esto es: 


С(х) = 302 + 16x 22) = зл? a 











5.75 
4. Ahora el objetivo es hallar el mínimo absoluto ха хаан 
de C(x) en el intervalo x > 0 
5. Localización de los nümeros críticos 
3072  6(x'—512 


Si C'(x) = 02 x? -512 = 0 €» x = 8, único número crítico 
Como C"(x) > 0, V x» 0, entonces х = 8 corresponde en realidad al mínimo absoluto de 
C(x) en el intervalo x > 0. 


Luego, si у= гэ = 3, las dimensiones del tanque son 8 x 8 x 3 m? y su costo mínimo 
es C= 3 (87 + 77^ =$576 ” 


) ) En la Figura 5.76, el radio de la circunferencia es 10 cm, PT es tangente 
a la circunferencia en P; MS 1 PT. Haciendo uso de la derivada, determi- 
nar el valor máximo que puede alcanzar el área del A PMS. 
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Solución 1. Sca A el ёгса del A PMS 


(PS) (MS) = > (PM . Sen 0) (MS) 


(Ес, primaria) 


| 
ES 3 
2. Enel APMR: PM= 2r Cos Ө 
En el A PSM: М5 = PM Cos Ө 
= (2r Cos Ө) Cos Ө = 2r Cos” Ө 
3. Usando estas ecuaciones secundarias en la ecuación 
primaria se tiene: 





FIGURA 5.76 
А(Ө) = р (2r Cos Ө Sen Ө) (2r Сох? Ө) <> А(Ө)= 2r Sen Ө Соз" Ө 


4. Е dominio admisible para la función A es el intervalo 10, 90°] 
5. Localización de los números críticos 
A(0)2 2r (3 Cor Ө Sen” Ө + Cos 8 Cos Ө) = 27 Cos Ө (1 - 4 Sen? Ө) 


Cos 0-0 &0-n/2 

1-4 Ser Ө = Ө = 1/6 

Dado que 0-0 у Ө = л/2 son los extremos del intervalo que define el Dom(A), el valor 
máximo de А(0) es el mayor de los números A(0), A(1/6) y A (1/2). Un sencillo cálculo 
de A(8) nos revela que A(0)=0 y A(1/2) = 0. Por tanto, el máximo absoluto ocurre en el 
número crítico Ө = n76, donde la función tiene por valor 


Si А(0)-0 => | 


A(1/6) = 2(10) Sen (1/6) Cos? (1/6) = ыз ст? 8 





radio de la circunferencia que contiene a uno de éstos y tal que el seg- 
mento circular es de área máxima. 


I. Sea A el área del segmento circular (parte sombreada de la Figura 5.77) 
de radio гу ángulo central 0. 

Sean: А, = área del sector circular 

- A, = área del triángulo MON 








Entonces: А = A, - A. Ecuación primaria 
2. Longitud del arco MN; S = 2a (dato) 
Por lo que: гӨ= 2а © == 
- 1 Зулш 1 2а A E 2a* 
Auc y Or WB t3 Ө. FIGURA 5.77 
Кс ЕРИНИ... CER 0 | 
A; > (МК) (OP) = (PN) (ОР) = (r Sen 2) (r Cos 5) = уг Sen Ө 


= 
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l(2aY 2а? 
_— — == тэ 08 0 
(5) sene (22) Sen 


3. Luego, en la ecuación primaria obtenemos el modelo matemático: 


А(0) = 24 = (22. Sen Ө = 2а° бе а | 








9? 
4. Dominio admisible de la función А: Ө € [0, n] 
5. Localización de los números críticos: АӨ) = шагнан) 
Si АЧӨ)= 0 = 2 Sen Ө=Ө(1 + Cos Ө) 
La ecuación tiene una solución real en Ө=т, que es el único número crítico, y dado que: 
28 B a 
lim А(0)-0 y А(л)= = 


se sigue que el área máxima ocurre cuando Ө = m, es decir, cuando los arcos de circunfe- 
rencia tienen por longitud una semicircunferencia. Por tanto, en el paso (2): r= 2а/л W 





О 22 | Sca P = (a, b) un punto del primer cuadrante. Trácese por Р una 
recta que corte a las partes positivas de los ejes en A y B. 510 es el 
origen de coordenadas, calcular | OA | y 10B І cuando la longitud AB es mínima. 





1. Sean 10А I2 x, 10B I =y, t=] АВ | y 8 el ángulo agudo que forma el 
segmento de recta AB con el eje X. 
2. (=1АВІ=1АРІ+1РВІ Ecuación primaria 
Pero | AP |= b Cosec 0 y IPBI—a Sec 0 
3. Luego,en la ecuación primaria se tiene: 
= a Sec Ө + b Cosec Ө 
4. Dominio de la función (: Ө є «0, 1/2» 


5. Localización de los números críticos: 





dl =aSec Ө Tg 0-5 CosecO Corg Ө ——À 
d FIGURA 5.78 


E = а Sec Ө (Sec? Ө + Tg?8) + b Cosec Ө (Cosec? Ө + Сог" Ө) 


de 


Si $5 70 —aSecO Tg 6- b Coseco Cotg Ө < Tg Ө = Yal b 


2 
Nótese que et >0, УӨє «0, 1/2»; por tanto la función (tiene un mínimo 


absoluto para el número crítico Ө = arc Tg (3fa /b) 
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6. Ahora сото: 1СА1=Ь Corg = b(Va? b) = Vab 
IDB!=a7Tg 0 = al y bla) = Va'b 
Entonces: LA I2 a 1CA l= a Map? 


l'OBI-b-«*IDBI-7 paa? ^ 


SA ч 
\ | ын 9 EP P 4 4 
сша A AL ж 





Por el centro de una calle de 20 m de ancho entre veredas, circulan 

continuamente en un mismo sentido camiones de 2.5 m de ancho separa- 
dos entre si por un espacio libre de 10 m y con una misma velocidad de 10 m/seg. Calcular el 
tiempo necesario para que un peatón pueda cruzar la pista en línea recta con la mínima veloci- 
dad constante posible. | 


1. La interpretación geométrica del problema se muestra en la Figura 5.79, 
junto con los datos del mismo. 





Sean V la velocidad del peatón y 

V, la velocidad de cada camión 
El tiempo que tarda el peatón en reco- 
rrer AD debe ser el mismo que emplea 
el camión en recorrer CD. Como 
1 = e/V, se tiene: 


2. Enel A ABD: 


== cd — 75 
AD = AB Cosec Ө => AD = Sen 0 





BD = AB Со 0 > BD = 2.5 Coty Ө FIGURA 5.79 
Si CD = CB + BD > CD = 10 + 2.5 Cote Ө 
3. Luego, en la ecuación primaria 


2.5 | 25 


У(0)-- 2 9 — 10 Sen Ө + 25 Cos 


Sen Ө (102.5 Cotg Ө) 
4. Eldominio admisible de la función V es. Ө e [0, 7/2] 

5. Localización de los números críticos 

25(10 Cos 8 — 2.5 Sen Ө) 
(10 Sen Ө + 2.5 Cos Ө)? 
Si V(0) 20 —10Cos06-2.5 Sen 8-0 c» Tg 0-4 


— Ө=агс Tg(4) es el único número crítico 





Ү(0)-- 


De la ecuación Tg Ө = 4 obtenemos, Sen Ө = 41417 y СохӨ= 114/17 
6. Ahora un sencillo cálculo de V en los extremos del intervalo (0, 1/2] y en el único número 
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crítico nos revela que: V(0) = 10, V(772) = 2.5 y V(arc Tg 4) = эс =2.425 


Por tanto, el valor mínimo de У ocurre en el número crítico Ө = arc Te(4) 


Como la trayectoria que sigue el peatón es PQ = = 5417, el tiempo necesario 





Sen Ө 
para cruzar la pista será de 


BO. sdi 
V ЛЫТ 


(- =8.5 Seg. a 


2 24 Una tablilla de 7 pies de altura se halla colocada sobre un muro con 

su base de 9 pies por encima del nivel de los ojos de un observador. A 
qué distancia del mismo deberá colocarse el observador para que el ángulo visual bajo el cual 
contempa la tablilla sea máxima"? 








1. En la Figura 5.80 hacemos que Ө sea el ángulo que deseamos máximizar. 
y x sea a distancia del observador al muro. 


2. 50 = «— p, aplicando tangentes obtene- 


mos: 
Tg 0= ТЕ 0 - ТЕО кше, primaria 
1+ Tg O. Tg а 
АМ 9 
3, Enel AOAM: Тро 8---4-51- 
кр ПА х 
AT 16 
Enel AOAT: Те С = —= — 
ОА х 


Entonces en la ecuación primaria se tiene: 


те PROL (Sx) ж 


(90) n 


> 6 = arc 827) FIGURA 5.80 





4. La función Ө sólo tiene sentido para x > 0 


de 7(144 — x^) 
5. Localización de los números críticos: 7y zu x! +144 Y. +49 x? 


Si 5 О=9 x* 2144 €» x «x12 
Dado que -12 € «0, +>, usaremos el criterio de la primera derivada para maximizar la 


función Ө tomando como intervalos prueba «0, 12» y «12, +02> 
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9. 


10. 


11. 


12. 


(+ 
Епхє«О0,12»,54 х= 1 => f'(1) = до + creciente 

(-) > 3 máximo 
En x € «12, +>. si x=13 > f (13) = (47 ^ decreciente 


Por tanto, concluimos que la distancia x — 12 produce un valor máximo absoluto para el 
ángulo 6. ш 


EJERCICIOS . Grupo 43 


La suma de un número positivo y el doble de otro es 100. Hallarlos de manera ques su 
producto sea mínimo. 


Hallar dos números positivos cuyo producto sea 192 y cuya suma sea mínima. 


Un número y el cuadrado de otro suman 50. Elegir los números de modo que su producto 
sea el mayor posible. 


Hallar las coordenadas del punto o puntos de la curva x? - у? = 16 que están más cerca del 
punto (0, 6). 


Hallar el punto de la curva х? - у’ = 9 que está más próxima a la recta У: 2x - y -2=0 
Entre todos los segmentos del plano que pasan por (a, b), a, be № y que tienen sus 
extremos en los ejes coordenados, determinar aquel cuyo cuadrado de su longitud sea 
mínimo. 

Se forman triángulos rectángulos en el primer cuadrante con los ejes y una recta cualquic- 
ra que pase por el punto Р(1, 2). Hallar los vertices del triángulo que minimiza la longitud 
de la hipotenuza. 


En el plano cartestano se tija un punto P (a, b) situado en el primer cuadrante. Hallar la 
ecuación de la recta que pasa por P y forma con los semiejes positivos de coordenadas un 
triángulo de área máxima. 

Dos postes de 12 y 28 pies de altura, distan 30 pies entre si. Desea tenderse un cable, 
fijado en un único punto del suelo, entre las puntas de ambos postes. En qué punto del 
suclo hay que fijar el cable para usar el mínimo cable posible? 

Hallar las coordenadas de los puntos P — (x, y), 
con y € 1, sobre la parábola P: y = x^, que: 


a) minimizan PA ? 4 PB? 
b) maximizan PA ? 4- PB ? 
Un rectángulo está acotado por los cjes X e Y y 
por la gráfica de una recta 9 (Figura 5.82). Qué 


longitud y anchura ha de tener el rectángulo para 
que su área sea máxima. 





Un espejo plano rectangular de dimensiones 80 
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cm y 90 cm se rompe en dos partes. La menor de dichas partes tiene forma de un triángulo 
rectángulo y es una de las esquinas, siendo sus catetos de 10 cm y 12 cm correspondientes 
a las dimensiones menor y mayor del espejo, respectivamente (Figura 5.83). hallar el árca 
máxima del espejo rectangular con lados paralelos al original, que se puede construir con 
la parte mayor que queda 





17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


FIGURA 5,82 FIGURA 5.83 


Halle la recta que pase por (1/2,2), de modo que el árca del triángulo que forme con los 
semiejes positivos sea mínimo. 

La suma de perímetros de un cuadrado y un triángulo equilátero es 10. Hallar las dimen- 
siones de ambos para que el área total sea mínima 


La suma de perímetros de un círculo y un cuadrado es 16. Hallar las dimensiones de 
ambos para que el área total sea mínima. 


En el plano cartesiano se toma un punto М(хо, yo) situado en el primer cuadrante. Hallar 
la ecuación de la recta que pasa por M, de manera que el triángulo formado por la recta y 
los semiejes positivos de coordenadas tenga la menor árca posible. También hallar el área 
mínima. 

Hallar el rectángulo de área máxima, con los lados paralelos a los ejes coordenados, que 
se puede inscribir en la elipse €: b? x? +a? y?= а? b?. 
Hallar un punto de la parábola y = 4 - x? en el que la tangente determina con los ejes 
coordenados (primer cuadrante) un triángulo de área máxima. 

Hallar las dimensiones del rectángulo de área máxima que puede ser inscrito en la región 
del plano XY limitado por la parábola у? = 4px, p>0, y la recta У: x = a. a >f) 

Hallar las dimensiones del rectángulo de ára máxima que se puede inscribir en la región 
comprendida entre las curvas Сү у = 8-7, Y: y= 1 х lde manera que los lados de 
dicho rectángulo sean paralelos a los ejes coordenados. 

En una página de un lihro el texto impreso debe ocupar 5 em”. Los márgenes superior c 
inferior deben ser iguales a р em, los de izquierda y de derecha a q cm. Tomando en 
consideración sólo la economía del papel, que dimensiones de la página serían las más 
ventajosas? 
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22. 


23: 


24. 


26. 


27. 


Dos rectas paralelas son cortadas por una recta dada AB, como se muestra en la Figura 
5.84. Del punto C trazamos una recta CQ que intersecta a AB en el punto P. Sil AC |= a. 
I AB |= Б, ay b son constantes. hallar el valor de | АР | de tal manera que la suma de las 
áreas de los triángulso APC y QPB sea mínima. 


Se vaaconstruir la estructura de un papalote con 6 trozos de madera como se muestra cn 
la Figura 5.85. ya se cortaron las cuatro piezas exteriores con las medidas indicadas. Сиа! 
debe ser la longitud de las dos piezas diagonales para maximizar el área del papalote. 





2 


FIGURA 5.84 FIGURA 5.85 


Considere el triángulo de vértices (0. 0). (a. 0) у (b. с), donde «u > 0. b > Оу с> 0. 
Determine el área del mayor rectángulo que puede inscribirse dentro de triángulo de tal 
manera que uno se sus lados descanse sobre el eje X. 

Las curvas у = х, у? = х“, limitan una superficie en el primer cuadrante. Se construye 
dentro de la superficie un rectángulo con los lados paralelos a los ejes, la dimensión 
horizontal del rectángulo es de 1/3; además una de las diagonales tiene sus extremos uno 
en cada curva. Hallar el área máxima del rectángulo que puede construirse de esta forma. 


Hallar la base y la altura del triángulo isósceles de área mínima circunscrito a la elipse 
b? x! + al y? = a? b, y cuya base es paralela al eje X. 

Una ventana está formado por un rectángulo coronado por un semicírculo. Hallar las 
dimensiones de tal ventana que admitirá la mayor cantidad de luz para un perímetro dado. 


Un cono recto circular va a ser inscrito en una esfera de radio conocido. Hallar la razón de 
la altura al radio de la base del cono de volumen máximo 


Un cono recto circular va a ser circunscrito a una esfera de radio conocido. Hallar la razón 
de la altura al radio de la base del cono de volumen mínimo. 


Debe construirse una lámina triangular isósceles de 60 cm de perímetro, de tal manera 
que al rotar sobre su lado común a los ángulos congruentes, determine un sólido de revo- 
lución de volumen máximo. Cuáles deben ser las dimensiones de los lados de la lámina 
triangular. 


Se va a construir una carpa en forma de pirámide rectangular cuadrangular. Para una 
superficie lateral S dada, hallar la razón de su altura a la de su base cuando el aire conte- 
nido dentro de la tienda sea máxima (sin deformarse la carpa) 
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32. 


33. 


37. 


38. 


39. 


40. 


41. 


42. 


43. 


Un embudo cónico de radio de base R y altura H está lleno de agua. Una esfera pesada 
esta sumergida en el embudo. Cuál ha de ser el radio de la esfera para que el volumen de 
agua expulsada del embudo por la parte sumergida de la esfera, sea la mayor posible. 


Hallar las dimensiones del cono circular recto de volumen mínimo que se puede circuns- 
cribir a un hemisferio de radio R. 


Hallar las dimensiones del cilindro recto circular de volumen máximo que se puede ins- 
cribir en una esfera de radio 12 cm. 


Hallar la relación entre el radio R y la altura H del cilindro que tiene la menor superficie 
total posible conociendo su volumen. 


Se va a inscribir un cono circular recto dentro de otro cono circular recto de volumen 
dado con el mismo eje y con el vértice del cono interior tocando la base del exterior. Cuál 
debe ser la razón de sus alturas para que el cono inscrito tenga el máximo volumen. 


Hallar la base mayor y la altura de un trapecio isósceles cuya base menor y los lados no 


paralelos miden 3m y 412. m, respectivamente, si al girar sobre su base mayor genera un 
sólido de volumen máximo. 


Hallar las dimensiones del paralelepípedo rectangular de volumen máximo, con base cua- 
drada, que puede inscribirse en una esfera de área S. 


Se quiere construir un tanque en forma de cilindro circular recto abierto por la parte 
superior у con una capacidad de 300 m°. Si el material a usarse para la base cuesta el 
doble por metro cuadrado que e! que debe emplearse para la pared lateral; qué relación 
debe existir entre la altura del tanque y el radio de la base para que la construcción resulte 
la más económica posible. 


Una viga de madera tiene sección rectangular. La resistencia de la viga es directamente 
proporcional a la anchura b y al cuadrado de la altura h. Cuales son las dimensiones de la 
viga más resistente que puede cortarse de un tronco de 24 pulgadas de diametro. 


Un hombre está en un bote a 2 millas del punto más próximo de la costa. Ha de ir a un 
punto Q, 3 millas costa abajo y 1 milla costa adentro, como indica la Figura 5.86. Se 
puede navegar 2 millas por hora y caminar 4 millas por hora; hacia qué punto de la costa 
debe remar para alcanzar el punto Q en el menor tiempo posible. 


Mismas condiciones que el Ejercicio 41, excepto que el hombre puede remar a V, millas 
por hora y:caminar a V, millas por hora. Si a, y a, son las magnitudes de los ángulos de la 
Figura 5.86, probar que el hombre alcanzará О en el tiempo mínimo cuando У, Sen Q = 
V, Sen 0, 


Cuando las ondas luminosas, viajando de un medio transparente, llegan a la superficie de 
un segundo medio transporte, tienden a desviarse. Esta tendencia se llama refracción y 
viene determinada por la ley de Snell dé la refracción: 


Sen QU, — Sen c, 


Y, № 


donde €; у œ son los ángulos de la Figura 5.87y У,, У, las velocidades de la luz en los 
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FIGURA 5. 86 FIGURA 5. 87 


dos medios. Probar que este problema es equivalente al Ejercicio 42 y que las ondas de 
luz viajan de P a Q siguiendo el camino de tiempo mínimo. 


Una pequeña isla está a 2 km de la costa de un gran lago. Un hombre de la isla puede 
remar en su bote a 10 km/h y correr a 20 km/h. Donde debe desembarcar para alcanzar 
con mayor rapidez una villa, sobre la playa rectilínea del lago, que está a 6 km sobre la 
playa del punto más cercano a la isla? 


Un corredor tiene que irse desde el punto A, que se encuentra en una de las orillas de 
un río, al punto B. que se halla en la otra. La velocidad del movimiento por la orilla 
(caminando) es k veces mayor que la del movimiento por el agua (nadando). Deter- 
minar bajo qué ángulo deberá atravesar el río para llegar al punto B en el menor 
tiempo posible. La menor distancia de A a la otra orilla corresponde al punto P y es 
h. La distancia de P a B es d. 


Una fábrica está situada en la margen de un río rectilíneo de 2000 m de ncho. En la 
margen opuesta y 4500 m rio abajo hay una planta de energía en la que la fábrica debe 
Obtener su electricidad. Suponga que el costo por metro es el triple si el cable va por cl 
agua que por tierra. Qué recta debe seguir el cable que conecta la planta de energía con а 
fábrica para minimizar el costo de tenderlo. . 


(Cuidado: No es lo mismo minimizar la longitud del cable que minimizar su costo) 


El costo«de construcción de un edificio es de $50,000 el primer piso, $52,500 el segundo, 
$55,000 el tercero y así sucesivamente. Otros gastos generales suman $320,000. Se pien- 
sa que una vez construido el edificio va a ser alquilado, produciendo una renta anual de 
55,000 por piso. Cuál es el número de pisos que producirá el máximo porcentaje del 
capital invertido. 


(Sugerencia: Porcentaje = 100 (2) . I = renta anual, C = Capital). 


En la vertical del centro de un terreno circular de 30 m de radio se quiere situar un foco de 
luz a una altura tal que la iluminación en el perímetro sea máxima. Sabiendo que la inten- 
sidad en un punto cualquiera del contorno es directamente proporcional al coseno del 
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ángulo de incidencia (ángulo entre el rayo luminoso y la vertical), e inversamente propor- 
cional al cuadrado de la distancia al foco, hallar la altura que dehe tener éste. 
Usted tiene una pieza de metal de 30 m de largo 6 m de ancho, que se va a doblar para 


formar un abrevadero como se indica en la Figura 5.88. qué ángulo deben formar los 
lados para que el volumen del abrevadero sea lo más grande posible. 


Los dos lados y la base de un trapecio isósceles tienen 5 pulgadas de largo cada uno de 
ellos. Qué ángulo deben formar los lados con el techo horizontal para maximizar el área 
del trapecio? (Véase la Figura 5.89) 


FIGURA 5.88 FIGURA 5.89 





Halle la longitud del tubo de mayor longitud que puede ser transportado horizontalmente 
por una esquina rectangular que une dos pasillos que tienen 2,/2 pies de ancho (Figura 
5.90) 


Se va a construir un canal de agua con una larga tira de lámina de 6 pies de ancho doblan- 
do un ángulo Ө una banda de 2 pies a cada lado, como se ve en la Figura 5.91. Cuál debe 
ser el valor del ángulo Ө para maximizar el área de la sección transversal y, por lo tanto, el 
volumen del canal. 





FIGURA 5.90 FIGURA 5.91 
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Hallar el área maxima posible A del trapecio inscrito en un semicirculo de radio | como 
se muestra en la Figura 5.92. Comience por expresar A en función de Ө. 


Un andarín parte del punto P sobre una carretera rectilínea y quiere llegar a una cabaña en 
el bosque que está a 2 km del punto Q, que a su vez está 3 km carretera a bajo de P, como 
se mdica en la Figura 5.93. Puede caminar 8 km/h por la carretera, pero sólo 3 km/h a 
través del bosque. Quiere minimizar el tiempo que necesita para llegar a la cabaña. Cuán- 
to debe caminar por la carretera antes de internase en línea recta por el bosque hacta la 
cabaña? (Sugerencia: Use el ángulo que forma la carretera con la recta que tomará por el 
bosque, como variable independiente). 





oo уи. a, 


FIGURA 5 92 FIGURA 5.93 


Un cartel tiene por bordes superior e inferior a la altura m y m/3 con respecto а la visual de 
un observador. A qué distancia debe colocarse el observador para que el ángulo determi- 
nado por los ojos y los bordes sea máxima. 


Una estatua de 3 m de alto tiene su base de 0.5 m arriba del nivel de los ojos de un 
observador. A qué distancia de la base debe colocarse el observador para que cl ángulo 
que subtiende sus ojos debido a la estatua sea máxima. 


Una isla está ubicada en el punto A, 6 km mar adentro del punto más cercano B en una 
playa recta. Una mujer que se encuentra en la isla desea ir al punto C, 9 km playa a bajo 
de B. La mujer puede rentar un bote por 15 soles el km y viajar por agua hacia el punto P 
entre B y C; entonces puede alquilar un auto con chofer a un costo de 12 soles por km y 
recorrer un camino recto de P a C. Determinar la ruta menos costosa a seguir del punto A 
al punto €. 








EL METODO DE NEWTON 


En este capítulo hemos necesitado con mucha frecuencia calcular los ceros de una 


función, es decir, las funciones fueron dadas de manera que los ceros de f (x) = 0, f (x) = Оу 
f"(x) = О pudieran obtenerse con facilidad y exactitud. Asi los ceros de 


Ї(х)-х-16х-16, р(х) 26€ +7x-3 y А(х) = 2x + 36 - 3x- 2 
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se pueden calcular por la fórmula cuadrática o por factorización. Sin embargo, en el mundo 
real las soluciones de f (x) = 0, no siempre son fáciles de calcular, sobre todo cuando f es una 
función polinómica no factorizable de grado mayor que 3. Por ejemplo, los ceros de la función 
Р(х) = х‘ +x- I nose pueden hallar por métodos algebraicos elementales. No obstante, existen 
muchos métodos para aproximar los ceros de tales funciones. Uno de estos métodos es el 
llamado método de Newton, el cual emplea la derivada y la recta tangente. 
Para ilustrar el método, supongamos que 
queremos calcular un cero de una función 
f continua en [a, b] y derivable en «a, b>. 
Si f(a) y f(b) tienen signos distintos, el 
Teorema del Valor Intermedio afirma que 
f tiene al menos un сего (x = c) en «a, b». 
Sea x — x, una aproximación de ese cero 
(Figura 5.94), donde se construye la recta 
tangente que pasa por (x, f (x,)), con pen- 
diente f'(x,) y que tiene por ecuación: 
y-f(x) = РО) Q- x) 
Interceptando esta tangente con el eje X 
obtenemos una nueva aproximación para 
с, х = ху; luego haciendo y = О y despe- 
jando х se tiene: 





FIGURA 5.94 
A) 


X, = ху Р) 


Podemos mejorar aún más esta aproximación construyendo una nueva tangente еп (x», f (x:)) 
que al interceptar al eje X se obtiene 


ЈО) 
CGE 


Continuando de esta manera se obtiene los puntos Xy Xs, .... Х,. Puede verificarse fácilmente 
que para cada n, se tiene la fórmula iterativa del método de Newton: 





Lo que parece indicar que la sucesión (x,] de- 
finida recurrentemente tiene límite o converge 
a la raiz c. Pero en general deben satisfacerse 
ciertas condiciones para garantizar que (x,) 
tiene límite. 

Por ejemplo, para la función f, cuya gráfica se 
muestra en la Figura 5.95, que tiene un punto de 
inflexión en х = О, se obtiene sucesivamente que: 

х= GS ...... 


Ha = Xy = Xg =....... FIGURA 5.95 





Sección 5.9: El Método de Newton 639 


de modo que (x,) no tiene límite y el método de Newton falla. 
El teorema siguiente da un conjunto de condiciones que implican que [x,] tiende a una 
raíz de f(x)=0 


TEOREMA 5.10 : El método de Newton 


Sea funa función continua en [a, Б] y derivable en «a. >>, Supongamos que f" existe es 
continua en [a b] y: 

11) f(a) v f(b) tienen signos contrarios 

11) f'y f" nunca son cero en fa, 2] 
Entonces existe exactamente una raiz с de f (x) = Oen «a, b». y. si x, seescoge de manera 
fix) 


que as Хү- FG) 


<b., entonces la sucesión [x,) definida recurrentemente por 


Ae. FG) 
Жөн алд ^ мө л 
А "n (Xa) 





tiene límite igual a c. 


Nota Al aplicar el Teorema 5.10, a y b deben escogerse lo suficiéntemente cercanos a 

la raiz e para que satisfagan las condiciones (1) y (и). Además x, debe clegirsc de 
modo que x, € la, b], esto es. la tangente en x,, debe interceptar al eje X dentro del intervalo 
la, b]. Geométricamente la condición (ii) significa que la función es creciente o decreciente en 
[а, b] y es cóncava hacia arriba о cóncava hacia abajo en |a, b]. 


Use el método de Newton para encontrar 410) con una precisión de 


cuatro cifras decimales. 


Solución Con mayor generalidad, consideremos la raiz cuadrada de un número positivo 
A como la raiz positiva de la ecuación 
fo)2x'-A 
Entonces puede aplicarse el método de Newton para hallar una raiz de f(x)=0,es decir, una 


aproximación decimal de ЛО. 
Como 4110 є [3, 4] y puesto que 
pom (3) -10=-1<0 
f(4)-(4Y -10=6>0 
п) f(x) 22x, f"(x) = 2, nif' y ni f" son cero en [3, 4] 
Entonces existe un cero c € «3, 4» tal que f(x) = 0 


=: fo.) у /(х)= х - A, se tiene 


MP GS) 


| tienen signos contrarios 





De la fórmula iterativa, х,,, = x 
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go A - Ji A 
Хд X47 e > Хум Kt (1) 


n 





n 


Con esto hemos obtenido una fórmula de iteración para hallar la raiz cuadrada de un nümero 
A » 0 como caso especial del método de Newton. 


Ahora, para A — IO y tomando x, 2 3 como la primera aproximación de V10, enla fórmula (1) 
obtenemos: 


Para п=1 = х, -1842)-4Цэн2)-ф-эиы e [3. 4] 


MATA 
M. лөлү Y 72 | 

-2 == — |= | ++: | = с = 3.162280 

шаш саас +2) iru wur ы 
1.10) 1/7201, 2280 ү 1039681 

=з жи ERE, 2) Ж 7022, 

асаа х 2 AE- ar) 328776. 


Podemos suponer que 410 = 3.1622, con una aproximación de cuatro cifras decimales. y 


Obsérvese que en este ejemplo hemos obtenido una sucesión convergente a 410 
con cuatro iteraciones. Si hubiéramos comenzado con otra aproximación inicial de x, = 3.2, 


obtendríamos una sucesión distinta convergente a J10, esto es, aplicando la fórmula (1) se 
tendría: х, = 3.1625, x,=3.162277 


Podemos ver entonces, que la segunda sucesión ticnde más rápidamente a 410. Por lo tanto. 
en general es ventajoso elegir x,, lo más cerca posible de la raiz. 


|} Para aproximar los ceros de f (x) =x - 3x +4. usar el método de Newton. 
Continuar las iteraciones hasta lograr que dos aproximaciones sucesivas 
difieran en menos de 0.001. 





Un esbozo preliminar de la gráfica de f muestra que existe un cero de la 
función en el intervalo [-3, -2] 





Como la función es continua en [-3, -2] y derivable 
en <-3, -2>, entonces: 

SAA) Y -3(-3)+4 = -1 «0 

9 15(-2) = (2) =3(=2)+4 = 2>0 


fa) 23x! -3 =3(х+1)(х-1) 
11) f"(x)=6x 
Las funciones f' y f" nunca son cero en el intervalo 
[-3, -2], luego, por el Teorema 5.10, 

3 cc «-3, -2> / f (c) -0 FIGURA 5.06 
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V X, 
De la fórmula iterativa, x,,, = x, — JO) y f C) =x - 3x * A, se tiene 
f (x) 
x, — Зх, +4 ЗАЛ 2x, —4 | 
Xu “© ж ———M— а um uS 
5 3x, —3 "o Bd 0) 


Ahora, tomando como aproximación lineal ху = -2.5 podemos calcular algunos términos de la 
sucesión (x,], dando valores a n en la fórmua de iteración (1), esto es: 


2x;-4  2(-2.5)'-4 











Para n=l => X; = - = 2 --2.238 
34-3 3(:25у/-3 
дыг E T _ 
n=2 > x= ын 3 E 2 22 22 ==2.196 
352-3 3(-2238)-3 
y z Ja 
ТЭ 4 _ 222.196) -4  . 105 


3x23. 3€-2.196y —3 3 


Por tanto, podemos estimar que el cero de f es c — -2.195, dado que dos aproximaciones 
sucesivas difieren en la cota prefijada de 0.01 = 


- 


JEMPLO 3 | Usar el método de Newton para hallar la solución de la ecuación 
X + Cos x = О, en el intervalo [-2, 0], con una aproximación de cuatro 





cifras decimales. 
Solución Sea la función f (x) = x + Cos x, continua en [-2, 0] y derivable en <-2, 0», 
entonces: 
7 f(-2)2-2-4Cos(-2)-—2-4 Cos(2)«0 
f(0)=0+ Соѕ (0) =1> 0 

п) f(x) = 1-Senx, f"(x)=- Cos х 
Las funciones f' y f " nunca son cero en el intervalo [-2, О], luego, por el Teorema 5.10, 
Зсє <2,0>/f(0)=0 





De la fórmula iterativa х, = x, — T y (х) - x + Cos x, se tiene: 
n 
v NC 1 + СӨз:х, 2234 Sen х, + Cos х, (1) 
A NE A sii | — Sen x, 
Ahora, tomando como aproximación inicial x, = -1, calcularemos algunos términos de la 


sucesión [x,). dando valores a n en la fórmula de iteración (1), esto es: 
x, Sen x, + Cos х, 


(-1) Sen(-1)  Cos(-1) 
P = ——À—— == жог Та илүү 0 
на nal = х, 1- Sen x, 1— Sen (-1) 





A TE аа uic Мый = —0.7504 
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х, Sen x, + Cos х д 0060. 
Рага n = 2 Se а ОРЕВ IA Соза н) 





1- Sen х, | — Sen (-0.7504 ) 
_ _ 0.7504 (0.6817) + 0.7313 1.2228 — 0. 7390 
1+ 0.6817 1.6817 
E EP A+ Sen хүж Cos хз (-0.7390) Sen(—0.7390 ) + Cos(-0.7390 ) 
n S | — Sen x, Ё 1— Sen (-0.7390 ) 
_ _ (0.7390) (0.6734 ) + 0.7392 1.2368 _ 0.7391 
Е | + 0.6734 EA = 
En consecuencia, podemos estimar que la raiz de la ecuación dada es 
c= - 0.7391 ын 





Usar el método de Newton para aproximar hasta tres lugares decimales, 
el valor de x que satisface a ecuación x + Ln x = 0 
Solución Sea la función f (x) = x + La x, continua en «0, 1] y derivable en «0, I», 
entonces: 
2 [f(0) = 0 Zn(0) =- < 0 
9 1140) = 1+ 1000) -1» 0 
| eee d 
Х , f (x)= y? 
Las funciones f' y f" nunca son cero en х € «0, 1], por lo que según el Teorema 5.10. 
dixe «0,1» /f(c)=0 


1) f'(x)- 1 


De la fórmula Herativa, x |, = x, — A ‚соп f(x)- x + Ln x, se tiene 
X, 
E а - ы == ган (1) 
1+ — T4, 


n ” 
Tomando como aproximación inicial x, =0.5= 1/2, calcularemos algunos términos de la suce- 
sión (x,] dando valores a n en la fórmula iterativa (1), esto es: 


Para n=l SO л 0.5 (1— En 1/2) _ 0.5 (1 + Ln 2) 


1+ x, 1+0.5 1.5 
x = 0:5 (1+0.693) а 
< 1.5 
а _ з (@+/л x) _ 0.564 (1— La 0.564) 
Para п=2 > x, = Tem = го 
=з = 93000570) = 0.567 


Por lo tanto, podemos estimar que la raiz de la ecuación dada es с = 0.567 E 
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Interpolación Lineal 


Una forma común de obtener una aproximación inicial x. de с es 
por interpolación lineal. En este método escogemos x, como el punto en el ques el васцю 
que une R(a, f(a)) у S(b, f (b)) intercepta al eje X. 












En la Figura 5.97, por la semejanza de los triángulos 
БАР-у PBS, donde AR - f (a) es negativa y 
BS =f (b) es positiva, obtenemos la proporción: 
AP PB _ 22-9 _ В-х; 
АК В5 —f(a) f(b) 
de donde, despejando x,, se tiene: 








Р(х) = x! - Ax-* 1 =0, en el intervalo (0, 1] con una precisión de cuatro 


cifras decimales. 





La función f es continua en (0, 1] y derivable en «0, 1> entonces: 


(0) =(0) -4(0)+1=1>0 
1) ил т ee x LT f > tienen signos contrarios 


ii) РО) = 32-4 = (43x 2) (43x-2) y f"(x)=6x 


Las funciones f'y f" nunca son cero en el intervalo «0. 1>, luego, por el Teorema 5.10, 
Jc € «0, 1>/ (с) 30 
a “Над n) _„ x)-4x. — 2(x,)'-1 | 
Si Xr =, ~ E, E S Е ame gu n l 
n+l 57 f(x) ! 3x? — 4 PEE (1) 
Escogemos la estimación inicial x,, de la solución usando la fórmula de interpolación lineal, 
esto es, si 


af(b)-bf(a) |, 0(2)-10) 1 
f(b)- f(a) E -2-1 3 
Con este valor, la iteración (1) produce la siguiente sucesión 


2(4)-1 _ 21/31 _ 25 _ 
Nm - ined Sgp сг 


х= 


Рага п=1 > х, = 
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204) -1 2(0.2541 -1 — 


n=3=> x= 5 zi 5 = 0.2541 
I(x) —4 3(0.2541) = 4 


Así obtenemos Іа raiz с = 0.2541 con una exactitud de cuatro cifras decimales. a 


T Usar El método de Newton para aproximar el valor de x de la 
ifitersección de las gráficas de las funciones fla)=2x+ 1 y р(х) = Jx4 . 
Continuar el proceso hasta que las iteraciones difieran a lo sumo en 0.0001. 


Si f(x) e g(x) 52x01 4х-4 e 2х-1-4х44-0 








Luego, hallaremos los ceros de la función h(x) = 2x + I- x4 


La fórmua iterativa de Newton para esta función da: 


2x H-;jx,-t-4 X, +8-2./x, +4 
44x, +4 —1 


Хур, | n+l 


213. +4 


Un esbozo de las gráficas de f y g (Fig. 
5.98), nos revela que la abscisa del punto de 
intersección se halla en el intervalo «0, 1>. 
En efecto: 


i) A(0)=2(0)+ 1- /0+4 = -1 <0 
В(1)-2(1)-1-,/44 =3-45 >0 


11) Las funciones A' y А" no son cero en el 
intervalo «0, 1> = Зсє <0,1>/h(c)=0 


2 — 


Tomando x,- 1/2 como la primera estima- 
ción y haciendo uso de la fórmula iterativa — 
(1) obtenemos los valores siguientes: FIGURA 5.98 





_ Xx +8-2/x, +4 2 8.5—244.5 
4, /x,+4 -1 444.5 —1 


X,*t8-24x, 4 _ 8.5687—244.5687 Eu SERO 
45,44 -1 4-/4.5687-1 |. 


ху + 8-24 x, +4 _ 8.5689—2 4.5689 
Como dos aproximaciones sucesivas difieren en 0.0001, debemos suponer que el punto de 
intersección aproximado a cuatro decimales es 

х = 0.5690 m 


Para n-l1-»x, = 0.5687 


n=2 > х, = 


n=3 > х, = = 0.5690 
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En los ejercicios | al 10 aproximar el cero o ceros de la función mediante el método de 
Newton. Continuar iterando hasta lograr que dos aproximaciones sucesivas difieran a lo 
sumo en 0.001. 


L рб) = xx-1 2. /(5)-34Мх-1-х 

3. р(х) = xX- 10x - LI 4. f(x)2 x3 

5. f(x)2 x'- 39 4-3 6 f(0-x'-x-4-x-2 
7, fix)yzzx-3 8. fo=xX+x+1 

9. f(xX)2 -x'^ +x” +1 10. f= x *x-1 


* 
ее 


11. 


12. 
13. 


14, 


15. 
17. 


19. 
21. 


22. 


En los ejercicios 11 al 20, use el método de Newton para hallar la solución de la ecuación 
dada f (x) = О en el intervalo que se indica [а, b], con una precisión de cuatro cifras 
decimales. Escoja la estimación inicial de la solución, usando la fórmula de interpolación 
lineal. 


Xx^- 5-0: [2:3] (para hallar la raiz cuadrada positiva de 5) 
x'-2 0, H.2] (para hallar la raiz cúbica de 2) 
x*- 100 = 0, [2, 3] (para encontrar la raiz quinta de 100) 
xe - 10=0, [4,5] (para encontrar 1029) 
x* + 3x- l =0, [0. 1] 16. х -7х-4-0,1-41,0)| 
х x!-100, [2, 3] 18. x*-Sxr- 100, [1, 2] 
x'-3àx-1 2-0. [-1. 0] 20. x*-7x'-4-0. [0, 1] 
a) Demuestre que cl método de Newton, aplicado a la ecuación ж - А = О, produce 
la iteración: x,,, = i E x, 757 
3 (x,) 


para calcular la raiz cúbica aproximada de A. 
b) Use esta iteración para encontrar V7 con una exactitud de cinco cifras decimales. 


a) Demuestre que la fórmula de Newton produce iteración 


] Á 
e = k (a-n E ас] 


Рага la raiz k-esima aproximada del número positivo A. 


b) Use esta iteración para encontrar "/100 con una exactitud de cinco cifras 
decimales. 


En los ejercicios 23 al 26, use el método de Newton para encontrar todas las raíces reales 
de la ecuación dada, con cuatro cifras decimales de exactitud. 
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23. 


x*-20210 24. х-5Х-2-0 


AN. x» SX po 26. х - Зх +22 - 23х + 19 = 0 


Ф, 
bo 


En los ejercicios 27 al 32, use el método de Newton para hallar la solución de la ecuación 
dada f (x) = 0 en el intervalo que se indica [a, b], con una precisión de cuatro cifras 
decimales. 


27. f(x) = x - Cos x, [O. 2] 28. у(х) = 4х - $епх- 4, [1. 2] 

29. f(x) = х + Tg x, [2. 3] 30. f(x)=x+ Сох х, [-2. 0] 

31. f(x) = 4x - Sen x +4, [-2, -1] 32. р(х) = 5х - Соух+ 5, [-1, 0] 

33. Aplicar el método de Newton para aproximar el valor де х de la intersección de dos 


35. 


36. 


37. 


38. 


39. 


gráficas: 
а) /(х)-х , 200 = 2 Sen x b) (ху. gí(xys Cosx 


Aproximar el número crítico de la función f(x) = х Cos x en el intervalo (0, т]. Con este 
resultado esbozar la gráfica de f. 


Aproximar el número crítico de la función f (x) = х Sen x en el intervalo (0, 7]. Con este 
resultado esbozar la gráfica de f. 

Demostrar que la función f(x) = Sen (x^ + Cos x) - 8x + 100 [3 – Cos x tiene algún punto 
crítico en «0, т/4> 

Usar el método de Newton para aproximar, hasta tres lugares decimales la coordenada x 
del punto de intersección de las gráficas de у= 3 - xe у= Ln х. 

Explique porqué la ecuación x? - Зх? + 1 = 0 debe tener por lo menos una solución. Use 
después el método de Newton para encontrarla. 

Sea f(x) = x' - 5x, y escoja x, = l. Trace la gráfica y determine а qué converge (a,). 
Porqué no es aplicable el Teorema 5.10 en este caso. 

Aplicar el método de Newton para aproximar el valor de x de la intersección de las gráfi- 


| 
cas Че/(ху=3-х y 800— 311 


cesivas difieran a lo sumo en 0.001. 


. Continuar el proceso hasta que las iteraciones su- 





| ECUACIONES 
PARAMETRICAS 











: CURVA PARAMÉTRICA 


Hasta ahora se a vista la forma en que las funciones reales de variable real especifi- 
can conjuntos de puntos en el plano TE, es decir, hemos representado una gráfica por medio de 
una sola ecuación que contiene dos variables x e y, de la forma y = f(x) o x = (Уу) En este 
capitulo veremos la situación en la cual es ütil introducir una tercera variable o parámetro para 
representar una curva en el plano. 


Definición 6.1: CURVA PARÁMETRICA 





Sean f y g dos funciones reales de variable real con dominios D, y D, respectivamente. 
Entonces si D, су D, * Y, el conjunto 


E= KAD g(0)! te D, MD) (1) 
se denomina curva plana o paramétrica. Las ecuaciones 
х= Д0 : v-g0) Q) 


se denominan ecuaciones paramétricas de 6 en los que t es el parámetro. 


Cada valor del parámetro t da un punto (fit), g(t)), y el conjunto de todos los puntos es la 
gráfica de la curva @, cuyas coordenadas cartesianas son 


G= {6.у)є х | x = f).y- g().:e 1) (3) 
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Asi, en la figura 6.1 se muestra que para un valor de t € Ise 
obtiene un punto P(x, у) e G. 

Con frecuencia no se hace distinción entre el conjunto de 
todos los pares coordenados de la curva (1) y la gráfica (3). 
Por lo tanto unas veces nos referimos a la curva y otras a la 
gráfica, en forma intercambiable. 

El intervalo les de la forma [a, b], donde los puntos 
Р, (Га), g(a)) y Р, (fib). g(b) se llaman extremos de la 
curva €. Si estos dos puntos coinciden, se dice que la curva 
€ es cerrada. Si no hay pares distintos de valores де t, con 
la posible excepción de los valores г = а y г = b, que dan 
lugar al mismo punto de la gráfica, entonces la curva € no 
se autointerseca, y se dice que la curva es simple. La figura 
6.2 muestra cada uno de estos conceptos. 








FIGURA 6.2 





Representación paramétrica 





Dibujar la curva descrita por las ecuaciones paramétricas: 
=P+2t, y=1t+2 , te [-3.2] 


Para valores de t del intervalo dado, las ecuaciones paramétricas conducen a los 
seis puntos (x, y) que se muestran en la Tabla 6.1. 








Dibujando estos puntos en orden creciente de t 
y usando la continuidad de las funciones х= 
fit) e y= g(t) obtenemos la curva: 

€ — ((P +21, 1+2) lr € [-3, 2]) FIGURA 6.3 


que se muestra en la Figura 6.3. La flecha en la curva indica su orientación cuando t crece de -3 a 2. - 
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Nota Ocurre con frecuencia que una curva en el plano puede tener distintas 
parametrizaciones, Por ejemplo el conjunto de ecuaciones paramétricas. 
x=P-4t4+3, y=t-1, te [0.5] 
tiene la misma gráfica que el conjunto del Ejemplo 1. Como ejercicio construya el conjunto de 
coordenadas (x, y) para cada valor en orden creciente de г, elegido del intervalo [O. 5]. luego 
trace la curva en una dirección especifica y obtendra así la gráfica de la Figura 6.3 

'OBSERVACIÓN 6.1. Eliminación del parámetro 


xm ^m 





Hemos visto que dadas dos ecuaciones paramétricas de una curva 
€, con dommio común 1= D, AD, 
r=ft) , y-g(f) (1) 
al trazar su gráfica usamos el método simple del dibujo punto a punto. Este proceso laborioso 
puede simplificarse a veces hallando una ecuación rectangular. de la forma 
E(x у) = 0 (2) 
que tenga la misma gráfica. A este proceso se le Пата eliminación del parámetro. 





Hallar la ecuación cartestana de la curva representada por las ecuaciones 
paramétricas. 


| 
x=1l1+— ,y=1- 1] 
t 


Identifíquese y luego dibújese la gráfica de la curva, 





Solución Siy=:1-1=> t= 1 + у, sustituyendo en la primera ecuación se tiene: 


Tola €» (х-1)(у-1)=1 


+9 
Es la ecuación de una hipérbola equilátcra con centro en (1. -1) у asíntotas las rectas х = 1: 
y =-1. Su gráfica se muestra en la figura 6.4 a 


Nota Una cierta precaución debe tenerse en cuenta al pasar una ecuación de la forma 

paramétrica a la rectangular, pues como sabemos todo punto obtenido en (1) es 
punto de la gráfica de (2); sin embargo, la reciproca no siempre se cumple. En todos los casos 
es necesario restringir el dominio de la ecuación rectangular de forma que su gráfica se ciña a 
la gráfica de las ecuaciones paramétricas. 





Dibujar la curva representada por las ecuaciones paramétricas 
x=2Sen1+3 ‚ y= 3 Sent 





Х-3 у 
_ (0) 


al 





Sen г = 


de donde: 3 (x-3) = 2y > Зх - 2y - 9 = 0 
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Es la ecuación cuya gráfica es una recta en R. Sin embargo, las ecuaciones en (о) indican 

queViel: 

х-3 
2 


Xf wm 

















Se 015:5:2 € QU CE SOS) 
2 3 
€» TESIS ASS y 53) 
cuya gráfica es el segmento de extremos A (1, -3) y B (5, 3), mostrada en la figura 6.5. En 
consecuencia, la ecuación cartesiana correspondiente a las ecuaciones paramétricas dadas сх: 
3x-2y-9=0 , x e [1,5] F ш 









FIGURA 6.4 FIGURA 6.5 


Elimine el parámetro para dibujar la gráfica de la curva paramétrica: 
х-1-41-1, у-5-1 


Despejando t de la segunda ecuación se tiene: t= 5 - y. Sustituyendo en la primera 
ecuación para x, obtenemos: 


ste BA ES PDAs 

—y23-42x-x* 
La gráfica de la ecuación rectangular obtenida es la de la 
parábola con vértice en V(I, 4), definida en V x € IR. Pero 
de la ecuación paramétrica de x vemos que la curva está 
definida solamente cuando ż > 1. Esto implica la restricción 
del dominio de x a x- 1 20, estos es, x > 1. Por lo tanto, 
la gráfica de la curva es una parte de la parábola y —3- 2х 
- X, x € [1, +>, mostrada сп la figura 6.6 ш 








— kc f n 2 
А 27: 


- 
P 


C. Sox 





En el siguiente ejemplo, se hace uso de las identidades FIGURA 6.6 
trigonométricas para climinar el parámetro. 


(EJEMPLO 5) Dibujar las curvas representadas por 


а)х-243Со8: , y=-1+4Sent, t є [0, 2n] 
b) x--I42Sect , y=2+3Tgt гє R 
mediante la eliminación del parámetro y hallar Їа ecuación cartesiana correspondiente. 





¡Solución En (a) empezamos por despejar Cos t y Sen t de las ecuaciones paramétricas 
dadas, esto es 
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Cos t = х-2 Sent = хээ 
3 4 





3 1 
Ahora, como Cos? t + Sen? t= | => x2) E оу. -1 
que corresponde a la ecuación de una elipse con centro en C(2, -1), de eje mayor 2a=8. 


paralelo al eje Y, y eje menor 2b = 6, cuya gráfica se muestra en la Figura 6.7 


Análogamente en (b): Sec fe d ‚ Тег= = 
(х+17 — (Q-2y _ 


y dado que, Sec ? - Tg? t= 1 => | 


9 
que corresponde a la ecuación de una hipérbola con centro en С(-1, 2), eje real 24 = 4. 
paralelo al eje X. eje conjugado 2b = 6, y cuya gráfica se muestra en la figura 6.8. m 








FIGURA 6.7 FIGURA 6.8 
Los ejemplos 4 y 5 son curvas paramétricas en los que se puede eliminar el parámetro para 
obtener asi una ecuación explícita y = F(x) o E(x, y) = 0. Reciprocamente, cualquicr curva 
explícita puede ser representada mediante un elimitado número de ecuaciones paramétricas, 
una de ellas puede ser 

х=, у= 
en las que 1 recorre los valores del dominio original de F. 





Hallar un conjunto de ecuaciones paramétricas para representar la 
gráfica de у= 4х2 - 8x + 1 usando los parámetros siguientes: 


8) Тех, b) la pendiente m = 9 en el punto (х, y). 


Solución a) Haciendo г = x, obtenemos las ecuaciones paramétricas 
x=t , y=4P-81+1 
Ahora, 81 escribimos las ecuaciones cartestanas en la forma 
у= 400 - 0х ж 1) - 3 €» v+3= 4(r- 1y 
obtenemos otra parametrización más simple con f = x- l. Esto da: 
r=t+1. у=-3 +4 
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b Si m2 2. = m= 8х-В = В(х-1) > riez 


dx 
ysi у=-3+4(х- 1) > у=-3+4(т/8у e y=-3 + T 
Por tanto, las ecuaciones paramétricas son: 
¿== , yl 
8 16 


El uso de ecuaciones paramétricas x — f(t) , y = g(t) para describir una curva 
es más ventajosa cuando la eliminación del parámetro es, ya sea imposible o cuando 
conduce a una ecuación E(x, y) = 0 considerablemente más complicada que las ecuaciones 
paramétricas originales. Esto ocurre con frecuencia cuando la curva es un lugar geomé- 
trico O es la trayectoria de un punto que se mueve bajo condiciones especificadas. 





Ecuaciones paramétricas de una cicloide 





Determinar la curva trazada por un punto P de una circunferencia de 
radio a, cuando dicha circunferencia rueda sin resbalar sobre una recta en el plano. Dicha 
trayectoria se denomina cicloide. 





Sea el parámetro г, que mide la rotación de la circunferencia y sea Р(х, y) las 
coordenadas del punto fijo después de haber girado la circunferencia sobre el cje 
X un ángulo f, desde que P comienza en el origen. Como la circunferencia rueda libremente sin 
resbalar, entonces: Tn 

OT - TP- at 
de modo que el centro C tiene como coordenadas (ат, а) en el momento г. El triángulo rectángulo 
РВС de la Figura 6.9 nos proporciona las relaciones: PB = a Sent y ВС = а Соз і 


Luego.si ОА = OT- AT- OT-PB => x=at-aSen! 
AP -18-1С-В8С ә yza-aCost 

Por tanto, las ecuaciones paramétricas de la cicliode. trayectoria del punto móvil P. son: 

x=a(t-Sent), y = a(l - Cos f) 








FIGURA 6.9 
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a 
e 


28. 


4, 
b d 


х 
— A. 
X 


am s 3 
. Cicloide Prolata: x=t- 


. Folium de Descartes: x=, , у= 3f 


EJERCICIOS . Grupo 47 


En los ejercicios 1 al 26, dibújese las curvas representadas por las ecuaciones paramétricas 
y escribase la ecuación rectangular correspondiente al eliminar el parámetro. 





x= Jt , у= 31-2 2. x=24+2 , уз28-4 
x=pP+b, y-2t*a 44 x=4JX-1 y» у-245-21 
х-2432,у-1-3 6: х= а. 401-0) 
t 1-1 1+1 
2 3 
x=l-t, y=} +! 8. хэлэн 1 у= A 
=P +t y=f-1 10. x-a(l-t) , y=bt 
= Sect. y=Cos t 12. х= Са p ў=2 Зет 
= ye 14. х= Sen (12) , y Cost 
„х= 206057 , у= Cos (112) б. x-z4Cost , у= -Соѕ5 21 
„х=аЅећ? г, y=aCos t 18. xz2Sent-Cost,y- Sent 2Cos / 
. x  Z(1 + Cost) . y 22Sent 20. x=2+3Cost, у= -3 + 2 Ѕеп г 
.X-—-l42Sect , y22--Tgt 22. x-2-342Sent , y=-4+ Cost 
„xad dgft. y= b Sot 24: x=Sent, y=8Sen3 1 
AS 605341 „у= 2.6051 26. x=2+3Tgt , y= 1 +4 Sect 


En los ejercicios 27 y 28, determínese en qué difieren una de otra las curvas planas 


-4)Х-:1 , y=2t+ | с) х=" , узт26741 

b)x-Cost, y=1+2Cos 1 dix=e, у=2е +1 

а) х= 2 Cost, у= 2 Ѕепг с)х-4Ї! , yz J4-t 
4r —] | > А 

х= UE d) x = — 4—e » y=. 


En los ejercicios 29 al 34, dibuje la curva representada por las ecuaciones paramétricas. 


. Cicloide: x=2 (t - Sent), у= 2(1 - Cos f) 

. Cicloide: x2f£ Sent , y=1-Cost 

. Bruja de Agnesi: x-2Cotgt , y=2 Ѕеп г 

. Cicloide Curtata: x 27 - Sent , y 22- Cost 


Sent, y=1- 3 Cos t 


2 2 


2 


3t 





l+r In 





35. 


36. 


94. 


38. 





39. 


4]. 
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Una parábola de eje horizontal y vértice en (- 1, 2) pasa por el punto A (1, 4). Parametrice 
su ecuación, expresando x e y como funciones de la pendiente т de la recta tangente, en 
el punto P(x, y) de la parábola. 


Hállese el conjunto de ecuaciones paramétticas para la gráfica dada 
a) Recta: pasa por (1, 4) y (5, -2) 

b) Cincunferencia: Centro en (-3, 1) y de radio 3 

c) Elipse: Vértices en (4, 7) y (4, -3). focos en (4, 5) y (4, -1) 


Una rueda de radio a rueda sin deslizar sobre una recta. La curva trazada por un punto P 
que está a b unidades del centro (b < а) se denomina cicloide corta, siendo como aparece 
en la Figura 6.10. Usese el ángulo г mostrado en la figura para hallar el conjunto de 
ecuaciones paramétricas para la curva. 


Una circunsferencia de radio | rueda sin deslizarse sobre el exterior de una circunsferencia 
de radio 2. La curva trazada por un punto de la circunferencia menor se llama epicicloide, 
y es como se ve en la Figura 6.11. Use el ángulo г mostrado en la paramétrica para la 
curva. 





FIGURA 6.10 


Si una cuerda, enrrollada al rededor de un círculo dc radio a, comienza a desarrollarse dc 
manera que la cuerda se mantenga siempre tinante y en el mismo plano del círculo, enton- 
ces el extremo libre de la cuerda describe una curva llamada involuta del círculo. Deter- 
minar sus ecuaciones paramétricas. 


OB es la manivela y AB es la biela de una máquina y AB » OB. B sc mueve en la circunfe- 
rencia de la manivela cuyo centro es O y А se mueve sobre la recta fija OX. Hallar las 
ecuaciones paramétricas del lugar geométrico de un punto P sobre AB considerando 

a) t = 4 АОВ como parámetro y supuesto que BP=b, PA=u y г=а + 

5) 1-4 ХОВ como parámetro. 

Un círculo de radio Р rueda sin deslizarse dentro de un círculo de radio a > b. La trayec- 


toria que describe un punto P fijo en el borde del círculo que rueda se llama hipocicliode. 
Si P comienza su viaje en el punto A (a, 0) de la Figura 6.12 y tes el ángulo АОС, donde 
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C es el centro del círculo que rueda, de- 
muestre que las coordenadas de P están 
dadas por ecuaciones paramétricas: 


x= (a - b) Cos t + b Cos (22° 3 





у= (a - Б) Sen г - b Sen (2? r) 


42. Si b = a/4 en el Ejercicio 41, demuestre 
que las ecuaciones paramétricas de la 
hipocicloide se reducen a: 


xzaCost, yz-aSen't FIGURA 6.12 








DERIVACIÓN PARAMÉTRICA 





Sean fy g dos funciones derivables con un dominio común I = [a, b], cuyas repre- 
sentaciones paramétricas son: 
х= К), y = (0), tel (1) 
Si Р es continua af (1) € О parat € І, entonces f. es creciente o decreciente en I. Por lo que, f 
tiene una inversa continua f* tal que t = f*(x), V хє [f(a), f(b)]. Entonces 
= g) = в [LF] = FQ) (2) 
donde F = p(f*) es una Fed continua V x € [f(a), fíb)]. De aquí que las ecuaciones 


paramétricas (1) definen a y como una función continua y derivable de x, cuya ley de corres- 
pondencia viene dada por (2). 


Ahora, si g(t) = F(x), obtenida en (2), sustitummos x por /(1) obtenemos 
| g(t) = F[/(0] (3) 


Derivando respecto a t se obtiene 


g'(t) =FR]. f (0) 


que segün las ecuaciones (1), puede transcribirse como 
т“ жт) 
dt V dx JV dt 


dx dF _ (1) 
Por lo tanto, si *^ = _ dyldt _ 80) 
A SA ы уг С 


o también: 
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TEOREMA 6.1: Forma paramétrica de la derivada 





Sean f y & funciones derivables con un dominio común la, В]. 51 /' es continua y 
Кїї) 40. para te [a.b]. entonces las ecuaciones parameuicas б= ff) у= 205) 
definen a y como una función derivable de х, у: 


dy. (2) (=) 280 
dx dt)'Adt] gto 


D 
p 
е... 


Cost Be Sen' t 


Соз 2t * у= JCos 2 t 





Sea la curva paramétrica : x — 


Calcular una expresión simplificada para dy 
dx 


Solución Si x = Cos t(Cos2 1)? c у= Sen! t (Cos 2 £t"? , entonces aplicando la 
regla del producto de ambos casos se tiene 


а =f(1) = Сок 1 |- 1/2 (Cos 2 ry? (-2 Sen 2 1)] + (Cos 2 гу!” | -3 Cos” t Sen t| 
= (Cos 2 1)**Cos? t [Sen 2 t Cos t - 3 Sen 1 Cos 2 1] 
= (Cos 2 1) Cos? t [Sen (2t - t) - 2 Sen 1 Cos 2 1] 
= (Cos 2 1)*Cos? t Sen t (1 - 2 Cos 2 1] 

P =g(1)= Sen'r[- 1/2 (Cos2 1y* (-2Sen2 t)] + (Cos 2 г)!” [3 Sen” t Cos t] 
= Semt(Cos21) [Sen 2 t Sent + 3Cos2tCos t] 
= Sen't(Cos2 1t)" [Cos (2t - t) + 2Cos 2 1 Cos t| 
= Sen? г (Соѕ 21) Cost(1+2 Cos 2 t] 

Luego, si 2У. £ (1) _ Sent(1+2 Cos 21) 


dx ҒО) Cost(1—2 Cos 2t) 


_ Sent[1+2 (1-2 Sen” t)] __3 Sent — 4 Sem t 
- Cost[1-2(2 Cos*t-1)] -(4 Cos't — 3 Cos t) 


dy _ 5еп31 |. To31 
nés —CosaAt 6 : 8 


(6.3) RECTAS TANGENTES A CURVAS PARAMÉTRICAS 


Una curva € representada por x = fit), y = g(t) en un intervalo I se llama suave 
si las derivadas f (t) y g'(t) son continuas y nunca son cero simultáneamente, excepto 
quizas en los puntos extremos de I. 
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a) La pendiente de la tangente a una curva suave en cada punto Р(х, y) de su gráfica está 
dada por 
dy A: : 
E Га) #0 
En particular cuando t= +, esta pendiente es 
Et) 
p) 
b) Tangentes Horizontales. Una recta tangente es horizontal cuando la pendiente m = 0, 
esto es, en el punto donde g'(t) = O y f (t) 20. 
c) Tangentes Verticales. Una recta tangente es vertical cuando la pendiente m no está 
definida, esto es, en el punto donde f (7) = 0 y ё(1) x 0. 


т 


f (t,)20 





Hallar las ecuaciones de la tangente y normal a la curva €: x = + 1. 
yz f + 21. en el punto para el cual г = 2 






ЕТ ы 
4 «29 # К ЛЯ 
SOLUCIOÓ 


Е 





y El punto de la tangencia para t = 2, es: 
х = ОЎ 5 . y 2-20) -12 = P6, 12) 
Si & = P()- 2r f(2)=4 ‚ЖУ ы р(1)=3Р 4 22» g (2) = M 


dt 
"(2 2 
Por loque : т, = 2 == 52: === 
Ecuación de la tangente :-У-12- 2 (x-5) e 1,:7х-2у-11-0 
Ecuación de la normal : y-12=- 7-5) Si, :2x+7y-94=0 m 


Hallar las ecuaciones de la tangente y normal a la curva 6: х= 2 г - 2 
! 





у-21- A en el punto P(-1, 5). 





Conocido el punto de tangencia P(-1, 5), necesitamos hallar el valor del parámetro 
t en este punto, esto es, si 


(-4-26--2)л(5-2482| 


> (t=1 Vi="32) л (12: 1 ум! 323 гээ £1 


Ahora: ах 9+3 5 р) = 4 


=2+3=5 
di t dt 2+ 


p] 





dy 4 3 T TU sa gad 
di 2 e 2 3—3--1 
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Por lo tanto, m, ES т, = 5 


f (1) 5 
І 
Ecuaciones de la tangente : у - 5 = — < (х tl)e L,:x+5y-24=0 
Ecuación de la normal :у-5-5(-1) e» £,: S5x + y-10=0 = 


PLO 4 | Dada la curva 6: х= Р- 21, у= 1 - 127, hallar los puntos de contacto 
de las tangentes horizontales y verticales. 


Solución 5 rs -2:—2 .g' (t) 2 = 31 12 





g (1) 30-4) 
fq 2(t—1) 
a) Cuando m=0 -»frf-4-0«9t--2y t-2 
Para 1—-2-—x-(-2y-202) = 8, у= (C2Y- 12(-2) = 16 => A(8,16) 
i-2-2»x20y-20)20, y-(2y .12(2) =-16 -=3 В(0,-16) 
Luego, A y B son dos puntos de contacto de las tangentes horizontales. 
b) mnoestá definida cuando t- 1-0 «»г-1| 
para t2 1 > х=(1)?-2(1)=-1‚ у= (1) - 12010) 211 2 С(-1,-11) 
Por lo que, C es el único punto contacto de la tangente vertical. E 





у m- 





Demostrar que los normales a la curva 
G,:x- a(Cos г+ tSenr), y =a (Sen t- г Соѕ г) 
son tangentes a la circunferencia 6, : x? + у? = а? 








lemostración En efecto, sea m, la pendiente de la recta normal a la curva €, en el 
punto P,(x(1), y(t)). 
Si ef (t) 2 a(—Sen t + t Cos t + Sen t) = at Cost 
бу? . 
"ond (1) = a (Cos t + t Sent — Cos t)= a t Sent 
E). as fü) 
Entonces, т, = + implica que m, = — —— —— Со! 
аиа g (t) 3 


Luego, la ecuación de la normal a la curva €, en cl punto P, es: 
y - y(t) = m,(x - x(-t)) 
=> y-a (Sent - t Cos t) = – Cotg t [x - a (Cos t + t Sen r)] 
de donde obtenemos, L, : x Cotg 1 + y = a Cosec t (1) 
Ahora, la pendiente de la recta tangente а la circunferencia х? + y? = «^, de ecuaciones 
paramétricas б: x=aCost, y=a Sen t. en el punto Р, (x (f), y(t)). es: 
um dy! dt _ а Cos t 

'  dx/dt | —a Sent 

Entonces su ecuación es: y - a Sen 1 =- Cotg t(x - а Cos t) 





= ~ Соў! 
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de donde se tiene, L; x Cotg t + y = a Coscc t (2) 
Por tanto, de (1) y (2) se concluye que la recta normal L, a 6, coincide con la recta tangente 
а б,, esto es, las normales a la curva € , son tangentes a la curva 6^. P] 





Demostrar que si las líneas OT y ON son las perpendiculares bajadas 

desde el origen de coordenadas hasta la tangente y normal a la astroide 
x-aCos't, y2aSen't .t e IR 

en cualquiera de sus puntos se tiene: 4 OT? + ON? = а? 





En efecto, las derivadas de las ecuaciones paramétricas son 
f (t) 2-3a Sent Cos? t y g'(r) = За Sen? tCost 
g (t) За Sen’ t Cost Sen t 
T Ра) Sasmito СОЮ 
Entonces la ecuación de la tangente en el punto Р(х (t), y (4) es: 


de modo que si m 











Mos Sen 1 3 : mm. 
y-aSen t= Cos "10s aCos t)e L:xSen t+ yCos t= 2 зеп 21 
y la ecuación de la normal en el mismo punto Р es: 
y-aSen't- Cas (х-аСох t) & L.:x Cos t - Sen t2 a Cos 2t 
Sen t 
ICI 

Recuerde que si L: Ax + Ву+ С= 0 = d(0,L)— TAE 

4 В? 


Luego, haciendo uso de esta fórmula en las ecuaciones de la tangente y de la normal, obtendre- 
mos: 


la/2 Sen21! 
| Sen?t + Сох? t 
la Cos2tl 


y Costt+Sen” t 


 40Т + ОМ =a (Sen 21 + Cos 2гу-а! ш 
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%  Enlos ejercicios I al 10, hallar у = 2 para las ecuaciónes paramétricas dadas. 
X 


10Т1-4(0,1,)- = 2 |Sen 2 => 40T — a? Sen! 2t 


IONI=d(0, L, ) = = a Cos 21 -» ON. 2a? Cos? 21 





EE S us i 2at a(1—1?) 
kh Ae ka 2 ЕТО 7 e 
2 1—1 Заг. Заг 


3, х-ү!Ї-Г ‚у= 











& х А 
He? que 
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5 x=aCost, y =bSen't 6. x=Lnm1+f*),y=1t-arcTgt 
7. x=a(t- Sent) , у=а(1- Cost) 
8. x—-a(Cost* Sent) , у = а(5еп 1-1 Cos t) 


9. x= df Ln Tg E + Cost- Sent ) , y =a(Sen t + Cos t) 


10. x=arc co | , y =arc sa q] 
1+2 14-17 


* 
 ” 


En los ejercicios 11 al 14, hallar y = 2 рага el valor dado del parámetro 


M. x-a(t-Sent).y-a(1- Cost), en t= 7/2 





I2. x =4 but, uere f ааш 


13. x - e Cost, у= е Sent. ent= 1/4 
14. х=: Cost, у= 1 Sent, en t=1/4 


<  Enlosejercicios 15 al 23, hallar en cada caso las ecuaciones de la tangente y normal a la 
curva especificada en el punto correspondiente al valor dado del parámetro. 








15. х= 4 Cost , y =2 Sem t; t 1/2. 16. x-3(t-Sent) , y-3(1-Cosr);t- 1/2 
17. х= 2 Sent, у= 5 Cost; t=11/3 18. х= ае Cost.y-ae Sent ;1=0 
19. x=e'Cos2t,y=e* Sent 1-0 20. x-aCos't , yeaSen* t ; г= 1/4 
2 
21. x= ан, Ци ЭД. AN i 22. xz2Cost;y-2Semt;r-m/4 
14-1 1-1 


23. x=t(t Cost-2 Sent) , y =1t(1Sen1+2 Cos г) ; para t= 1/4 


o 
.. 


En los ejercicios 24 al 27, hallar las ecuaciones de la tangente y de la normal a la curva 


dad en el punto indicado. 
E A туш dr. POS 
г 2 DES 287 ың, = l : 


26. х= Р+4;у=2 Ё-Зг+1;Р (8, 3) 27. ASFEZE O = PERE PB) 





28. Hallar el valor del parámetro г que corresponde a las coordenadas del punto P(2,2) de 
la curva х= 2 Трг, у= 2 Sent + Sen2 t. 


29. Para la línea dada paramétricamente mostrar la relación entre el parámeiro г y el ángulo 
о que forma la tangente a la línea con el eje de abscisas. 


a) х= Cost+t Sen t — : t^ Cost, y=Sent-1 Cost -, t° Sent 


b) х=а Cos t, =а Sen t 


c) x=a Cos t 2 Cos2t , у= Sent 4? Cos 2t 
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30. 


3 


t2) 
P 


33 


34. 


35, 


Hallar los puntos de contacto de las tangentes horizontales y verticales para las 
siguientes curvas paramétricas 
а|)х-2Г-6Ө, y-fP 4t c) хэ41-ГР, y-4f-n 


^" л 


! y= E 
3-t ' l-r 
Hallar las longitudes de la tangente, la normal, la subtangente y la subnormal a la cardiode 


х = а(2 Cost- Cos2t) , у=а (2 Sen t - Sen 21) 
en un punto cualquiera de ésta. 








b) x=3-4 Sent, y=4+3 Cost 4) х- 


Hallar las longitudes de la tangente, la normal, la subtangente y la subnormal a la evolvente 
de un círculo: 


x=a(Cos t+ t Sent) , у=а (Sen t- t Cos t) 
en un punto cualquiera de ésta. 
Hallar los ángulos que se forman al cortarse las líneas 


a? — at43 








€,:x-caCost,y-aSent y €,:x= 


141277 E 
Comprobar que la función dada en forma paramétrica mediante las ecuaciones: 
x= tmt yc. + 2 | satisface la relación: 
P 2t 1 
(yy-21-v , donde y' ay 
х(уу”=1+у' , donde y = - 
У У = dx 
Comprobar que Іа función dada en forma paramétrica mediante las ecuaciones 
| СЕЗА f ЯГ - 
х = -m ——— |, y=- satisfacen la relación: 
EY : 1+2" 


Ге ‚У 
ууа+(у y =y; donde y = zx 


36. Comprobar que la función dada en forma paramétrica mediante las ecuaciones 


37. 


38. 


39. 


yo 5 2512) _3+2 ini 


2 , 


y , satisfacen la relación: 
t f 


dy 
Г = m2 Ана 25 
yy = 2х (у) + 1 , donde y'= Ж 


Demostrar que el segmento de Іа normal а la curva: 
x=2a Sent ca Sent Co? 1, y=-aCos't 

limitada por los ejes coordenados, es igual a 2a. 
Mostrar que en los dos puntos de la cardiode (véase el Ejercicio 31), los cuales corres- 
ponden a los valores del parámetro que se diferencian en 27/3, las tangenetes son 
paralelas. 
Hallar la longitud de la perpendicular bajada desde el origen de coordenadas hasta 
la tangente a la línea 

2x = a(3 Cos t + Cos31) , 2y =a (3 Sent + Sen 31) 
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Mostrar que 4 p° = 3 p? + 40°, donde р es el radio polar del punto dado y p es la 
longitud de dicho > En 

40. Hallar la ecuación de la tangente a la curva х = а Cos! t, у = а 5еп t en un punto Р(х, y). 
Demostrar que la longitud del segmento de tangente interceptada por los ejes coordenados 
es igual аа. 


41. Para y = у(х), una función derivable en «a, b» se define T(x)= y]! + Z J .x€ «a, b»; 


six=2Cos*'t, у= ? Sen t, te «n. 31/2», hallar T(x) en términos de £ y dar el valor 
de T(-1/4). 

42. Suponga que las ecuaciones: х= 3 £^ + bt  b/2, y  -2t a, 1>0; definen una función 
diferenciable y = f(x). Si la gráfica de f admite en el punto (-1,5) una recta tangente que 
es perpendicular a la recta L: 5х + 2y - 2 = 0, determine los valores de las constantes а y b. 





(6.4) DERIVACIÓN PARAMÉTRICA DE ORDEN SUPERIOR 





Sean dos funciones f y g derivables en un intervalo I. tales que 


x-f(t) . y=82 (0 
Dado que: 


dx FO 
es una función de /, podemos usar repetidamente el Teorema 6.1 para hallar derivadas de 
orden superior. 
Así, otra diferenciación con respecto a t de y'= F(t), usando de nuevo la regla de la cadena. 


producirá la fórmula 
ac "is Ca) 
dt — V dx JV dt 
dy Фу dyldt Е() 


dx dx ахі f' (1) 
es la segunda derivada. 


Ahora si y= G(t) > ay- -(2-)($)- G (t) 





s BY LO a - F(t) 








De aquí: 








= G(t) 


di dx JA dy 


1 3 ' ' 
dedonde; DU Су сун G ID 
dx dx) ама f(t) 
es la tercera derivada. 
Y así sucesivamente, 51 у") = K(f), es una función derivable de t, entonces por la regla de 


la cadena. 
dye ду” de 
de dx | A 





= H(t) 








Sección 6.4 : Derivación paramétrica de orden superior 603 


Luego, de aquí se tiene: 


dy? 
dx dx Ра) 
dt 
es la n-ésima derivada 
at? аг” 
Sea la curva ADN V ——,,8»0,te IR 





2 т 
Hallar 22 
dx 


Solución. Por la regla del cociente se tiene: 





dx дүү, (1+1{°)(2)—1°(21)__2ш 
4 11970 с аж) 
dx py a EGO QD. ar Gr) 
салоны (+y U чүү 





p wu» uy f $. 
Si у=. ру 2 р, F(t) 








Derivando у" respecto a / resulta : c = 20er) = Ft) 
t 
2 ! 
Ahora. si у” 242 = 210) = F(t). l , Entonces: - 
quic eu) fn 
d'y 3 x IRE Mtr ) 
d uu 41 Aat = 





Хос Sent t Cos i ‚ у= Соѕі +1 Sent, te R; "hallar PG) y FO. 





ión PA (e^ = = Cost—(-tSent-- Cost) = t Sent 


g m=? = — Sen t+ (t Cos t+ Sent) = t Cost 


Si y= F (x)= A - "n > F (t) = Сор t- F(f) 


yst y=Cotgt => Z (т) = -Cose t 
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1 9 ВУ. _ dy/dt _ F(t) 
Gum, узе АЮ акаа 





-Совес t |] 


=> F'(x)-2 = — - Cosec t 
Qo) t Sent ! 





Calcular la curvatura К de la curva ё definida en el plano por los puntos 
(x, y), tales que: 


x=a(t- Sent), y-a(1-Cost), te IR 
es y 2 
siendo ee en t a МЕР e d'y 


: Д donde y com eS n= 
[1 (y УГ” deme rc 


Solución. Ро) = а = a(1-Cost)= 2a Sen’ (11 2) 


g=? = a Sen t = 2a Sen(t/2) . Cos(t/2) 





: dy g (t) , Cos(t12) 


XM а?у _ dy _ ауа 
de ах ахіа 








н =1/2 Cosec (1/2) _ | 


2a Sen? (1/2) - 4a Sen (1/2) 





| 
— — 
ER | Да Sen (112) 


] 
ы ы ш эмд. dedd К 
[1-+ Соте? (11231 


4a Sen (11 2) 











Hallar 4 * 
dy 
: Sent | Cost ] 
Si х= —— + == A = 
Е Cost Sent Sent Cost 2 сте 
= a = —4Cosec 2t . Cotg 21 
dy - Cosec' t 2 Sent 
dt | Cotg ї | Sen! t Cos t dn 


lens ua dx ах/а 


EU Pew => x =Cotg 21 





х". х de _ аха , | -2Совсс:! | o 
dy dy уга -4 Сэх8с227 2 9 
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5. 


11. 


13. 


15. 


16. 
17. 


18. 


19. 


vi dix ах _ dx'Idt _ —Cosec 2t Со 2t 


х= = —— 


dy ау аа — —4 Cosec 2t 








|. dix 
"dy 
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En los ejercicios 1 al 16, hallar la derivada que se indica. 


= 1 Сор 2t si 


























2, d? 
х= а Cost, y-aSent; us, 2. x-uacCost, y=bSen1 ; y 
dx "dx? 
2 dy 
х= а Cos t, ysaSem 1, 5.3 4. х- Cos 2t,y=4 Cost; ^5 
d? 2y 
х = а Cos t, у= aSen t; 2 6. x-atCost,y-at Sent; — 
dx 
2 3 
"nat ees 4 == ‚Фу 8. ys l ay 
1+1 12-47 dx? 17-17 ' dx? 
2 4 Sar? Sar d'y 
wA = ат dy 10. x= E T = " , 
1-1 1+1? d 1-1 1- ах! 
dex ах 
x=e' Cost, у=е Sent; —— 12. х-е Cost, y=e* Sent; — 
d'y dy 
3 dy 
x= u os ts y-aSent; ) 14. х= ГИТ. yz. Ба» 
dx ах" 
2 , 
x= a(t-Sent), у =а(1— Cos pj E 
dx 


x= а (Sen t—t Cost), y =а(Соѕ te tSen t); ян 
Demostrar que la función y = f(x) dada mediante las ecuaciones paramétricas 
х= е Sent , y = e' Cos t, satisface la relación 

y" (x € yy = 2(xy'-y) 
Demostrar que la función y = fix) dada paramétricainente mediante las ecuaciones 
х= ЗЁ, y =3' -Г satisface la relación 


36 у" (y- J3x)2 x 4 3 
Demostrar que la función dada paramétricamente mediante las ecuaciones x — Sen t, 
y = Sen k t, t € R, satisface la relación 


(2х2) d'y a y=a( 2) 


ах” dx 
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20. Sea (G'una curva definida paramétricamente рог: х = a(t - Sen f), у = a(l - Cos t), 
te [0, 27» , a > O (constante). 


Si F(r)- [х (DF «Ly (01 , demostrar que F(t) = 2a Sen (42), O<1<2r. 


21. Sea la curva € definida paramétricamente por: х = Ln (5 - t), у = Ла, , 1«.5,1ж-1. 


a) Hallar los puntos P € 6 por donde la recta tangente pasa perpendicularmente a la 
2 
recta L: 2y- 6x + 1 = 0; b) Hallar e 
х 
22. Un punto (x, y) se mueve en el plano según las leyes del movimiento: х = arc Tg t, 
Фу 


з 


у=1п(1 +2). a) Hallar la velocidad y ta aceleración en cada eje; b) Calcular 2 y 
dx 


2 
23. a) Sean x = ft), y = g(t), hallar la fórmula correspondiente а 23 en función de las 
x 
derivadas de x e y respecto at. 


b) Sea x= a Sen t Cos t, a +0, y = b (Sen t + Cos t), b +0. Calcular 25 cuando 
47 


t = Т/6 (Usar el resultado de la parte (a)). 
24. Si €: x= f(t), y= g(t), t€ I, es una curva representada paramétricamente; si además f y g 
d'y 


tienen tercera derivada en I, hallar en función de f, 
dx 








ASÍNTOTAS EN CURVAS PARAMÉTRICAS 





Cuando una curva € está definida por las ecuaciones paramétricas 


х= fü), у = gQ) 
las asíntotas de su gráfica se determinan del modo siguiente: 


1. Asíntotas verticales 


a) Si lim 70)-алї 8(1) => > x= a es una A.V. 


tlo 
b) Si lim f(t)=a літ g(t) 2e >x = a es una A.V. 
foo 1—5 
2. Asíntotas Horizontales 


a) Si lim f(t) = o A lim g(t) = b => y=bes una AH. 
b) Si lim f(1) = ә A lim 8(1) = Б => y=bes una А.Н. 
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J.  Asíntotas Oblicuas 


Si se cumplen simultáneamente que 
lim /(1) = ео ^ lim g(t) = oo 
tfo t—tlo 
entonces existe asíntota oblicua de la forma y = m x +b, donde: 


т = lim ru у b= lim [g(r) - m f(1)] 


9 1 ) Hallar las asíntotas de la curva 


5 


f t 
б х= у ЕЩ 
p.17? BA 








Рага asegurar que esta curva paramétrica tiene asíntotas, escribimos 


” 


| S t 
= JE) 6 „гу SR S 
AJA GE (PE DG) 
1.- Asíntotas verticales. Evaluamos el límite en £,=-1 
2 
lim FU) -ED =-> : lim g(r)2 со => x =- 1/2 es una A.V. 


2.- Asíntotas horizontales: Evaluamos el límite cuando t — os 
lim f(t) =>; lim g(1)=0 => y =0 es una A.H. 
гэ Ia. 


3.- Asíntotas oblicuas: lim f(t) = о л lim glt) = со 


Entonces la curva € tiene una asíntota oblicua de la forma Y: у = mx +b donde: 





"= уа) рар 2 Aa” 2 
: 5. t F . —f(t--2) 3 
Ь-| emi = -e —ÀÀ —— | NUAGE ENS LS 
^ sl |80) mf] n om x m 2(1+1) 4 
| 3 l 
¿PSA A SE: 21-43-3520 ш 





En el plano, la curva € está definida por los puntos (х, y) tales que 
Жа Бы 42-41 
= nA UI 

21 =St+2 





‚соп гє IR, hallar: 
1-2 


a) Las asíntotas de la gráfica de €. 


b) La ecuación de la recta tangente a € en su intersección con el eje X. 


r —] 
(t —2)(21 - 1) 
|. Asintotas verticales. Evaluamos el límite cuando t. = 1/2 











2 
a) х= fa) L3 | у=8(1)= 
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lim, fü)-— > wr lim, g(t) = œ —x——5/6 es una A.V. 


2. Asíntotas horizontales. Evaluamos el límite cuando 1 — со 
1? =1 | 1 
li г) = e» ; lim lic — ашиг .— 2 esuna А.Н. 
эн fae 80) i29 212—514 2 272 "ч 2 


3. Asíntotas oblicuas. lim ҒИ) = е y lim g(t) = е 
Entonces: existe una asíntota oblicua &: y = mx + b, donde 


med E. im ша ера ew 
гэ? f(t) 12 (2t—1)(t° +1) (4—1)(4+1) 5 


2-1 | (c 
b= lim [g(1) — m /(1) = lim 15:56:57 ЗЭ | 


-2( -—r-1) -2(4-2-1) 2 


— li ———————— = CIR 
"2  S(2t-1) S(4 -1) 15 
| 2 
„у==х – = ©: Зх- 15у-2= 0 
Da сд Аш 
b) Ecuación de la tangente a € en el punto (х, 0) 
8i у= Sr- 10 1=. 1 yw 11 


Para cada uno de estos valores de / obtenemos x =-2/3 v x =-2, respectivamente. Luego, 
los шэн de wi, son A(-2/3, 0) y B(-2, 0) 


-4f—-l dy |. -517--81-5 
GN AE ау Е A d E) = —— 
=$) Ч -2у "dt 8 ( (1-2У-(2Е-1) 
сор dx _ g(t) Яг -Э1-4-81-5 


=> — тэ» m= e a ee 
dy ҒО) (211) (17-4г-1) 
Para г=-1 >m = -/2, y parat=1=>m,= 1/2 
Por tanto, las ecuaciones de las tangentes buscadas son: 


y-0- (+) 2-0 У у= 5 (х+2)‹ә Ф, :x-2y+2=0 Ч 


TRAZADO DE CURVAS PARAMÉTRICAS: 





Como ya sabemos representar una curva en el plano por un conjunto de ecuaciones 
paramétricas. 
С = { (х,у)є х1 x-f(t), y gir tel) 
Cabe preguntarse como podemos aplicar técnicas del cálculo, estudiadas en la Sección 5.7, еп 
la construcción de sus gráficas sin necesidad de obtener la ecuación cartesiana correspondien- 
te. Las siguientes sugerencias responde esta cuestión, dándonos los pasos necesarios para un 
desarrollo racional en la discusión y construcción de una curva paramétrica. 


Sección 6.6 : Trazo de сигуах 





SUGERENCIAS PARA EL TRAZADO DE CURVAS PARAMÉTRICAS 





1+2 t 
Цан АЖЛЫГ! 
1. Dominio del parámetro /: IR - (1, 2} 
Entonces, sea С = (x, y) e Rx RI x= fit), y= g(t) 1 e IR-[1,2] 

Intersecciones de G con los ejes coordenados 
Eje X: y=0=  1=0, para 1=0.x=-1 = ACI. О) є G 
Eje Y: x 20 1=-2, para г= -2, у= 2/3 > В(0, 2/3) e G 

2. a) Asíntotas verticales 





1 _ LL T NS ис” ХХБ! ! 

im (0-4 = 3 lim 200) = 5 = > x=-3 cs una A.V. 
b) Asíntotas horizontales 

i К ZE e тан: ӘН Желке 

lim f(t) = es lim 8(0957172-»yc-2esuna AH. 


с) Asíntotas oblicuas 
La gráfica С no tiene asíntotas oblicuas, pues no existe un fp tal que lim ЛСР) = œ 


y lim (7) = ө. 


' 
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3.  Tangentes verticales y horizontales 


І 
(22) ` dt П 7 (r-2y 
Como f '(t) + Оу g'(1) +0. no existen tangentes verticales y horizontales. 
4. Localización de los números críticos 
dy g(t) 1f1-2Y ш з А вз 
po An яа 227 23 ) => t=2y t=1 son los números críticos. 
Intervalos prueba: < -9,1» , «1. 2>,<2,+00> 
5. Análisis del signo de la primera derivada 
En el paso (4) obsérvese que y' » 0, V гє IR-(1, 2] , luego, la gráfica de la curva € 
es creciente en todo el dominio del parámetro r. 
La tabla 6.2 nos muestra los intervalos prueba junto con los intervalos correspon- 
dientes para x e y. 


TABLA 6.2 





escam METH NNNM 


En el paso (3) se observa que f (A) «0 y g(r «0, Уге IR-(1,2], es decir f y g 
son funciones decrecientes. por lo que los intervalos para x € y se obtuvieron de la 
siguiente manera: 





Intervalo para t Intervalo para x Intervalo para y 
<a, b> «fib), fay> <g(b), g(ay» 


6. Intervalos: de concavidad 


cas 1(1-2Үү.. dy, 4-2 
xt AU P ui HD 


e, dy /dt sc (=) 
y = = — == 
f (0 8V 1-1 
Como у " = 0 cuando t 2 2 e y" no está 
definida cuando г = I, los intervalos prueba 


son los mismos obtenidos en el paso (4). 
Entonces: 








FIGURA 6.13. 
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Intervalo prueba Signo y” Conclusión 
1-0вє <- оо, I» у"=—(+)'=— Cóncava hacia abajo 
(г-3/2є «1,2» y" =-(-) =+ Cóncava hacia arriba 
t=3 є «2, too» y" =-(+)* =- Cóncava hacia abajo 


Con toda esta información construimos la gráfica de la curva paramétrica mostrada en la 
Figura 6.13. 


Discutir y graficar la curva paramétrica 
Сб:х-3Г-1, y=4P , xe [-2, 4] 


1. Cálculo del intervalo de variación de г 


Si xe [-2,4] сФ-25х514 
€»-2€3P +1<4 e-Ixfrft&€l-re [-1, 1] 
Entonces, sea G = ((x, y) e Ё х-38-1, у= 4,16 [-1, 1]) 
Intersecciones de G con los ejes coordenados 
Eje X: у= 0) = г= 0, рага еѕіс valor, х= 1 => А (1,0) є G 


Eje Y: x=0=> 15 — 3/1 /3‚ para este valor, y =4 1/9 = 1,92 
= В(0, 1.92) e G 

Asintotas. Por la restricción en el dominio del parámetro /, la curva С’ no tiene asíntotas. 
Localización de los números críticos 

E oi. Sy гаро СУ g 0) z2 

dt ' dt dx F(t) 9 

Como la primera derivada no está definida en t = 0, éste es el único número crítico, con el 
que formaremos los intervalos prueba «-1, 0) y «0, 1>. 

El signo de la primera derivada en cada uno de estos intervalos se muestra en la Tabla 6.3 





TABLA 6.3 


Nte , 


TS | 





Intervalos de Concavidad 
wdy idt _. 4, -8/9r 8 
аха ? 9g 8117 


Obsérvese que y" « 0, V te [-1, I], por lo que la curva 6' es cóncava hacia abajo en el 
intervalo de variación de 1. 
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6. 


Los ejemplos 3 y 4 muestran a dos cur- 
vas paramétricas funcionales, pero como no es ne- 
cesario que las ecuaciones paramétricas x = f(t), 
y = g(t) definan y en función de x, se sigue que una 
curva definida paramétricamente puede ser una 
curva cerrada o puede formar un lazo y, por lo tan- 
to, cruzarse en el plano. 








ә 


La gráfica de С se muestra en la Figura 6.14, 
donde vemos que la curva tiene un mínimo ab- 
soluto en el punto A( 1, 0). Е 


> $ 





FIGURA 6.14 
EOS ) Discutir y graficar la curva paramétrica 
6:х:41-Г,у-48-Г 


1. El dominio del parámetro / es IR 
Sea G= { (х,у) є 18? | x-fit) , у= (0) , re R} 
Intervalo de variación de x. Despejamos £ en función de x 
Ё-41-4-4-х-» (0-20 =4-х Фг-2444-х 
t es un número real > 4-x20 => xe <-оо, 4] 
Intersecciones de G con los ejes coordenados 
Eje X: у= 047-720 SS 11=0 v £=4 
Eje Y: x=0=>41-P=0 €» n0 v 5-4 
Obsérvese que a los valores de f, y t; (t, + 2,) les corresponde el mismo punto (0.0). 
Esto significa que la curva se cruza o se intersecta а si misma en el origen (presenta un 
lazo en dicho punto). 
Asíntotas. La curva no tiene asíntotas de ninguna clase. 


Tangentes horizontales y verticales 
dx dy 


== a4 S2 = 81. -3? —1(8—3 
dr 4—21 5 8-3 t(8—3t) 


a) 59 (0) =0 = 4-21=0 e 1=2 
para £22, x= 4(2) - (2 = 4 => х = 4 es una tangente vertical 
b) Si g(1)=0 >1(8-31)=0 «» 1=0 v r- 8/3 


Рага = 0, у= 0; para /= 8/3, y = (8/3) - (8/3) = 230 


Luego, у= 0, у= 256/27 son dos tangentes verticales 


Localización de los números críticos 

dy _g (1) _ 1(8-31) 

dx ҒО)  2(2-1) 
>1=0, 1=8/3 y t-2 son los números críticos. 
Intervalos prueba: <-о , 0» , «0, 2> , «2, 8/3» , «8/3, too» 
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5. JDeterminamos el signo de la primera derivada mediante la construcción de la Tabla 6.4, 
que resume lo que ocurre en cada uno de estos intervalos prueba. 


TABLA 6.4 


813141 









6. Intervalos de concavidad 


К d у. дуг, ,, 31^—12:416 
"dc  dx/dt 4(2—1) 

Como 3 2 - 122+ 16» 0, V te IR, e у" noestá definida en £= 2, tomamos como 

intervalos prueba <-оо, 2» y «2, +оо>; entonces 


Intervalos prueba Signo de у" Conclusión 
1=0 є <-со,2> y" - =+ Cóncava hacia arriba 
+ | 
t=3 є <2, +00> y =—==< Cóncava hacia abajo 


Con toda la información obtenida, dibujamos la gráfica de la curva paramétrica mostrada 
en la Figura 6.15 








FIGURA 6.15 FIGURA 6.16 
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de donde obtenemos las ecuaciones paramétricas: x =p y= 
E 


1, 


Parametrizar el Folium de Descartes: х + y*-3axy=0. 
Discutir y esbozar su gráfica. 
Haciendo la sustitución y= t x, se tiene: 
+0 х - Зах (1х) = 0 х1 40) -Загх! 
За! Заг” 
1-7 





El dominio del parámetro f es: R- (-1) 
Entonces, sea С = { (x, у) є IPIx-f(r,y-g(r,te IR-(-1) 
La gráfica G pasa dos veces por el origen de coordenadas, pues para y — 0 se tiene 
1-0, y para 1=0 = х = 0), luego (0, 0) e С 
Asintotas 
a) Lagráfica С no tiene asíntotas verticales, pues no existe un t- tal que 
lim /(1) =а y lim g() = = 
b) También G no tiene asíntotas horizontales, pues 
2 E lim f(t)y5e y lim 8()-5 
c) Como lim ўб)= lim g(1)= оо, la curva tiene una asíntota oblicua de la forma, 
Y: у= тх +b , donde 


um BU). nt 
= на fn hm (1) 





: Заг! 3at 
b= lim t) —^m f(t))^ li —— + — = а 
а Tono A l+ EA 
Por lo que Y: y = -x - a es una asíntota oblicua en ambos sentidos (derecha e 
izquierda). 
Tangentes verticales y horizontales 











A =p (1) = n Psg (r) = Or) 
a Sif'(t)20 21-2t6'-0 © :-112 
Рага r2 31/2 = х = занг, = aY4 es una tangente vertical 
b) Si g(9=0=>1=0 v r2 V2 
-—»yzÜv ›=3а%5 = a X4 son tangentes horizontales 


Dado que para г = 0, х = 0 (tangente vertical), se sigue que la curva tiene dos 
tangentes en el origen, es decir, se cruza en dicho punto. 


Localización de los puntos críticos 
dy кч) 102-0) 
dx f'(t 1-20 
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Como y 20 en г=0 y t= Y2. e y no está definida en f= i/1/2 , éstos son los 
números críticos que determinan los intervalos prueba 


«-о,-Ї» . «1,0» , «0. Y1/2> | 1172. JO soe ос 


La tabla 6.5 muestra las pruebas realizadas en cada intervalo resultante. 
TABLA 6.5 





Intérvalo | 
| la gráfica 
PEE g жыш 
ER 
`s » 
| > 


4 
mU 


TITO | ї 
E [эме 
е 
AE EE 





Гэ | [o 


Е ud 
——ÀÁ 
* 


O ome | |e 
2 


a 
«31/2, 3/2» «a Y2 „а M4» < a M2, a M4» 


Intervalos de concavidad 


Decreciente 
Crecicnte 





d'y _ а 201+? y 
ах’ 3a(1-21*) 


y =0en f=-l, e у" no está definida en ѓ = Y1/2 , entonces tomamos сото 


intervalos prueba <-0o , -1> «-1. 3Ї/2», «if 12. +00> 
Los resultados de concavidad se recogen en la Tabla 6.6 y un resumen de los resultados se 


muestra en la Figura 6.16. 
TABLA 6.6 


Lu те; Le E 23 
| — Copelusión 


| 


Unt c oi < E IA = кы ЭР аав” 


| | até Ч E 1 i 1) 1 mi e y А l | : $ "gn 0) а 
Jrueba рагах | d а, | 


| 
m 


EJERCICIOS . Grupo 50 


En los ejercicios 1 al 4, hallar las asíntotas de las líneas dadas paramétricamente. 
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2t г is аг 
3. x= 27) 1355 4. х= E == 
i-r 1-1 jog A 
5. Enel plano, la curva € está representada paramétricamente por las ecuaciones: 
21” 34 
x=- ==>—5,1€ IR Hallar: 


DA , y , 
t —3t2 Ier 


a)  Lasasíntotas de la gráfica de € 
b) Los puntos, si existen. donde la tangente a € es paralela a los ejes X e Y res- 
pectivamente. 


| 1+2 Г 
6. Sea la curva paramétrica €: х= — , у = ——,telR 
tl t-I 
a) Hallar las asíntotas de la curva € 
b) Hallar las tangentes horizontales y verticales a 6. 


7. Sea la curva paramétrica definida por las ecuaciones 
1—8 3 

эш жешке р Ж PS ME 
:-4 t(t^ —4) 

a) Hallar las asíntotas de la curva 

b) Hallar las tangentes horizontales y verticales de la curva 


X 


t € IR 


1 
; +] | 
8. Sea la curva paramétrica 6: x=> | Vy mes TER 
I — > aub 








a) Hallar los valores de г donde la curva tiene tangentes horizontales y verticales 
b) Hallar, st existen, las asíntotas horizontales, verticales y oblicuas. 
201 -5(4-12). 


Ээ + te IR 


9. Scala curva paramétrica € ; х= y 7 
4—17 t —4 


a) Hallar las asíntotas de € 
b) Hallar la ecuación de la recta tangente a é en el punto (20/3, -25/3) 


10. Hallar las asíntotas de la curva paramétrica definida por las ecuaciones. 


21 | 21” 


Y ео 


EPET e I-(r—1y 


*  Enlosejercicios 11 al 17, analizar las funciones dadas en forma paramétrica y trazar sus 
gráficas. 








1. х-Г-43:-1| ,у-Г-3Г:-1 12. x=f-3n, y=r -6arcTgt 
31 317 
13. е irae 14. x-te' , y-te" 
15. x2 t^ 2t , y 2 t^ -12r 16. к= E : yz 
po t 


17. x = 2aCost—a Cos2t , y = 2aSent—aSen2t (Cardiode) 


FORMAS 


INDETERMINADAS 
FORMULA DE TAYLOR 








(7.1) INTRODUCCIÓN 





Una forma indeterminada es un cierto tipo de expresión con un límite que no es 
evidente por inspección. Por ejemplo, si lim /(х) = 0 y lim g(x)=0 , entonces se dice 
х=» E~ 


que el cociente f(xy/g(x) tiene la forma 0/0 para x = a. 

En el capítulo 2 se describió las formas 

A 

como indeterminadas, ya que por ellos по se puede juzgar si existe o no un limite, y tampoco 
señalar cual es el límite, en caso de existir. 

Junto con el método fundamental del cálculo de los límites delas funciones, existen 
otros métodos o técnicas de búsqueda de los límites. Algunos de estos, que tienen la denomi- 
nación general de regla de L'Hospital, se van a discutir en este capitulo. 





(7.2) PRIMERA REGLA DE 1? HOSPITAL: Forma 0/0 


El método general para calcular el límite de una función en un número a que tiene 
la forma indeterminada 0/0, se emplea un teorema que establece que bajo ciertas condiciones el 
límite del cociente f(x)/g(x) se halla determinado por el límite del cociente de f (Y g'(x). 
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TEOREMA 7.1: La regla de L’ Hospital 





Sean las funciones fIR— IR y g: IR TB, tales que 
1) Son derivables en el intervalo <a, b» 


i) lim. f(x) dins ебх) = 0; 


ra? 


i) (1010, vx e «a. b» 


iv)  Existeellímite, lim ^ TS = L (Les finito o inlinito) 


"кү. я ( . 
Entonces existe el límite 


DV Ne hne _ 
ya? Р(х) tsa 8 (х) 


Demostración: Рог las condiciones del teorema, las funciones f у g no están definidas еп 
el punto a. Definámolas eligiendo dos nuevas funciones F y G, extensio- 
nes de f y g respectivamente 


Кх), si хжа 44 gm. sixx*a 
О. six=a 3 = | 0; six =a 


F(x) = | 


Ahora, F y G son continuas en el punto a y satisfacen las condiciones del Teorema de Cauchy 
(teorema del valor medio generalizado) sobre cualquier intervalo [а. x]. donde x e <a, b». 
Por esto, рага cada x € «a, b», existe un número с = c(x) € <a, x», tal que: 


F(c) _ F(x)- F(a) _ F(x)-0 _ Р(х) | 
G'(c) G(x)-G(a) G(x)-0 G(x) (1) 





Además, lim c(x) = a 

xu* 
Ahora c depende de x, pero como está atrapado entre x y u, debe acercarse аа cuando x 
lo hace, es decir, si 


4 
x— а, entonces c > at A m———— HG 
: а C X b 





Por esto, si existe lim рту = lim Р (х) 
AN a a) 


los límites de una función, se deduce que el 


Ey c MEN 
he G' (c) EU 2 (c) E 


= L, entonces la regla de cambio de varible para 


Luego, en (1), se sigue que: 


йш ЖО р 12520 м Жейн 01-18) 








m = 
x—a* g(x) x>u* G(x) cu? С(с) eu? g (c) 
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y concluimos que: 





tim 709. tim £62. 
xa? B(X) хэш! B (x) 
El teorema 7.1 sigue siendo válido con las transformaciones naturales, tanto en el caso del límite 
lateral izquierdo (x — а) como en el caso bilateral (x— a). 


Corolario Si lim. fx) lim. g(x)-0 y f, 8! satisfacen las condiciones del Teorema 


7.1, entonces 


lim == E 
хэа* B(X) sot B(A) хә" g' (x) 
bajo el supuesto de que el ültimo límite existe. 








fx) _ lim Тс im L 


TEOREMA 7.2 





Sin perder generalidad podemos considerar que с» 0. 





Realicemos el cambio de variable x = 1// 
Las funciones (т) = КУ) y G(t) = g(l/r) están definifas sobre el intervalo «0, 1/с>; 
81 х Э + оо, entonces 1 —>0* viceversa. 
Sobre el intervalo «0, 1/c> existen las derivadas 


F()e- Га!) y G(-- 8010) 


F() f) 0) 
G'(t) g(l/t) 

De lo dicho y de las condiciones del teorema se deduce que las funciones F(t) y С() 
satisfacen sobre el intervalo «0, 1/c» las condiciones (1), (11) y (111) del Teorema 7.1 


de modo que : 
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1 | : (x) ' 
Mostremos además, que la existencia del lim Leon , el cual designamos por L, es decir, 


х-эа" Е (х) 
que se cumple también la condición (iv) del Teorema 7.1. 
En efecto, utilizando las expresiones obtenidas en (1) para las derivadas F(t) y С (f), hallamos: 


ЁО “222004 Qs IZ (2) 








lim = = 
жээ С"(1) o (1/1) хә+ g(x) 
Ahora, del Teorema 6.1, aplicado a las funciones F(t) y G(t). se deduce que lim a SE 
1? 
Pero 
E) . fü/) . FO) 
С(1) g/t) р(х) 
donde х = 1/t, por esto 
Еи). f(x) 
—— = lm == =L 
Rs G(t) murum g(x) (3) 
y de (2) y (3) concluimos que: 
Uu Ans о 2009 
13400 g(x) хэ+= р (x) T 


Este teorema sigue siendo válido si se hace la transformación correspondiente para x > —оо. 





EJEMPLOS ILUSTRATIVOS 










анг —À . 3x? —10x+3 
EJEMPLO 24: Calcular: lim | ————————— 
— ——— i i x —-4x* + x46 





PC др ATA эргэл" 
SOLUCION 


Enestecasoa=3, f(x) 2 3 x^ -10x+3 y g(x)=x -4x +x+6. 


La sustitución directa nos lleva a la determinación 0/0 y como f y g son 
continuas y derivables en una vecindad restringida de 3, entonces aplicamos la regla de 
L Hospital para obtener 





L= lim — 
3 g'(x 


ГОО im ( ox Id )= 18=10__, 
х3 3х —8x+1 27] -24 +1 T 





Calcular: im | і = рех | 


I-J42x- x? 
La función fix) = 1 -x + Ln x es continua y derivable V x > 0, y la función 
р(х) 2 1—2x— x? , escontinua V xe [0, 2] y derivable V xe «0, 2». Todas las 
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condiciones de la regla де L'Hospital se verifican. En particular como lim f(x)- lim (g(x) 0, 





entonces 
] 
-]-4— 
L= f (x) = Х 
х-э! g (x) vl 2—2x 
242x- x? 
-i 2х-х" 
mu ыг? (Algebra) 
2-1 E 





| | 
uu Tol = 
Calcular: lim х? a a i 





| 
х 





Por simple inspección vemos que el límite tiene la forma indeterminada 0/0. 
Como todas las hipótesis del Teorema 7.2 son satisfechas, apliquemos la regla de 
L' Hospital realizando un cambio de variables, x рог 1/u. Ahora las funciones F(u)- f(1/x) y 
G(u) = g( I/x) están definidas en el intervalo «0, 1/c>; si x — +оо, entonces и — 0*. Luego: 


2 
"TUN Ё 2 arc Tg | (Forma 3 


n0* u 0 





2u— 
а. (и) a 1++42 
L= li = lim | ки 
БЕН ДААШ) у l 








и-э07 1--и a 
En algunas ocasiones es posible simplificar un límite antes de usar la regla de L' Hospital. El 
siguiente ejemplo indica el método a seguir. 


| (17 Cos x-2) e? +Sen(x—2)-1] 
Сакон du С CRAS UI cR 
CMM e a DE бел(х 2) Enix SIR. 





| La sustitución directa nos lleva a la indeterminación 0/0. 
Como puede comprobarse, la aplicación inmediata e ingenua de la regla de 
L'Hospital sería bastante laborioso. Sin embargo, ordenando convenientemente los términos 





682 Capítulo 7: Formas Indeterminadas 


del límite, dándoles la forma de algunos límites trigomométricos conocidos tendríamos: 


| 3 х-22 Jmm 


L = lim -— үст 
x—2 Sen 3/х--2 3 Ln(x—1) 


х-э2" 


. [1-Cosu ! 
yomo 10778) у | 





—],entonces 
Sen u 


(1 е? -Sen(x-2)-1 | 4 
L=(>)0 lim, 3 Ln(x -l) Forma 0 
Ahora intentamos con la regla de L’ Hospital, obteniendo: 
x-2 227 0 
pd um PE + Cos(x —2) 21 е + Cos 0 NU 
6 х-э2" 1 6 1 3 Ба 





Х-1 


Nota | Aplicación repetida de la regla de L'Hospital 


En la evaluación de ciertos límites indeterminados es necesario aplicar la regla de 
L Hospital más de una vez para lograr que la indeterminación desaparezca. Sin embargo, debe 
comprobarse las condiciones de su aplicabilidad en cada ocasión. Esto se ilustra en los si- 
guientes ejemplos 





Evaluarel lim Ё2-3 
х0 | x — Senx 





Como la sustitución directa nos lleva a la indeterminación de la forma 0/0, 
aplicamos la regla de L'Hospital, esto es: 








en FU as Sec! х—1 г ж. Те? х | 
LA gu) cs) lic AS 
um UD (249 x Sec" х | 
=> L= lim g'x) lim С Sex . (Regla de L' Hospital otra vez) 
= lim(2 Sec? x) (Simplificación trigonométrica) 
=2(D*= 2 R 
Calcular: lim (x-2)€ +1+2 


м. 





x (е^ -]y 


¡Solución Cuando x — О, el numerador y denominador tienden а cero. Entonces por 
la regla de L' Hospital se tiene: 
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О о е же 








L= Forma 0/0 
x g'(x) х0 3(e* => Гү e (Forma ) 
xe'—e +1 
=Шшї A = Algeb 
xU З(е” = 2е?* T е") ( ge ra) 
ud Nl os xe te' —e" 
—OL-li = im ———À;———7— ——- Aun de la forma 0/0 
хэй g'(x) 50 3(3e" —4e^ +е") | i 
, х 
ах EEE, ^ 
ын 3(3e” —4e* +1) (Algebra) 
p NL хил 
x р'''(х) | x29 3(6e^* —4e*) 
= | я 
36-4) 6 ” 


Uso incorrecto de la regla de L'Hospital 





La regla L' Hospital aplicada indebidamente puede llevar a resultados falsos. Recuer- 


de que la primera forma de la regla de L' Hospital puede aplicarse a cocientes que nos llevan à 
indeterminaciones de la forma 0/0. Por ejemplo la aplicación siguiente de la regla de L' Hospital 
es incorrecta. 





Calcular: lim | sen 3x | 


x? — Sen2x 





La sustitución directa nos lleva a la indeterminación 0/0. Ahora, si sólo 
aplicamos dos veces sucesivas la regla de L' Hospital el resultado será un cálculo 
incorrecto, pues 


| Sen 3х 1 3 Cos 3x 
L= lim — um] === 
. x-Ul x* —SVen2x x30| 2x —2 Cos 2x 


—9 Sen 3x 
Es Ee SE 
3 Cos 3 
La razón de que este resultado esté equivocado es que ei lim (ts) no es una 


forma indeterminada, por lo que no es aplicable la regla de L' Hospital. El cálculo correcto es: 


Sen 3x 3 Cos 3x 
L= [| LES | en | AA 
x4 E Aa x90 (223 o 
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za 3(1) -Я8, 3 

0-21) 2 " 
El objetivo del Ejemplo 7 es hacer una advertencia. Verifique la hipótesis de la regla de 
L Hospital antes de aplicarla. 


SEGUNDA REGLA DE L'HOSPITAL: FORMA --/ = 


TEOREMA 6.3: La regía de L'Hospital 


Sean las funciones / IR —1R. y e: R=AR, tales que 
` ù Sondiferenciables sobre cl intervalo <a, b>- 
| П) lim, = е 2 Tun g(x)- ec 
' am @(х) +0, V y e «a, b» 
iv) Existeellímite; lim ы) (9 51, (Lesfinitoo infinito) 
xut E (X) | 
— Entonces existe también el límite 
| lim [ку kn Р(х) 


——— 


Cou! AA EL) 


— 
— 


Demostración Supongamos en principio que el número L es finito y, mostraremos 
que si 


lim ТО) =L = lim fe) = L 
xn? (х) ra? B(x) 
En efecto, para esto, elijamos los puntos х, y х talesque O<x<x,<b 


a х С Ха b 


Entonces sobre el intervalo [x, x;] las funciones f y р van a satisfacer las condiciones del 
Teorema de Cauchy. Es decir existe un número c € «х, ху», tal que 


Хбх) fa) _ f (c) (1) 
8(Х)-8(Х6) 8 (0) 





Es evidente que el punto c depende de la elecciónide los punos х y x, esto es, c = c (x, x,). 
De la fórmula (1) hallemos la relación f(x)/ g(x) escribiendo: 
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1-- FG) j 208) 
Е — До) Р) Ao Р Je g(x) Q) 
809 | ү. 8 glo) або) Leto], fo) 
g(x) WO 
Si para un x, dado, por la condición (11) del teorema obtenemos 
j= 8(%p) 
от "O 
un hs EAN F 

f(x) 


Sin embargo, en la parte derecha de la fórmula (2) no se puede utilizar la propiedad sobre 
el límite del producto de funciones, pues los límites de los factores que alli aparecen se 
toman en diferentes condiciones; en un caso, el punto x, — a, y enel otro el punto 
Ху €s fijo, y x —a. No obstante, V €> 0, siempre se puede escoger x, tal que la relación 
f (cYg'(c) sea tan cercana al número L, V c € <U, xy», y luego escoger © > 0, tal que la 





| ax 8(Хд ) 
relación E sea tan cercana a | V x € <a, a+ 0», que como resultado para todos los 
х 
| сү 0 
f(x) 
x señalados se cumplirá la desigualdad 
ТО), « £ — lim ЈО) _ 
Р(х) xa? B(X) 








Con lo que el teorema está demostrado para el caso de un límite £ finito. 


Analicemos. ahora el caso del límite infinito 


Р(х) 
р (х) 





Еп efecto, supongamos que => e cuando x — a*, entonces dn, > 0/ 


V x€ <a, a, + n>, tendremos 

£O. a 

g (x) 
Fijemos también un x,€ <a, a + п> ya que tendremos que utilizar otra vez la fórmula (2). 
Por último escojamos n. € <0, x,- а> / V хє <a, а + п,> donde tenga lugar las desigualdades 
| Дх)! > fi)! y 12 О)1»18056)1, a consecuencia de los cuales 





fo) _ 8G) 3 
1- f(x) D X 3 Pues »0 (3) 


Entonces, V х que satisfacen la condición a < x <a + n, se cumplen las desigualdades (3), 
también la desigualdad 
f (с) 
8 (c) 





»0, donde x « c«€ x, 
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y es válida la fórmula (2). De ella se deduce que para los x señalados БО > Q,esdecir, 
g(x 


fe») a 
ан gx) * E 


De forma análoga se analiza el caso 
го, 
эй" g (x) n 
El teorema 7.3 sigue vigente cuando se hacen las transformaciones naturales, y cuando 
X—,X— +оо y Х-эЭ-со, asi como en el caso de los límites bilaterales. 


Ln (Sen 3x) 
Calcular: lim Їл (Sen 3) 








Como la sustitución directa da al límite la indeterminación о/о, aplicamos la 
regla de 1. Hospital 











— lim f (x) — lim 3 CoTg 3x (Todavía de la forma өө/сэ) 
хэй g'(x) хэ0|  CoTg x 
3 Tg x | 
zm Tg 3x (Ahora de la forma 0/0) 
ri 2 
=> let Sn 350 х E E 
эр g (x) “013 Sec“ Зх 





x | de" +25 


X 2 
Calcular: lim з) 





Ya que el numerador y denominador tienden а +, podemos aplicar la regla 
de 1’ Hospital, que nos conduzca a 











ELLE) e е" +6x 
Тэ = lim | ———— 00/03 
: ze g'(x) 4e" +4х (Forma ) 
== Hm Ө) na e *6 (Todavía de la forma oo/co) 
x—+00 g' (x) x*e| 4e +4 

F XY "ua e* 1 2 

L= lim zm = — 

— 3158 gx) ха Де’ 4 








Calcular: lim E ) пєМуа»! 


(Ton а 
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lución El límite tiene la forma indeterminada e/ee, y como л € N, aplicamos la regla 
de L'Hospital n veces, para obtener 


п ”-1 n-2 
z E Bm (2|- lim a) lim ARA 2-6 


aiai 24 >t=la Ina) 17 аг (лаў 


: n! 
HE A 
i q'(Ln a) 
De esta forma cuando x - +оо cualquier grado de x" crece más lentamente, que la función 


exponencial аФ,а» 1. E 





Uso incorrecto de la regla de L'Hospital 


Se debe tener en cuenta que la realización de cálculos segün el modelo del 


Ejemplo 10, está justificado sólo en el caso cuando como resultado se obtiene un límite 
finito o infinito. 





x4 Sen 2x 


Athos 


Calcular lim EJ 


ución Cuando x —-eo, numerador y denominador tienden a +. Sería erróneo 
aplicar la regla de L’ Hospital, pues el límite 





omo a a Ч 2— Cos x 
A хєл х+2 Соѕ 2x 


= ,no xiste 
Хве Е (х) С++ 


¿Qué podemos concluir sobre el límite (1)? Nada en absoluto. La regla de L' Hospital dice que si 
lim (f' /g') existe, entonces lim (f /g) existe. Nada dice para el caso en que lim (f /g') 
no existe. 


Sin embargo, la indeterminación өө/ео de (1) puede ser resultado directamente por la forma 
elemental, como sigue 








E Sen x 
L= lim 2x—Sen x = lim rA (Algebra) 
хә+=\ x4 Sen 2x +2 T Sen 2x 
х 
2-0 
ва 0 (porque ЇЗепх 151) 
m2 а 


Otro caso incorrecto del uso de la regla de L' Hospital es que по simplifique el problema de 
cálculo del límite de una función. 
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Calcular: lim 


Х 


¡Solución Сото el límite toma la forma es /ea, al aplicar la regla de L' Hospital resulta que 





Га 
Lei La шй ҮЛ 
хә-= р (х) 1——2o ec > 2 Х 


х +4 
esto es, se obtuvo el límite de una función inversa a la dada, de modo que el problema perma- 


nece invariable, sin solución. 
En estos casos el límite dado se halla fácilmente por el método clemental 


L= — == li >> 
хз E << Xd PES 
= lim —————— = -| 
ere days a 


Como comentario final diremos que la regla de L’ Hospital también puede emplearse para 
concluir que un límite es infinito. 





Calcular: lim E 
хэ+е{ x^-F2x 


Dado que la sustitución directa nos conduce a una indeterminación de la forma 
oo/ oo aplicamos la regla de L' Hospital, para obtener 


L= lim J' (x) E ol 328 (Forma өө/сө) 

















X—bES Е (х) Е X— oo х? +4x 
un. FO 2106 
E lm g" (X) = lim E] (Aun la forma e/o») 
| F "Ux = E | | 
- түлээ lim | E |= + 
Xx— c6 g (x) Kb tes 6 Él 


EJERCICIOS . Grupo 51 


Ф Еп los ejercicios lal 30, calcúlese cada limite, usando la regla de L'Hospital cuando sea 
necesario 


1. Ея (==) 2. lim (==) 
xU Х 1,0 x 
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| x arc 1g x 
> im ( I— Cos x | 4. 
x+Sen x 
^ a E 
: im (Ez) 5 
7. im (2 zx zo 2) 8. 
x— 0 x^ 
exp(x*)-1 
| МЯА 3 
Ze in x— Sen x | m 
lim x-—arc Sen x 
Jg, ume [ne ws 12. 
е^ —2 Сохх +e” 
13, HA “ЭЭГ ела Т 14. 
m Sen x—Sen mx 
Quer a uU BUR 
шиг x(Cos x — Cos mx) 16. 
х *+En(1-x)-1 
lim e +£ml=x)-1 
17. im | Tox | 18. 
19. lim m Sennx-n Senmx 20. 
0 Tg nx — Tg mx 
im 295 -1 
21. "um Ген Бх 22. 
х Tg x- Ln(x*l1)*x 
23. lm | SAA Я 
2 i Sen? x | БЫ 
3 
25. lim Ma ч. 
“хэй| Sen" 2x = 
27. lim е^ (х 16) (x 13)-х-1 
x Соѕх+(х /2)-1 
4-2) —- 2 4 
28. lim Ln(l- x) -4х-442х Саз 13)+x 
х-эй 6 Senx—-6x tx 








25) 


Sen 2x+2 Sen x -2Senx 
Cos x — Cos! x 


Tg пх —n Тр x 
n Sen x — Sen nx 


v4) 


lim 


rU 


t 
М 
а 
е + 
5 5 
»* 12 


x+Senx—4Sen хі 2 
3+ Cos x —4 Cos x/2 


im Члху” 0 Na 
х! Sen” 'x-1) 





y Sect x/2) 
eal Ln (1 xy 


lim Ln(1— x) * Te(r x/2) 
х-э! Cotg пх 


. Cos х. La(x—a) 
lim == 
e En(e*—e”) 


690 


29. 


31. 


33. 


35. 


37. 


39. 


40. 
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im 2+ Cos 2x —Sen x 2 п-2х : 
к-эк/2 x Sen2x+x Cos x 2 Sen2x 


е“ Sen х — e" |Sen a + 42(х-а) Cos(a—m/4)] 














lim 

xu ех -e"(x*l—a) 

En los ejercicios 31 al 36, úsese la regla de L' Hospital para comparar el crecimiento de las 
funciones 

ROEF a BS ES, h(x) = (Ln x)" 
donde n » 0, т> Оу x — æ. Los límites en estos ejercicios sugieren que (Ln x)" tiende a 
infinito mas lentamente que x", el cual a su vez tiende al infinito más lentamente que е" 
e p 

im (4. 32. im (4. 
>. \ e >. | e 

: Їл ху 2 

lim e. 34. lim сон 5 

£-— 3. Xx x— 3.0 X 

lim Ст.) „п> 0, т> 0 36. lim 2—,п> 0, т>0 

Д--фес Х 1. р 
Sabiendo que la función real f tiene derivadas de todas las órdenes, evaluar 


f(a*x)- f(a)- x f (a)- ух f (a) 
lim n ны 53 AA == 


10 x— Sen a 


Sean fix) = х? Ѕеп(1/х), р(х) = Ѕеп x. Hállase lim ТО y demuéstrese que en este caso 
. 0x20 g(x) 


la regla de L' Hospital no es aplicable. 
Suponga que f es una función dos veces diferenciable. Use la regla de L'Hospital 
para demostrar que 


f(x* h)- f(x—h) 


a) lim 2R = f'(x) 
b) lim FU LEGO х") Pay 


Establezca la versión 0/0 de la regla de L' Hospital para el caso а= eo 
(Sugerencia: Sea F(t) = f(1/t) y G(t) = g(1/1). Demuéstrese después que 
IS as БӨ)... 40) Са) 
hm -—— = Шт —— = lim —.— - lim 
хэ= p(x) 1 G(t) 130 G' (t) >= g (x) 
usando la regla de L' Hospital para el caso а = 0) 
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9, 
е, 


En los ejercicios 41 al 44, estudiar la posibilidad de la aplicación де la regla де L'Hospital. 


x en х xm. e ` (Cos x+ Sen x) 
cu e 4, a ха 
кэ-| x+Sen x гэн (x+Senx Соѕх)е“"" 





7.4) FORMAS INDETERMINADAS ADICIONALES 


XE 





Silim f(x)=0 y lim g(x) = eo, se dice que el producto f(x).g(x) tiene la forma indetermi- 
пайа 0.ео para х = а 


Para calcular el límite de f(x).g(x) cuando х — a, por la regla де L'Hospital, se cambia el 
problema por uno de la forma 0/0 ó со/оо, utilizando las transformaciones siguientes: 








(х). р(х) = fG) (Forma 0/0) (1) 
17 g(x) 
(x) 
Р(х). в(х) = i TE (Forma оо/ео) (2) 





MPLO 1 ) Calcular: lim (х-агс Senx) Cosec? x 
В аа: x-uü 


Como la sustitución directa nos lleva a una indeterminación de la forma 
О.со, reescribiremos el límite para que se ajuste a la forma 0/0. Esto es: 





x— arc Senx 


L= lim rom (Forma 0/0) 
Entonces, por la regla de L Hospital se tiene: 
L =lim Р(х) _ == (Forma 0/0) 
«эд g'(x) хэд 3Sen?x Cosx 
24-2 
> L=lim f (X) = tim =) 





o ED 356ах(Сог254Соёх) 





-0-х2у?? H =; | 
= 3 lim = | 
x0 3(Cos2x-- Cos" x) x Sen x 
m c9. . 1 
3(1+1) 6 
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20 m Al A 
LC 02 ` Calcular : lim La 2 х Te (Z) 





Solución El límite tiene la forma 0.co, por lo que usaremos la transformación (1) 
para obtener 





f(x) = 11(2-х/а) 











= | = € 
хэв l/g(x) xm сив =) лнн) 
2а 
-i( | ) 
ER Dm lim aV2—x/a 
2a 2d 
^ 2a 
nU == 
r(2a- х) Cose (54) 
2d 
ээс. 28022 
r(2a-a)()D' m m 





Si lim f(x)=% y lim р(х) = œ, entonces se dice que f(x) — g(x) tiene la forma 


x—0 


indeterminada со — со. TM para calcular 
lim [f G9) 869] 


se procura transformar f(x) - g(x), mediante ciertas operaciones algebraicas (comün de- 
nominador o factorización), en una de las formas 0/0 о 9e/ es y aplicar luego la regla de 
L'Hospital. 





1 | 
Calcular : lim 215 2 "туа, 





Se tiene aquí la forma indeterminada ee — eo, Entonces mediante la técnica del 
común denominador: 


na | 2-xt£n(x-1) (Forma 0/0) 
E иң | | майл 
a 
FS) _ |. х-1 





Sección 7.4 : Formas indeterminadas adicionales 693 


: 2—x 
= ai ———————À—— шыш. л T 
Mp (5-1) (Todavía 0/0) 
> ¿y £O 9 —— 1 2 


x32 р (ху) x о) Ln(x —1) 


Calcular : lim (4 - Сов? | 


х? 





би Como la sustitución directa nos lleva a la indeterminación ee — оо, reescribimos 
el límite para reducirlo a la forma 0/0 











2 2 2 2 
=> L = lim 2 = шил = lim Se 2-2 С ша (Еогта 0/0) 
x0 | x Sen" x х-э0 x 5еп х 
—tim | Sen x+xCosx || Sen x- х Cos х (Algebra) 
x Sen x x^ Sen x 


! 
z 


ej : Е 
БИ: D i m 


Sen x 


) (Prop. de los límites) 


3 
х Sen х 


El límite del primer factor lo hallamos directamente 


L, =lim БЕРЕ Соза үн liso схо 
x0 Sen x х-э0 Sen х 


Y el límite del segundo factor por la regla de 1/ Hospital 


Ес = цаа чна Шш у EA 
x x Sen x хэ? | 2x Sen x - x Cosx 








x20 ES 2 = 
2555) Om 2500) 3 
Sen х 
De esta forma: ESE, . L¿=2(1/3)=2/3 т 
n (Vx —5x+6 — x) 
lución: En este caso tenemos la indeterminación e» — ee. Usaremos la técnica de 





factorización para transformar cl límite a la forma ee.0 y luego reducirlo a la 


forma 0/0. 


; | 5.6 
L= lim (Y? -3х-46 — x) - lim a == = | (Forma өө.0) 
х-э+= Ire 2277 
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— 2 — 
= li үЕ-Э!х бїх? =1 (Еогта 0/0) 





зажл TO p 2 бя УУ" вх нэ”) 
х» Р (х) x—>+400 = / 2, 


м | CA 


ET 5—12/x "T 
en К -41-5/ x67 x T 





LAS FORMAS INDETERMINADAS 0°, =°, 1“ 


Supóngase que f(x) y g(x) son funciones cuyos límites cuando x — a son tales 
que cl límite de la expresión 


у= [До] 


asuma una de las formas indeterminadas 0°, со? ó 17, 
Al calcular el logaritmo natural 


Ln y = Ln (ХУР? = р(х). Ln f(x) 
vemos que en cada uno de los tres casos de indeterminación mencionados, g (x). Ln f(x) 
toma la forma О.оо, por lo que se pueden usar los métodos que preceden a esta sección para 
calcular и = lim (Гл y) 
XH 
Luego, de la propiedad: а= ех", se sigue que 
116914 = е tx). En f(x) — e? 


y como la función exponencial es continua, entonces 


: кх) р, Ілу gk SEN 2 
Lehmlf(x)| "hm еее ze 
хэй х—эп 


En consecuencia, los cuatro pasos siguientes simplifican el proceso de calcular el límite 
de [f(x)]** cuando x — a. 


1. Sea: y= [f(x)]^? 
2. Simplificar: Ln y= р(х). Ln f(x) 


3. Calcular: u = lim (La y) = Ln (lim y) 


4. Concluir que: L-lim[fG)] = e 





Cusin x72) 





Calcular: lim (1— x) 
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Se tiene aquí la forma indeterminada 0". Entonces por la regla de los cuatro 
pasos se tiene: 
1. Sea: у= (1 - x) Соѕ(л х/2) 


2. Entonces: Їл y= (cos | Ln (1— x) 


3. Sea и = lim (cos m Ln (1— x) (Forma О. eo) 


=> и = lim LD(1-x). (Ahora de la forma oo / еэ) 


x Sec(To.x / 2) 


1 
EE "Ч. EN dix > ш = tim 2€ -2 Cos” (тх/2) 
“хо! 1/2 Sec(n x/2) Т (л x/2) хэ! n(1—x) Sen(n x / 2) 





-2 Cos? (1 x/2) 








Como lim 5ен(7х/2)-1 > u=lim (Е 9 (Еогта 0/0) 
=> и = lim f (x) = lim Senn y 
x1 E ' (x) сэ m(-1) 
4 Si u= lin (La ус Loin y) eim y =e" 
use ex] 
E 


| Senx 
Calcular: lim (2) 
x40 X 








En este caso la indeterminación es de la forma ео”, entonces, por la regla 
de los cuatro pasos se tiene: 


] Senx 
l. Sea y = (+) 


2. Ln y= (Sen х) Ln (1/x) = - (Sen x) Ln x 
Ln x 





3. Sen u= bg SAS стт foris) 
1/ х Sen х 
zu c—lim ———————— = Те x = (1)(0) 20 
5 хэ) —Cosecx Cotg x im ($2 | Exc OI 
4. Si и -lim (Ln y) = Ln (lim y) €» lim y= e" 
"ume E 





| SenAx 
Calcular: lim (e 42x) ч 
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Aquí el límite tiene la indeterminación 17. Entonces al aplicar la regla de los 
cuatro pasos se tiene: 


1. Sea у= (е2 + 2x)» 





zc l 2x 
2. Ln y 42 x] Ln (e +2х) 
2x t 
3. Sea и = lim( Lnr y) = lim Bu ER (Forma 0/0) 
xl) xr!) Sen 3x 
a ba E : ЖЕ +1) 
хэд g'(x) хэдЗ(е”-2х)Сох3х 
2 HEN. 4 
3(1+0)01) 3 
4, Si e (dl o en 
мэ m 


EJERCICIOS . Grupo 52 


*  Enloscjercicios 1 al 28, calcúlese cada límite, usando la regla de L' Hospital cuando sea 











necesario. 
1. im 442235) 2. lim = 2-5 | 
x х 4x+8 lt \ x +х—2 х-| 
3. lim Ja? -x? Е а= | 4. їшп(а'^—1)х 
ru 2 ax x— 
5. lim, TEX = 2 Sec x) 6. lim (Ya e 2x45 -xJ 
: 4 2 : 2 2 TX 
TES a E | | 
(аса) в к) (55) 
: X 1 x^ -4 TX 
i im (E à 2 im ( х? Ө 


11. lim [(n-2 arcTg x) Ln x] 12. lim | са XY х)(с+ х) - x] 





à | 1 | 1 
13. lim | —————————- - ———— 14. lim 
ud Ln(x 41x? ) Ln (V x) к2* | х -4 25] 
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15. lim мийн: 16. lim (V^ -3x* «17 —х) 


ra 


Senx к 
17. lin 18. lim (x+Senx)' 


хэ 


мын 


19. lim 


X— o 


өзү 20. lim (e +21)” 


31 





1+ Te x Ч үнэн U Sen Уа 
23. ! к 5 iia] 22. lim (+ Sen3x | 














x l +Sen E xü* 
23. ! ex" 24. lim ( Cos mx) 
tr? 
25. lim (Sen х- Cos х)" ? 26. lim (е” 25 хүл?” 
ió xu 
| x ms) 
27. lim (x) E 28. lim (2-2) 
<A xeu а 
lim 1 lim (2 x+ i] 
29. х-0 | Sen x X 30. nf х2 
31. lim Aae 25 1) 32. lim 4 marin 
223 хэ |, хо хїЇврх 
Cos х La(e' —e" 
33. lim En 5- [nx Ї 34. lim (e | 
xU0* 2 - 9(x* 413) 4- 1) xu Ln( x — à) 
7 2 5=r 
2 2 5 - (т> 
M- pu Ол. 36. tm [2 +3^ +3х—2 
x [n"(144/ x) ee 2x 3x44 


37. Demostrar que cuando x es infinito — x — x^ Ln ї + 1| = > 
х 


38. Suponga que n es un entero positivo fijo. Demuestre que 


5 5 а 
lim ES tax" ax" ^a, xta, - x)= -— 


X-a n 


2 
39. Sea f(x)= e у Р(х) = Cos x-l, por lo que [fíx)] es una forma indeterminada 
del tipo 0° cuando x — 0. Demuestre que | f(x) — Je cuando x > 0. 


40. Use la regla de L'Hospital para demostrar 


a) lim (1+hx)” =e" b) im (1+5) =e" 
п-э== п 
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FUNCIONES HIPERBÓLICAS 


: En esta sección haremos un estudio de una clase especial de funciones trascen- 
dentes elementales, cuyas reglas de correspondencia incluyen combinaciones de las 
funcioes exponenciales conocidas e* y e*. Tales funciones reciben el nombre de funciones 
hiperbólicas. 


Definición 7.1 : FUNCIÓN SENO HIPERBÓLICO 





Seax € IR; el seno hiperbólico de х, denotado por Senh х, se define como: 


Seuh x = НО =g *) 
о bien: 
Senh: IR — IR 


Y. z 
х-Энул 5le 11 


- 


OBSERVACIONES 7.1 
|, Еѕ fácil comprobar que Senh(0) = 0 y que 


Senh(—x)- Le —eg'jz-— : (е —e *)=-—Senhí x) 


de modo que la gráfica de Senh x, mostrada en la Figura 7.1, es simétrica respecto al 
origen, es decir, Senh x es una función impar. 

2. Cuando 1 хі — oo, la gráfcia de y = Senh x es asintótica al de las gráficas de las funciones 
у= ye О yz m 

3. La gráfica de Senh x es estrictamente creciente en todo su dominio, es cóncava hacia 
abajo en «-ее,О» y cóncava hacia arriba en «0, +00>; (0, 0) es un punto de inflexión. 


Definición 7.2 : FUNCIÓN COSENO HIPERBÓLICO | 


Sea x € IR; el coseno hiperbólico de х, denotado por Cosh х, se define como 
Cosh x= TG +e `) 
о bien: Cosh: IR — [1, +00> 


. x y -2( eT) 





Sección 7.6: Funciones hiperbólicas 





l. Se comprueba sin dificultad que Cosh 0 = 1 y que Cosh(-x) = Cosh (x), es decir, 
Cosh x es una función par y como tal su gráfica, mostrada en la Figura 7.2, es simérica 
respectoal eje Y. . 

2. Рага Ix1—» =, la gráfica de Cosh x es asíntota al de y -16 ó y= e 

3 La gráfica de Cosh x, llamada catenaria. es decreciente en <- eo,0> y creciente en 
<(),+00>, presenta un mínimo absoluto en (0,1), es cóncava hacia arriba en todo su 
dominio. 





Figura 7.1 Figura 7.2 


Las otras cuatro funciones hiperbólicas (la tangente,cotangente,secante y cosecante 
hiperbólica) se definen en términos de Senh y Cosh por analogía con las funciones 
trigonométricas: 


Senhx е-е". D=R, R= <l, I> 




















Tee = Coshx e+e“ 
Cotgh x = Coshx _ g +e” р-1  -(0), RB = < 1» u «le 
Senh x ec i > 
Sech x = =z 2 P-E R? ел» 
| Cosh х a P 
Cosechx = = = —£2,D = R-(0), R= IR-(0) 


Senh x eze 


Las gráficas de estas cuatro funciones hiperbólicas se muestran en la Figura 7.3 
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Figura 7.3 


En las gráficas de las funciones hiperbólicas resulta evidente una sorprendente diferencia 
entre estas funciones y las trigonométricas ordinarias: Ninguna de las funciones hiperbólicas 
es periódica. Sin embargo tienen propiedad de ser pares o impares como las funciones cícli- 
cas. Por ejemplo las funciones Cosh y Sech son pares, pues 
Cosh (-х) = Coshx y Sech(-x)= Sech х, V x e IR 

Las otras cuatro funciones hiperbólicas son impares 

Senh (-x) = - Senh х Cotgh (-x) = - Cotgh x 

Tgh (-х) = -Tgh х Cosech (-x) = - Cosech x 
La terminología y notación trigonométrica de las funciones hiperbólicas surge el hecho de que 
satisfacen una lista de identidades, salvo algunas ocacionales diferencias de signo, que recuer- 
dan identidades trigonométricas familiares. Por ejemplo es válida la fórmula 


a) Cosl?x - Senh? х = 1 


x -х Y j =ý NE 
En efecto: Cosh? x - Senh? х = |< | (ES) 





TG pe) — (e xp y] 


Sección 7.6.1 : Identidades hiperbólicas 





1 Е -x4] 
z 414 Ye*)] =1 
También es válida la fórmula 
b) Senh2x=2 Senh х. Cosh x 


х AE х Ta З 
pues, 2 Senh x . Cosh x = As) (55) = Qe -e?')- Senh 2x 
Estas fórmulas recuerdan las relaciones entre el seno y el coseno usuales, circulares como a 
veces las llaman, porque el punto (Cos Ө, Sen Ө) se encuentra en el círculo д2 + v^ = 1. 
VO є IR. En forma semejante. la identidad (a) indica que el punto (Cosh Ө, Senh 0) se 
encuentra en la hipérbola 4? - уг = | y esta es Іа razón del nombre de funciones hiperbólicas 
(Figura 7.4) 





Figura 7.4 


En la lista siguiente, nótese la similitud con las identidades trigonométricas 





(7:6:1) IDENTIDADES HIPERBÓLICAS 


1. Соз x - Senl x= 1 

2. Tgk x+8Sech? x-1 

3. Cotgl? x — Cosech? x = 1 

4. Senh(xty)- Senh x Cosh y X Cosh x Senh y 
5. Cosh(x +y)= Cosh x Cosh y + Senh x Senh y 
6... З халдаг Tgh x + Tgh y 


| Tgh x.Tgh y 
7. Senh(2x)=2 Senh х. Cosh x 
8. Cosh(2x)2 Cosh? x+ Senk? x 
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9. Senh(3x)=3 Senh x + 4 Senh' x 
10. Cosh (3x) -4 Со x — 3 Cosh х 
11. 2 Senk? x = Cosh (2x) —1 
12. 2 Cosl? x 2 Cosh (2x) +1 








13. Senh x +. Senh y = 2 Senn =>) Co 5 





14. Cosh x+ Cosh y =2 cosn( 52: ) Cost * ^ | 


15. (Senh x + Cosh ху" = Senh (n x) + Cosh (n x) 


Las identidades 1, 4 y 5 se deducen directamente de las definiciones de Senh х y Cosh x. 
Por ejemplo 


Senh (x + y) 2 Senh x Cosh y + Cosh x Senh y 
En efecto: 


Senh x . Cosh y + Cosh x . Senh y = i (е ех) (е? + е?) + "na + 0% (е? - е) 


| | 
(c'e -ee?—e*'c-— 67) ¿(e еее? + с^ еї е‘ е?) 


| 
(2656"-2ё569)-5 (е — ens Senh (x + y) 


4 


Las demás identidades se infieren de (1), (4) y (5) en forma paralela a la deducción de las 
identidades trigonométricas estandar. Por ejemplo, probar que es válida la fórmula 


Cosh (2x) = Соѕћ? x + Senh? x 


En efecto, si en la identidad (5) hacemos x = у. obtenemos: 
Cosh (x + x) = Coshx. Coshx + Senh x . Senh x 


= Cosh (2x) = Cosh? x + Senk? x 





Si Cosh х =-3/4, hallar el valor де x 








"Solución Resolveremos la ecuación teniendo en cuenta que xe R- (0) 
2 2 e“ 3 
Como Coseh x = ———- = = = — 2 
ЄР е1 4 


de donde se tiene: 3e* + 8 е 3 = 0 e (3e-1) (е + 3) = 0 
e е= 1/3 х е=-3 
Dado que е > 0, Y xe Е > е = 1/3 € x= Іп (1/3) = - Еп 3 


Sección 7.6.2 : Límites hiperbólicos 





2x+7 





Resolver la ecuación: Tgh (Ln x)= 





x +l 

Solución Teniendo en cuenta que x € IR*, de la definición de Tgh, se sigue que: 
gr. qc | 2х+7 
e"* +е x^ 


-Inx 7 
pero como ех = х y e'* = Ї/х, entonces: 


2 E 
ll 2487 „ү буд Ё -1 _ ыа!) 














x*Mx ya x +l | xt 
& (x > 0) л (?-2x-8 =0) 
SA (x0) A x24 YE =-2) =2.4=4 fe 





6.2) LÍMITES HIPERBÓLICOS 





El método de sustitución directa aplicado al cálculo de límites algebraicos y 
trigonométricos es también aplicable a límites de funciones hiperbólicas, esto es 
lim Senh x = Senh x,, lim Cosh х= Cosh х, etc 
Xx Xo XXa 


Ahora, si aplicamos la definición de Senh y Cosh, es fácil comprobar que los límites: 
1 s E 1 "ОРЕ Л ох T D. бү... 
lim Senn s = lim 3 (Є е Jefe е )-0 
B BR QUEM УОК. 
Bid Cosh a= Ни (e +e = +e")= 1 


Tienen una marcada analogía con los límites trigonométricos. 
En el teorema siguiente se enunciará seis propiedades, incluidas éstas, las cuales son muy 
útiles para el cálculo de límites hiperbólicos. 


TEOREMA 7.4 :·: Seis limites hiperbólicos especiales 





Límites indeterminados que contienen funciones hiperbólicas pueden calcularse con 
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las ayuda de las seis propiedades del Teorema 7.4, las identidades hiperbólicas y una buena 
dosis de ingenio. 





x Senk? х 
Calcular : hm | —————— 
E im Senh? Зх ) 





La sustitución directa y la propiedad L.H.l lleva al límite a la forma 0/0. 
Eliminaremos esta indeterminación dando al límite la forma L.H.3, esto es: 


2 3 2 
L= lim (222) _3 — X) 
x 5х Senh 3x (3x) 








xU xU 


Pero, segün L.H.3 : lim E 1 2» lim| ———— |21 
х Senh х 


- Laga 22) 25 
х = (0) (0) (21- E x 


Calentar: Ши | 1+ Senh x — Cosh x 5) 





гэд | 1+Senh (2x)— Cosh(2x 





En este caso eliminaremos la indeterminación 0/0. dividiendo el numerador y el 
denominador entre x. 
| | — Cosh 4 м Е £) 
х Х 
> L= lim E 
ct — 
! 2! Cosh an) " 2 өн en 


2x 2x 
Ahora haciendo uso de las propiedades L.H.3 y L.H.5 se tiene: 


_ 08 л 
2(0)+2(1) 2 | Е 
Calcular: lim (A) 
сэ x 








La sustitución y la propiedad L.H.2 llevan al límite a la forma 0/0. Elimaremos 
esta indeterminación mediante el uso de la identidad hiperbólica 10, esto es: 


Ё Cosh! x — 3Coshx — Cosh =) НЫ 4 Cosh x (Cosh? x—1) 
S A 


x? xU X 


L = lim 


x 


Senh’ x 3 
= lim (4 Cosh x) 3 = 4(1)(1) = 4 5 
x Х 
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Calcular: lim 16 сэн - Cosh х | 


Solución La sustitución directa da al límite la forma 0/0. 


Resolveremos esta indeterminación descomponiendo el numerador en dos 
sumandos de modo que tengan la forma de la propiedad L.H.6 


1— [Cosh x 7 ez], m (1— /Созн x) (1+ J.Cosh х), сэ 
x^ E x^ “(1 + J Cosh х) x? 


mje AA - 


х Sen(Senh x) 
! | — Cos(Senh x) 








Calcular lim 


Solución — Resolveremos el problema de la indeterminación 0/0 multiplicando y dividiendo 
el límite entre Senf? х 


Seah’ x x Sen (Senh x) 
L = lm | | | == 
304 I-Cos(Senhx) JV Senh” x 
a 2 беп x — Sen (Senh x) | He 
«39 | ]—Cosí(Senh x) Senh x Senh x 


Obsérvese que el denominador del primer factor y el numerador del segundo factor son fun- 
ciones trigonométricas cuyos argumentos son funciones hiperbólicas; además como 


| (= Cos 3 | | ц? 
lim | 06 | 5 2» E R 
uU u 2 “-40011- Cos u 





/,14,-:023(1у(1)--2 = 
EJERCICIOS . Grupo 53 
1. Demostrar que: l+Tghx = e^ 
1— Tghx 


2. Demostrar que: Cosh (2A) * Cosh(4B) 
Senh(2A) + Senh(4B) 


3. Demostrar que: arcup = n^ 4-8) 





= Cotgh (А +2 В) 


Cosh A + Cosh B 2 
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4. Calcular el valor de х, si 


a) Senh x= 12/5 d) Tgh (Ln x) = -1/2 
b) Cotgh x = -5/3 e) Cosh х= 5/4 
c) Senh (Ln 2x) = Cosh (Ln x) f) Cosech x = -3/8 


% Еп los ejercicios 5 al 16, calcular el límite indicado 


Senk’ x 9x — Senh2x 
S. lim | ————— 6. 
хэд | x Tgh 4х ын x45 Senh 4х 
| 5 Senh x — "E X 
7. lim (1— Cosh x) Cotgh" x 8. t Senk? | 
9 i | + Senhx— Cosh х 10 1— Cos(Senh x) 
"хэд 14 Senh( px)— Cosh( px) " PA зог (Senh 2x) 
ы 3 1- 1-3/Cosh х / 
xU Tgh?x хэй| x Senhx | 
13 41--ТєВ x — 2 a +Senh х fa y Coshx — Y Cosh х = [Cosh x [Cosh x 
m lim "охор к ABR 
T JI x Senhx — JCosh 2x r Senh (пх) +3 Senh (nx) Senh’ (nx) 
= im Teh’ (x/2) "o x2 x*2x 


7.6.3) DERIVADAS DE LAS FUNCIONES HIPERBÓLICAS 





Como las funciones hiperbólicas están definidas en términos de las funciones 
exponenciales e* y е“, podemos obtener fácilmente las fórmulas de sus derivadas, mediante 
la aplicación de las ES de derivación de estas funciones. Por ejemplo 


= <. (Senh X) | СУ 2) = = = Cosh x 


dx 








2 








d Ufe re emet 
Бал 2 J- 2 = Senh х 


Las otras cuatro fórmulas se infieren de estas dos fórmulas con ayuda de la regla del cociente 
y de las identidades hiperbólicas. 





4 (Tgh jir) Cosh x (Cosh x) - Senh x Senhx) 


Cosh x Cosh’ x 


Sección 7.6.3 : Derivadas de las funciones hiperbólicas 





_ Cosh x —Senli? x | 
Cosh* х "€ osh x 





А 
= Sech x 


Del mismo modo se obtiene las fórmulas: а (Cotgh x) = - Cosecl? x 
4 


£ (Sech x)--Tghx. Sech x . T (Cosch x) 2- Cotgh x . Cosech x 
X X 


Obsérvese que las fórmulas de las derivadas de las funciones hiperbólicas son semejantes 
a las de las funciones trigonométricas. con ocacionales diferencias de signo. 

Ahora, si и es una función derivable de x, por lo anterior y por la regla de la cadena. 
obtenemos: 


1. а (Senh и) = (Cosh и) qu 4. — а. (Сой и) = -(Cosch? и) Ps 
dx dx 

2. d (Cosh и) = (Senh u) qu 5, - d (Sech u)=—(Sech и. Tgh Es 
dx dx dx dx 

3. а. (Tgh и) = (Seck? и) ди 6. d (Cosech и) = - (Cosech u.Cotgh и) йн 
dx dx dx А іх 


EJEMPLOS ILUSTRATIVOS ы 


) 1 | Para las funciones dadas, hallar su derivada y € 











a) у= ағ Tg (Senh x) d) v-2x-Cotgh x — 5 | Сорт X 
1+ Cosh x E 
By Уус Es = e) уз Sech x+ £ 2 Sech’ x — Sech x 
| Соѕћ x s 3 
| 
c) y= Ln (Cosh x) — » Tgk? x D. J— m (V2 Coshx + Cosh 2) 
dy _ | 
T Te (Senh ——___—_—_— | 
а) Si у= arc Tg (Senhx) > — e | (Senh ху (Senh x) 
dy Cosh x 1 
—— == = —— = h 
T dx  Cosh!x | Coshx Sept = 
b) => [Ln (1 + Cosh x) — Ln (1 - Cosh x)] 
dy 11(14-Со5 x)  (l-Cosh x) 1 Senh х —Senh x 
3 —— = — | ————— r C | = | a - —____—— 
dx 21 14Со x | - Cosh x 2114-Сохй х |—Cosh x 





_ Senh x | 1— Cosh x +1+ Cosh x |. Фепї x 
2 (1+Cosh x)(0 —Cosh х) | 1—Cosh? x 
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dy Senh x 
z. — = ——————— =-Cosech 
dx — Senk’ x qs " 
| А dy (Cosh xy : 
C = En (Cosh x) - - Teh — = 25 ӨР: 
) y (Cosh x) 5 g х o Cosh x Teh x (Tgh x) 
_ Senh x 12 
= dex Tgh x (Sech x) 
57 9 = Tgh х — Tgh х. Sech x= Tgh x (1 - Sech x) = Tgh' x E 
d) yzx- Cotgh x — р Соїрһ\ x 
Фу 2 l 2 2 
=> T = ] —(- Cosech* x) — 36) Cotgh* х (-Cosech* x) 
х 2 


= (I + Cosech? х) + Cotgh? х . Cosech? x 
= Cotgl? x + Cotgh? х. Cosech? x = Cotgh? x (| + Соѕесі? x) 
dy 
^O = Cotgh’ 
jy ^ Cotgh" x 


е) :у=- ; Ѕесі x +2 Sech? x — Sech x 


30 
=> а = - : (5) Sech? x (-Sech х. Teh х) + 2 (3)Secl x (-Sech х. Tgh x) — (-Sech x Tgh х) 
- 3 


= Sech? х. Tgh x-2 Sech’ х. Tgh x + Sech x. Tgh x 

= Sech х. Tgh x (Ѕесћ x — 2 Sech? x +1) 

= Sech х. Tgh x (1- Sec? х) = Sech x . Tgh x(Tgh? xy 
dy 


Ц3 77 n 
dx = Sech х. Tgh’ x m 


f) y= (42 Cosh x + J| Cosh 2x) 
2 


m dyke Ч» 1 S 2 Senh 2x 
ах J2 | J2 Cosh x +.[Cosh 2x 24 Cosh 2x 


| 42 Senh х JCosh 2x + 2 Senhx Cosh х 
42, Cosh x + | Cosh 2x [Cosh 2x 


| | 1 ЇР Senh x (J Cosh 2x -4/2 Cosh 2 


sl- 


2 


J2 Cosh x +/Cosh 2x | JCosh 2x 
. Яу | Senhx 


"dx | (Со 2х 


Sección 7.6.3 : Derivadas de las funciones hiperbólicas 





Hallar la derivada de las siguientes funciones 
a) Senh (x + y) + Senh (x - y)= 1 








Solución а) Derivando implícitamente se tiene: 
Cosh (x + y) .(1 + y") + Coshix- y) .(1-y') = 0 
> Cosh (x + y) + y' Cosh (x + y) + Cosh (x - y) - у Cosh(x- y) 20 
=> Cosh (x + y) + Cosh (x - у)= -y' [ Cosh (x + y) - Cosh (x - v)] 
Transformando a producto la suma y diferencia de cosenos hiperbólicos, obtenemos: 
2 Cosh (=>) cos (425883. =-y 2Senb 2272) Senh (E 5 t2) 
2 2 2 2 
— 2 Cosh х. Cosh y = -y' (2 Senh х. Senh y) 


Cosh x . Cosh y 
d : аы ЧОЕ Ее И a : , 
de donde y = C9» anf у = Cotgh X Cotgh y 


b) Elevando al cuadrado ambos miembros de la igualdad se tiene: 


y? = Senh x + Senk? x + JJ Senh? x+....+oo 


л 


— у? =Senh? х + y 
Ahora, derivando implícitamente obtenemos: 


2yy'22Senh x, Cosh y +y'> у = senh s 
y — 














Hallar la derivada de y =Senh? х( Vx +1 ) respecto de 





x +i 
A RIO ANE S > 8. 3 in 
Solución Sea u= Joyi =x(x +1) 
Por la regla de la cadena: ES = 2) (=. (1) 
х dx j \ du 


Si y= Sem? (Je 1) 2 = озен +1) Cosh (d+) 2x | 


24 x? +1 


> dy - NE | Senh (241? +1) (2) 
dx x^ 
иех(х e o 28, - 1 (х? у? 22| +(ж°* +1!" 

dx 2 


= (x xD)" [х +(x? +1)] = ТЫЧ 
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dado que: Зол du 25 du 


dx 
Finalmente, sustituyendo (2) y (3) en (1) resulta: 


dy 
9. z T Jo +1) Senh (24 4 1)= x(x? +1) Senh(24 x* + 1) ll 


de 1 dx _ (x? s) (3) 


Si Р(х) = Ji +Senh? х se escribe como una función compuesta de 
cuatro funciones f og o h o k, hallar la derivada de f respecto de k 








en el punto x = 1 


Solución ción 51 Е(х) = (fo g o ho k) (x) entonces: 


К (х) = Senhx, h(x) = K, g(hH)=1+h y (е) = Je 
Esto es, si f е — h — k, por la regla de la cadena 


а [Г (== (2 Joao (1) 





Como k (x) = Senh x = Я (e е"), рага х= 1 5 К = (е-е ) (2) 
у нй 3 =й 3 (e—e')y;g-l-hzl- 1 (e-e = ёне (3) 
E " 4 2 
Finalmente, sustituyendo (2) y (3) en (1), obtenemos: 
df _ е-е 
-2— = Т = 0.7615 
dk e+e” яахан m 


Hallar los extremos relativos de la función 
Р(х) = (х- 1) Cosh x — Senh x. Trazar su gráfica 


1. Como el Dom (Senh) = Dom (Cosh) = IR => Dom (f) = R 








2. La gráfica de f no tiene asíntotas de ninguna clase 

3. Localización de los números críticos 

РО) = (x- 1) Senh x + Cosh x Cosh x= (x- 1) Senh x 

Si f'(xy20 2» (х= ly Senh x=0 €» x0,xzl 
4.  Usaremos el criterio de la segunda derivada para determinar los extremos relativos 

f" (x) = (х - 1) Cosh х + Senh x 
Para х= 0 = f" (0) = (0- 1) Cosh (0) + Senh (0) = -1 < 0 — Máximo 
x=1=>f"” (1)=(1- 1) Cosh (1) + Senh (1) = Senh (1) >0 Mínimo 


Sección 7.6.3 : Derivadas de las funciones hiperbólicas 





Valores de la función en estos números críticos 
En х= 0 = у= (0-1) Cosh (0) — Senh (0) = -1 
— (0, -1) es en máximo local 
En x=] => у=(1- 1) Cosh (1) – Senh(l) 
= -Senh 1 = -1.75 
=> (1, -1.75) es el mínimo local 
5. La Figura 7.5 muestra la gráfica de la función m 





FIGURA 7.5 


|J Hallar los extremos relativos, asíntotas y dibujar la gráfica de la función 


f(x) 2 Sech (Ya (x -3)) 








1. La función está definida en toda la recta real, es decir, Dom (f) = IR 
Si х-0-» yz Sech (0) = 1 2 (0, 1) e Gr (f) 
Si х= 3 ә yz ес! (0) = 1 2 (3. 1) e Gr (f) 
2. Como lim f(x) = Sech (+ со) 20 => y = 0 es una asíntota horizontal en ambos senti- 


dos (Véase la Figura 7.3с) 
3. Localización de los números críticos 


f(x) = —Senh (Ve -3x! ) Teh ES -3x? | „== 
3d(x —3x yY 


шиг Sech (Vx? -3x? ) Tgh (Vo -3x ) 
ох 3)2 х-3) 
s 1 (х)::0 -»:2-х-:0: сэ x22 
f'(x) no está definidaen х-0 y х= 3, por lo que los números críticos son, x= 0, x=2 
y х= 3 соп los que formaremos los intervalos prueba 
<-со, 0», «0,2» , «2,3» , <3 , o» 
El comportamiento de la función en estos intervalos se resume en la siguiente tabla 


Tabla 7.1 


; nee 
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4. Enesta tabla podemos destacar lo siguente: La función tiene un máximo relativo en los 
puntos angulosos (0, 1) y (3, 1) y un mínimo relativo en x= 2, donde, 


f(2) = Sech (4/4(2 —3)) = Sech (У-4) = Sech (2.28) = 0.633 





FIGURA 7.6 


EJERCICIOS . Grupo 54 


“+ En los ejercicios 1 al 20, hallar la derivada de la función propuesta 


1. у= Senl? x + Cosh* x 2. y-xSenh х – Cosh x 

3. у=1+Ткһ* xy 4. у=1 Tgh (2)- : Tgn (5) 

5. у= Senh (2x) + 5 Sect? (2 x) 6. ЯГ Ѕесћ (2x) — Sech (2x) 

7. y= arc Tg (Tgh x) 8. y=- 5 Sech? x — i Sech (2x) — 7 
9. y= Ln(Cosh x) + = ; Sech x 10. y= arc Cos (Sech x) 


3 Tg(x/2) +2 "EU. х 
11. у=—= Pel ——————-.- 12. ыча ны: 2490 
: y=- arci 1 45 | за 1- Tgh x 





13. vss Cosech x + Cotgh x 14 = Cosech х + Cotgh х 
: 97 Cosech х — Cotgh x шан Cosech x — Cotgh x 
Cosh x x 3 
Mm —- — Ч == Us h (2. =. Senh (4 
15. y ATA En (сов z) 16. y= 4772 enh (2x) + 2 enh (4х) 


1-4/2 Teh 
17. у= eh х + 42 “| Бо ТӨД y = x! e” Cosech x 


2 8 1-4/2 Tgh x 
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a—b 
a+b 


Э Ээ 
Уа —b” 





arc Те | 


19, улс er + 
а 


Теһ 3) , OSIbl<a 





20: үзээ 


28 
' 


21. Si y z A Senk (kx) + B Senh (kx), demostrar que Gy 5 ky 


di» 





y—Senh x y + Senh x 


253 y+Senh x y— Senh х 


= 2, demostrar que y" = v 
(gh xy te 
: hx Ix х) 
23. Hallar la derivada de y — eU n 


24. Derivar arc Tg (Ln x) con respecto a Ln (Senh x) 


25. Sca la función y — утен? x + ¡Ten х + Теһ? Eb... Eos 


Si k= y” Cotgh х. Cosech? x, hallar el valor de k cuando y = 1/4. 


2 2 
а —x 
Cosh x — x 


26. Si y= , demostrar que: 


(Cosh x — x) y + y Senhx—y+2x=0 


%  Enlos ejercicios 27 al 40, dibujar la gráfica correspondiente, indicando en cada caso las 
intersecciones con los ejes coordenados, asíntotas, los intervalos donde la curva es cre- 
ciente y decreciente, los extremos relativos. 








27. f (x) 2 x Cosh x — Senh x 28. f(x) = Tgh (06° -3) 
29. f(x) = Cosh Eris] 30. f(x)= Cosh femi 
31. f(x)- э) (E ) 32. ү(х) = Cosech (=) 
33. f(x) = Senh EE 34. }(х) = Tgh 9 

35. f(x) = Sech ( [х(2- x) 36. (х) = Cotgh (х Зх? -x 
э. /од= uu) За reae (11718810 





2 
х 
x— 


2 


39, х) = Тећ 
Јо) Tg | x! 45x44 


2 
) 40. f(x)=Coteh [n 4| 
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(77) FUNCIONES HIPERBÓLICAS INVERSAS 


Una mirada a las gráficas de las funciones hiperbólicas nos muestra que cuatro 
de estas seis funciones son en efecto inyectivas (el seno, la tangente, la cotangente, y la 
secante hiperbólica), por lo que no existe dificultad para cuncluir que cada una de estas 
funciones hiperbólicas tiene función inversa, cuyo dominio es, en cada caso, el rango de 
la función original. 

Así el seno hiperbólico inverso, que se denota por arc Senh o Senh*, está definida por: 


yzSenh!'x €» x-Senhy , x e IR (1) 
Del mismo modo, si: 

y= Тай! х €» Tghy ,Лх < 1 (2) 

y =Cotgh'x © x=Cotgh y, Ix1 »1 (3) 

у= Cosech! x © х= Cosechy .x e IR -(0) (4) 


Las funciones hiperbólicas coseno y secante son inyectivas si se restringen sus dominios a los 
números reales positivos, donde Cosh es creciente y Sech es decreciente, por tanto, se define 


у= Cosh! x €» x = Cosh y, хє [l. +00> 
y=Sech'x €» x = Sech y, x € «0. 1] 
Las gráficas de estas seis funciones hiperbólicas inversas se muestran en la Figura 7.7 


Así como las funciones hiperbólicas se expresan en términos de funciones exponenciales, las 
inversas pueden expresarse en términos de funciones logarítmicas como se muestra en el si- 
guiente teorema. 


TEOREMA 7.5 : Funciones hiperbólicas inversas 








Comenzaremos por el inverso de Senh x 
: | 
En efecto, si: y = Senh'! x €» Senh y = y (e-e)e e? - 2xe"- 1= 0 


Es una ecuación cuadrática en la incógnita е > е = х + Je +1 


Сото е? > 0 y М2 +1 > х, se sigue que: e? = х + Мх? 41 € у= En(x+ Jx? +1) 


Sección 7.7 : Funciones hiper 






FIGURA 7.7 


ло Senh'x=Ln (x+ Lx? +41) 
Otra forma de demostrar este teorema es por la aplicación inmediata de la propiedad de las 
funciones inversas 
71г091 = 2UCOT 
y de las propiedades de las funciones logaritmicas y exponenciales 


| ! 
aim n y ru — 
c" "—u y € а 
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| 
Por ejemplo, si f (x) = Senh х= 2 (e*— e=) у р(х) 2 Ln (x + /х? +1 ) 


X х+ух?* +1 
> fle(x)]= > dx +] | | | 


———— | Ш2--0---шшшшшшш---0Ш1 1 
х+у]х?* +1 xx? +1 


Un procedimiento similar nos muestra que g[f(x)] 2 x, y podemos concluir que g es la 
función inversa de f. 

El cálculo de Тр/г' х es algo diferente, pues como sabemos la Tgh х es creciente en todo su 
dominio, por lo que tiene inversa. Sin embargo, esta función es acotada, pues | Tgh x | < 1, de 
manera que su inversa estará definida sólo para | x | « 1. Luego, si: 





\ _\ 2v 
prece —] 
yzT7gh'x €» x=Thy €» x= 2-5 г f ; 
й ; e'-re e x] 
De donde obtenemos: е?" = E >2y= Lal 553 e Трћ х= : Lo к=) 
— = ” — X 


Análogamente se calculan las inversas de las demás funciones hiperbólicas. 


DERIVADAS DE LAS FUNCIONES HIPERBÓLICAS 
INVERSAS 


Se describe a continuación las derivadas de las seis l'unciones hiperbólicas inversas 
en el siguiente teorema, donde se puede observar la gran similitud que tienen con las derivadas 
de las funciones trigonométricas inversas. 


TEOREMA 7.6: Derivadas de las funciones hiperbólicas inversas 





Las funciones hiperbólicas inversas son derivables en tudo su dominio, esto es 





d eT | d E, | 
1. —Genh  x)= 5 X ER 2. (arc Cosh *x)=_ ==; rE< l+ > 
dx ч х? +1 4х E 71 
3. Tele ixl «1 4. dare Cogh! v) 1, la Tel 
5. —(Sech x)2——— ; xe<0,l> 
dx xJ1-x 
d 1 m 
6. dx (arc Cosechi x) = – —— 2 € R=10] 


lel Ir x 
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Probaremos la fórmula (1) mediante el método común de hallar la 
derivada de una función inversa cuando se conoce la derivada de la fun- 





ción directa. 

Empezamos con la relación: Senh (Senh* x) = x 

Si se sustituye и = Senh* х, entonces como en realidad la ecuación anterior es una identidad 
D, [Senh (и)| = D, (0) = 1 

ди l 

dx  Coshu 


VI + Senk u Jr Seni? (Sen! x) 


Vl+x? 


Otro método de demostrar está fórmula es derivando directamente ambos miembros de la 
fórmula (1) del Teorema 7.5, esto es: 


d = = d 2 
Ж (Senh x)= 7 Ln (x+ X +1)| 


Luego: (Cosh u) си = 1 


1 Е 
Рог Іо їашо: L3 (Senh ! х) = 
dx 





| x | 
= ——_==>| 1 + | = === 
5 5 
х+у]х? +1 Ух +1 Vx? +1 
Para verificar las otras cinco fórmulas anteriores de derivación pueden usarse métodos 
similares. 


Ahora bien, si y = flu) es una función hiperbólica inversa y и = u(x) es una función derivable 
de x, entonces por la regla de la cadena tendremos 


20615) 


De aquí se establecen las fórmulas 1 al 6, para una función compuesta, esto es: 











1. © (Sen uy = (2 ue R 8. < (сози) = m) un 
dx Ju? +1 “4х dx d. Vk 

9. “(Тен = 222 (2) 1: 1» 1 10.4 (Corgh u) = == PELLE | 

11. Sec" o (e): иє «0, 1> 

12. £- (Сок и) Ur (2) u € IR —{0} 





Hallar la derivada de f(x) = Sent! (Tg x) 
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Como el Dom (77 x) =1R - G + Ат, xe Z} => Dom (f) = Dom (Тех) 


‘Solu Ж um ^ 





Ahora, haciendo uso de la fórmula (7) se tiene 


2 
(sertum ISec xl 


i | | 
Far = e зо 
2. Г(х):-15ес х | ш 


EJ "2 | Hallar la derivada de f (x) = Sech' (Cos 2x) 
—» Como el Dom (Cos 2x) = В y Dom (Sech'! х) = <0), Ї», entonces 


O<Cos2x<1<0<2x<r/2 2 Dom (f) = <0, 1/4» 
Ahora, por là fórmula de derivación (11), se tiene; 





| | 4 (-2 Sen 2x) 
(X) 9—— m. — (Cos 2x) = — — 
f (Сох 2x d t— Cos? Эх dx | (Cos 2x) (Sen 2х) 
2 Р(х) = 2 ес 2х, хє <0, 1/4» ш 
Hallar el dominio de la derivada de la función 


er 344 Sen X 
Fox) Ten prr) 


Solución. Dado que el Dom (Те! x) = «-1. 1>, entonces 


3+4Senx E 3-4 Senx [| 1+5епх 0 [ere Senx 2 1 
4+4+3 Sen х 4+3 Senx 4+3Senx (4-3 Senx 

siendo 4 + 3 Senx>0, Vxe IR (1 + Senx 250) л El + Sen x<0) 

De aquí se deduce que | Sen x 1 « 1 — x € IRes el dominio de la función f. 

Ahora, haciendo uso de la fórmula (9) y de la regla del cociente, se tiene: 


Jes | | Би Sen x)(4 Cos x) - (3-- 4 Senx) (3 Cos a 











4 [3+4 Senx Y (4+3Senx) 
4+3 Senx 
220 (4*38mx* — 7Сох 
(4+3 Sen x). -(3-4 Sen x) (4+3 Sen xy 
7 Cos x _ Cosx PS | 
“70 ж8епх)(1-5енх) "Cos! *° Cosx 
- f(x) = Secx. хє IR- [0172, - kx. k e Z} ig 





La secante hiperbóica inversa puede usarse para describir una curva conocida como 
la tractiz о curva de persecución 
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Una aplicación: La tractiz 








Sea la ecuación de la tractiz: y =а Sech'(x1a)- y a°- x 


Sea L la tangente en el punto P a la tractiz. Si L intersecta al eje Y en el punto Q. mostrar 
que la distancia entre P y Q es a. 


Solución. Hallaremos la pendiente de la tangente a la tractiz en el pnto P(x. v) haciendo 
a 


uso de la fórmula (11), esto es: 
Ма? —x? 
му > E ————————— A — ——--, ——————— 


| —x a! —x* 
я TU o ийн 
(2) ll-(x/ay 9 Ja AU VA E 5 
а 
entonces la ecuación de la tangente L que pasa por О(0, у,) es 


y - у= т (х - 0) = y-y,=- y ax 


Ahora, por la fórmula de la distancia entre dos puntos obtenemos: 


d(P, Q) = Їх-оу +(y-y = Jx +a x )-а 


Oira aplicación de la tractiz 








Una persona sujeta un cable que está atado a un bote, como muestra la 
Figura 7.8. cuando la persona camina a lo largo del muelle, el bote sigue una trayectoria que 
responde a la ecuación de la tractiz 


у= a Sech’ (x/a) — y a^ oy 


donde a es la longitud del cable. Si a = 20 pies, calcular la distancia que debe caminar la 
persona para acercar el bote 5 pies del muelle. Mostrar que el bote siempre apunta hacia la 
persona. 





lución  Designemos por A(0, y), В(0. y,) у Р(х,у) 
La distancia recorrida por la persona viene dada por 


у= OB — (А -АВ —y-y-t Га? — 


Dado que, y = a Sech (2) —-Ja -xX => y=a Sec z) 
а 
Si a=20 pies cuando х= 5 pies, esta distancia es 


1441-0149 


2 Жэ = 
У =20 Sech (1/4) = 20 Ln 174 


=20 La (4-- J15) = 41.27 


Para un punto genérico P(x, y) de la tractiz, la pendiente de la gráfica nos da la dirección del bote 
(Figura 7.8). Esta pendiente la obtuvimos por derivación, en el Ejemplo 4, resultando ser 
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Ja? «ax 


X 





т = — 


Pero como la pendiente del segmento que une el punto 
B(0, у) con el punto Р(х, y) es también 





MY a! =х” 
т ==——=— SAA AS 
O:=x X 
concluimos que el bote siempre está apuntando hacia la 
persona. (Debido a esta propiedad se conoce a la tractiz 
como la curva de persecustón. [n 





-———— — ——ÀM—M ад, A— E 


FIGURA 7.8 








Dada la función f(x) = Senh! (V DE c ). hallar los extremos relativos 
de la función f y luego hacer un dibujo de la gráfica. 


Solución: f») = Sen" (Yx? 27 х)) 
1. La función está definida en toda la recta real. 

Рага у= 0 = х (2-х) = 0 х= 0, к= 2 5 (0, 0) y (2, 0) e Gr (f) 
2. La gráfica de la función no tiene asíntota de ninguna especie 





tl ў 3 Yx(Q—x)Y 
si /(5)-0-»4-3х-0 e х= 4/3 
f (x) no está definida en x=0 y x= 2, luego, son números críticos: x= 0, х = 4/3 y 
HER 
Intervalos prueba: <-œ, 0» , «0, 4/3 >,<4/3,2>,<2, +00 > 
4. Elsignode f'(x)se determina tomando un valor prueba en cada uno de estos intervalos. 
El resultado es el siguiente 


.3. Números críticos: f'(x) | 4-3х | 


— 00 





+ со 
(~) 0 (+) 4/3 C) 2 C) 


fes creciente en xe «0, 4/3 > 
fes decreciente en x € <- 0> U «4/3, 2» U <2, +00 > 


Para х = 4/3, y= Senh’ (116/9(2-4/3)) = Senh” (1.058) = 0.92 


La función tiene un mínimo relativo en (0,0) y un máximo relativo en (4/3, 0,92) 
5. La Figura 7.9 muestra la gráfica de la función. ш 


x! 43x42 
х? —3x42 





Dada la función /(х) = Со | | hallar los extremos 


EJERCICIOS. Grupo 55 721 


relativos, los intervalos donde la función es creciente o decreciente y luego, hacer un dibujo de 
su gráfica. 





fG) = Cash" IS ) ЭЭ 


(x-1) (x-2) 


x *t3x42 > 1)= 
5-3х-2 
2. Como lin f(x)= lim f(x)24e» => x=1 у х= 2 son dos A.V. 
x x2* 


l. Dominio de la función = (x € R | 10, I> U <2, +00 > 


lim. f(x)= Соз! (1) 20 => y=0 es una asíntota horizontal. 


3(2- x) 
(х—1)(х— 2) 4зх(х? +2) 


St f) —0:25 2-2-406:552:3 42 € Dom (f), no existe números críticos, por tanto 
la función no tiene extremos relativos. 

4. Lafunciónes creciente en x e «0, l> y decreciente en хє «2, «ос» 

5. La gráfica de la función se muestra en la Figura 7.10 a 


3, Números críticos: f'(x)= 





FIGURA 7.9 FIGURA 7.10 


EJERCICIOS . Grupo 55 


% En los ejercicios І al 18, hallar la derivada de la función propuesta, indicando su domino. 
1. у= епі! (ya? -1| 2. y = Cost (4 x + 1) 
3. у= Tgk (1-2 4. у= Cotgh* (Sen 2x) 
5. у= Ter (= ) + Tgh” 6. у= Cotgh' Їнэ 1231 
а [x 
7. уз Coigh (Ax -3) 8. у= Соѕћ! (х +1) 
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9. y = Tgh'(Jx-1) 10. у= Tgh'(Sen 2x) 
11. y = 2x Senh’ (2x) - J4144x? 12. y=x Тр! (x) + Ln (41-32) 
1 4 Sen х 
13y = xCosh> (231 = E y 2_ 14. Sani] AA 
Зэр На 2 мал цана 2 EU 


2 

15. у= ¿va +x? + = Senh” (2) ,a»0 
| 3 1552 

16. у = Senh” (2р шилж 

17. y =aCosh' - 3 + Jx? -2ах,а»0 

18. у = За? Tgh” t 5] — (3a + 2x) Jax+x? , Q 20 


19. Hailar el valor de К para que las funciones dadas sean constantes. 








a) /од= кил (20) Tgh'x Ы) (х) = ТЕА" (E): Tim 
х-1 2 J2 E 


20. Sean las funciones: 


n ? 25x44 a f 1 
ss.qun ids - Te) 
ПОВЕ ER з N2 


l=x+x? 
z—5-— Cotgh(3) + Coteh| —=% 
р(х) otgh(3) 8 iJ 


Hallar el área del triángulo cuyos vértices son el punto (-1. 3), el segundo es un extremo 
relativo de f (x) y el tercero es el mínimo relativo de g (x) 


21. Sean las funciones: f (x) = arc Tg (x+ 6) — 1, р(х) = Jt —-3y —1, 


2 
hix) = 2—arc Tgh’ Ex] + | Ln 6, y la curva definida por las ecuaciones para- 


ХФ 2 


2 

22 Р ус г № 1 
1-4 Бе: 
Hallar el área del trapecio isóceles con base paralela al eje X, tal que el primer vértice А es 
el punto de inflexión de f (x), el segundo vértice B es el máximo relativo de A(x), el tercer 
vértice C es un punto que está sobre la asíntota oblicua de la curva paramétrica y el cuarto 
vértice D está sobre esta asíntota y es punto extremo relativo de р (х). 





métricas: x= 
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22. Sean las funciones: 


21. 


29. 


31. 


. у= Senh" (Vx (Q2 х) | 24. 


25. 





Т(х)--2- Тө (х-1) , 8(х) = 4 -arc Tg | se Я + акс Те (4) 
+ x 2 
2 
х) = ree 273341 - > Їл ($) -2 y  r(x)=4+Senh'(x+2) 


Hallar el área del rectángulo tal que el primer vértice es el punto de inflexión de f (x), el 
segundo vértice es el punto máximo relativo de g(x), el tercer vértice es el punto de extre- 
mo de A(x), y el cuarto vértice es el punto de inflexión de r(x). 


En los ejercicios 23 al 32, hallar el dominio, asíntotas (si existen), los intervalos donde la 
función dada es creciente o decreciente, los extremo relativos y luego hacer un dibujo de 
su gráfica. 


4 


y = Cosech'! (уз? E ) 








yz Senh ' (5х2 =x") 26. у= Cosh" (Убс-3у (x-2)+ L) 
2-3х-2 2 
-Cos | 28. y= Corki | 5-453 
2 
Ё —5x+4 1 3x 
“То! E -— 30. y=Teh” 
а= [хе у= 18h ES 





2 2 
i -1 х +8х+7 
= Sech” Ё 32. рш бес Ч 5 9 
y | 8 | you Latzgee7 





POLINOMIALES 


Las definiciones de las diversas funciones transcendentales elementales no dejan 


claro cómo se calculan con precisión sus valores, excepto en unos cuantos puntos aislados. Por 
ejemplo, para la función exponencial y = e* es fácil de calcular su valor cuando x = 0, pues 
e= 1, pero no queda claro cómo calcular con precisión е" para x # 0. Aún, las expresiones 
sencillas como x no son fáciles de calcular, a menos que x sea el cuadrado de un nümero 
racional. 


Por otra parte, cualquier polinomio de la forma 


P(x) = 6, t bix tD X+ ....... + b, x" 
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Con coeficientes reales conocidos bp, b, , b..... b, , puede ser fácilmente evaluado para un 
determinado valor de x, sólo se requieren operaciones de adición y multiplicación. El objetivo 
de esta sección consiste en aprovechar que los valores de los polinomios son fáciles de evaluar 
para ayudarnos a calcular los valores de las funciones transcendentes y aun de las sencillas 
como las funciones racionales e irracionales. 

Supóngase que se requiere calcular (o aproximar) un valor específico fía) de una función 
dada f. Bastaría con hallar un polinomio P(x) cuya gráfica esté muy cerca de f en alguna vecin- 
dad de a. Entonces, podría usarse el valor de P(a) como una aproximación del verdadero valor 
de f(a). Una vez que se sepa cómo hallar un polinomio de aproximación Р(х) puede preguntar- 
se después con qué exactitud se aproxima P(a) al valor deseado f (a). 


El ejemplo más simple de aproximación 

polinomial es la aproximación lineal 

70) = (а) + (a) . (x - a) 
Obtenida al escribir Ax — x - a en la ecuación 
(47) de la Sección 4.17.2 
La gráfica del polinomio de primer grado 

Р(х) = f (a) + f (a) . (x - a) (1) 
es la recta tangente a la curva y = f (x) en el punto 
(a, f (a)), Figura 7.11. 
Obsérvese que este polinomio de primer grado 
concuerda con f y con su primera derivada para -- - 
х = а, estoes, Р((а)- fla) у Р(а)= f (a) FIGURA 7.11 
Por ejemplo, supóngase que f (x) = Ln x y que 





а= 1. Entonces, f(I)- Ln(1)z0 y sf Q)2.l => f(1) = |, de modo que en la ecuación (1), 
X 


Р(х) = x- 1. Por lo que, podría esperarse que Ln x = x- 1, cuando x está cerca de 1. 
Ahoracon x= 1.1 se encuentra que P,(1, 1) = 0.1, mientras que £n (1.1) = 0.095310. El error 
en esta aproximación es alrededor ас! 556. 

Es de suponer que para mejorar la aproximación de f(x) = Ln x, cerca de x= 1, se debe buscar 
polinomios de mayor grado. Así que planteamos un problema más general; supongamos una 
función y= f(x) con derivadas hasta el orden n en una vecindad del punto a. Para aproximar- 
se a esta función cerca de x = a, hallemos un polinomio v = P, (x) de grado no superior a л: 


P,(x)-2b,4b,x-b, x! + Б, х + ..... +b x 
tal que su valor en a y los valores de sus n primeras derivadas en a concuerdan con los 
valores correspondientes de f. Esto es: 
P, (a) = (a), Р,(а) = (a), Ра) = Га), .... P,"(a) = f'" (a) (2) 


Estos n +1 condiciones se usan para determinar los valores de los п + 1 coeficientes Б,, 
Dis Djs. b, 

Sin embargo, resulta mucho más fácil si se expresa P,(x) como un polinomio de grado л en 
potencias de (x - a) en lugar de expresarlo en potencias de x. 


P,00) = b, + (х - a) + b,(x- ay +... +b, (x- ay (3) 
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Hallemos los coeficientes Б,, 0,, b,, 6; .... b,, de modo que cumplan las condiciones (2), 
determinando previamente las derivadas de Р, (х). 


Р(х) = 6+2 6, (х- а) +3 6, (х-а) +... nb,(x- ay” 
P (х) = 26, + 3.2 b, (x -a) +.... + n(n - ГБ, (х - ay? 
ТЕО A IEEE (4) 


Р, (х) = k ! b, + (potencias de x - a) 


—— — — чш чы че — c m mc HÀ cc c M MÀ үрЭнЫНйж жан 


P,"(xizní(n-1)(n-2)...24.b, = nb, 


Ahora, si sustituimos x por el valor de a en las igualdades (3) y (4), y teniendo en cuenta la 
condiciones de (2), obtenemos: 


У(а) = by. f'(a)= bi. f" (a) = (2.1) b, f"(a) = (3.2.1) b, .... 
.,f"Xa)2 n(n- Dn - 2) ....2.1bn= 118, 
de donde resulta: 
„=Да). b= (а), = LD, py, (а) ь,-7 09) 
2! 3! n! 
Obsérvese que cuando se sustituye x =a en Р,“(х) de (4), se encuentra que 











k!b,=P,Wa)=f% (a) = (S) 





Pará K0,.1;:2,3 n 
Introciendo estos valores hallados en la fórmula (3), obtenemos el polinomio buscado, los 
cálculos establecen el siguiente teorema. 


TEOREMA 7.7 : Polinomio de Taylor de grado n-ésimo 





Supóngase que existen las n primeras derivadas de la función f para x = a. Sea P, (x) el 
polinomio de grado н: 


" dra a 
0 O a 9 
8-0 > 


zf(a)-tf(a.(x-a) — 2 X w- —d) +. +009 (z-a)' 


Entonces, los valores de P,(x) y de sus primeras n derivadas concuerdan, paray = а, con 
los valores de f y de sus » primeras derivadas en ese punto. Es decir. las ecuaciones (2) 
se cumplen. 
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El polinomio dado en la ecuación (6) se Hama polinomio de Taylor de grado n de la función 
f en el punto х = a. 


Hallar el polinomio de Taylor de grado » para f (x) = Ln x, en а = I. 


Solución Las primeras derivadas de f (x) = Ln х son 





! 


l і ti 2 . iá 
Р(х) = — Г) 607 (х) = =, Ў as- do 
X X X 


X 


22 


-1)! 
Es fácil deducir que: /' (x) = (-1)" шан , para k > 
x 


De aquí, f'^(1) = ELY" (k - 1) ! , por lo que la ecuacion (6) da 


Р (х)-4(х-1)- ар A blc x а an 
ы 2 Ё 4 n ў 


Con n = 2 se obtiene el polinomio cuadrático 


Р,х)-1(Х:-41)- zO- = T s x^ 42x — 


т. 


2 
y cuando x está en la vecindad ас 1, podría estimarse que 


l 2 3 
Lnx = – = = 
nx 25 +2x > 
Con x= 1.1 se encuentra que Р,(1.1) = 0.095000 que tiene una precisión de tres cifras decima- 
les porque Ln (1.1) = 0.095310 


- Con el polinomio de Taylor de tercer grado 


Р,(х)-(х-1)- 30 ly + дк D» 


se puede ir más adelante con la aproximación de La (1.1), el valor P,(1.1) = 0.095333 es 
correcto con cuatro cifras decimales. 





24 Hallar el polinomio de aproximación de grado 4 para la función 
Р(х) = ==; ‚ alrededor del punto а = 0. 

Las primeras derivadas de f(x)=(1 - x)! son 

f(x) x). f'G)m2(1-x)*. FGEZS (1-5) 


k! 





Entonces Г(х)- k! (1 - x)^*" = k20 


de donde: fa) = f'^(0) = А! 
Luego, en la fórmula (6) se tiene: 


x (4) 
$ So (х—0)? „А гэ (х-0У 





MEE (o ¿de -0) + 


лага: „0 B 
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Sea la función f(x) 22—x— Ln x , x > 0. Se sabe que esta función 
tiene una única raiz x € [1, 2], es decir, f(x) = 0. 

Use el polinomio de Taylor de grado dos para f alrededor de x = 1 con el objeto de aproximar 
el valor de x. 


Solución. Las dos primeras derivadas de f(x) = 2 - x- Ln x.son 


! == 2 . 0 " md 
Ро) = -1 x y /"(х)= pe 


Estas dos derivadas, en el contorno de x= 1, tienen el valor: £(1)=-2 y f"(1)= 
El polinomio de Taylor de grado dos, según la fórmula (6) es: 


(k) ' 
во -У 70 (арж) oon £O сар 


k=0 





=(2-1-Ln 1) + (2) (x- 1) + ; (х- тан, (х2 -6x+7) 


Р(х\= Длх)= 0 = L-6r+7=0 х-34-49-7-3--412 
ev s (3-42 e 11.2] 


La precisión con la que Pn(x) se aproxima a f (x) se mide por la diferencia 


БО) = f(x) - P,(x) 


Por lo que: 





(7) 


El término R, se llama término residual o residuo de grado п para f (x) en x= 1. Es el error 
cometido cuando el valor de f (x) se reemplaza por la aproximación Р,(х) 

El teorema que permite estimar el error o residuo R,(x) se llama formula de Taylor y la expre- 
sión particular de R,(x) que se da enseguida se llama fórmula de Lagrange para el residuo. 


TEOREMA йн 8: (51011171 е БА ci con n resto de Arne 


ic - 

Р, ` eee le > EN N | 
Ч T Ё үгт E EVA . 

HAL ma "C | 197418 7 « 


' = 22d 7 Fa 4 24 2 л Age m 4 - Al na B- E 146 Dae м 
pon 5 aue ja derivada de orden 1 + 1 de la luncion / existo 
и я T e = - : - л d е * d чау” * 








En efecto, escribiremos el residuo en la forma 


(x— -8ү" 


Rx) = EIN Q(x) (9) 
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donde Q(x) es la función que debemos hallar. es en la fórmula de Taylor se tiene: 


(х— =й, 








f) - fia) « 519 уча 879. pa) 4 


"+1 
x Ux a А (x—a) 
Gea gina ув 
п ! (n ср 1) 
donde la función Q(x) tendrá un valor determinado О cuando los valores de ху а son conside- 
rados fijos. Usaremos el artificio de introducir una función auxiliar F(t), 1 e <a, хэ, que se 
define en la siguiente forma. 


(10) 


= D 


F(0-fG)-f()- 37 р) Fo- ан - f"(0- 





— Cep o ni (E 
zr - > US о 


Nótese primero que F(x) = Fla) = 0. Al calcular К(г) se obtiene: 
2 
F(t) - 0 -f'(t) * f'(1)- bi “0 + a Fi к ID... 


(x =) 


Е шин ih ёс (n+ IMx—ty 
(n—1) ! 


t) ta) (141) 
PUDO + f” (t) - 2-0, (t) + (n D! Q 


Al examinar con cuidado este resultado, se ve todos los términos, con excepción de los dos 
ültimos, se cancelan por pares. así es que 
Х- сле (x-ty zt 


Por tanto, F(t) es derivable V te «a, x» y como F ТЭ - F(a) = 0, entonces por el Teorema de 
Rolle, existe un valor? = c € «a, x», tal que F(c) = 0, esto es, en (11) 


8. Е. foo у S.T. а= ыч О= (0-5 О = 99000) - 
Luego, en la expresión (9) 


(12) 





Que es la llamada fórmula de Lagrange ра el termino residual. Obsérvese que es fácil гесог- 
dar (es lo mismo para el último término de P,,, (x), salvo que f'"*" (c) sustituye a f "*" (a). 
Сото c e «a, х) =» а<с<х e с-а«х-а 

Osea, c- az 0(x-a), donde Be «0,1» > c=a+B(x-a) 

En este caso, la fórmula del término residual toma la forma 


“(х-ау” даа 2 
R,(x) = (тї / [a+8(x а)| 
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Así, la fórmula 





L ау Ea EAL а) f ' (a. 
¿EY а) „ә (х— ‹ ay” (+1) zi 
КОЕТ Я eT [a * 6(x—a)] (13) 


se denomina fórmula de Taylor con resto de Lagrange para la función f. Haciendo а = 0). la 
fórmula de Taylor se convierte en 


f(x)» f(0)+ — PIOS. t fee 22 (0)+... 
хэн 


(n+1)! 
En este caso particular toma también el nombre de fórmula de Maclaurin. 


п 
X 


25 16 ГАШТ ) + 
п! 





f"*" (x) (14) 


Use el polinomio de Taylor para la función f(x) = (3 - 2x). alrededor 
del punto а = 1. 


"Solución Las derivadas sucesivas de f(x) son: 
f'(x)2-1(3-29* (-2) = 1 (3 - 2x)? (2) 
f'()s-12-2x3)' Q) C2 = 123 - 25" (2)? 
f"(x)2-1.23(3-2x)^ QY C2) = 123 (3 -2:)^ Qy 





Luego, es fácil deducir que: 
Jo) -—mAntG-2x 509 2 ,Улг TEIZ 
( ES у 
Entonces: (а) = (1) = п! 2" 
(n+1) 127” 
(841) ас - foe) t = ————————————————— 


Por lo tanto, en la fórmula (13) 





foede Loy eee MM D тәг eU D 31254 
n n+l n*l 
4-1 үл, E (м+ 1)! 2 = 
п! (7413! [1-28 (x-1)]” 


par (x = [)^*! 





= I-2(x- 1) + 22 (х - IY 2 (x- 1) + 2" (x - 1)" *ü-26G-Dr* ‚ 0<0<1 
о más бгеуе 
п үз * onmi Ду" 
EN py Kx ;0«0«1 
is 2, s RE A ^^^ = 
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Aplicar la fórmula de Maclaurin para las siguientes funciones: 
a)f(x)-e' b) f (x) = Sen x c)f(x) 2 Cos x 


Solución Las funciones dadas tienen derivadas de todos los órdenes. Hallemos sus 


a) 


b) 


c) 


derivadas alrededor de а = 0. 
Desarrollo de la función f(x) = е" 








FSE „ f(0)= 1 
ГО) =е y; POSI 
f"(x)se , f"(0)21 
ТЭЭ = р" | qux X) = ce? 
Sustituyendo todas estas expresiones en la fórmula (14), obtenemos: 
2 n n+l 
EEE RE мз... T y E — e* 0«0 «Il 
i 21 n! (nl)! 
+ 
= ё” 
Desarcallo de la función f (х) = Sen х 
Р(х) = Sen х , -41 (01550 
f (x) = Cos x= Sen (х + 1/2) ‚ FQ) I 
f (x) = -Sen x = Sen (x*21/2) , Jd Qyz0 


f'(x)-2-CosxzSen(x* 3172) . f"(0)=-1 

f ? (x) = Sen x = Sen (x + 41/2) ,. Jf"(0)-20 

f(x) = Sen (x+ n 1/2) | fO) = Sen (n 7/2) 

f "*"(x) = Sen [x + (n + 1) 172] , ^ f9**"(0x)-2Sen [Өх + (n + 1) 7/2] 
Luego, por la fórmula (14) 








X х? 2n*l 2n3 
Ben eR ‚+ (—1)" Олж (2143) Sen cene) | 
- Y (1) кх t eese ex emen] ooi 
(2К+1)! (2я-3) 2 


k=0 


Desarrollo de la función fíx) = Cos x 


f(x) = Cos x, | f(0)-1 
f'GO- - Sen x = Cos (x + 172) ; f'(0)020 
f (x)2 - Cos x = Cos (x+ 2 172) F(0)=-1 
F"G0)= Sen x= Cos (x + 37/2) f"(0)=0 
f?(x)- Cos x = Cos (x+ 4 n/2) f '^(0)2 1 
f (x) = Cos (x + n 1/2) f (0) = Cos (n 1/2) 


f "^" (x) = Cos (x + (n +1) 1/2) РӨ x)= Cos (Өх + (n + 1) 1/2) 
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Por lo tanto, haciendo uso de la fórmula (14) obtenemos: 


























x* x^ RU 2n+2 
T х 
Созх=1- 7, к= ur HI)" ЕЛҮ Т Cos(n 5 |+ (2n 2) Cos | Өх + (1+0). d 
2k хана j 
| ————_—С0о5|Өх+(л+1)——|,0<Ө<] 
-Ус an OWN os| ин H " 
Aplicar la fórmula de Maclaurin para la función 
f(x) 2 Cosh x 
Solución Dado que Col 1 2 ¿(e + e”) 
x* x" y"? x 
y бїх Xe E (1-1)! 
de aquí. sustituyendo х por —x, obtenemos 
EA ж? x5 xt" 4 
"CL рг TR -]) — ———e" 
**gi ow tape te шо 
De modo que: 
| и x^ х“ х" я? is 
_ 2 = ETA а_ 
де "eg ТЫТ Ku c. : 
. Cosh Жэ | 
litis Хаш nap TUE n 





Aplicar la fórmula de Maclaurin para la función f (x) = (1 +x)”, donde 
m es un cierto nümero dado. 





La función f tiene derivadas de todos los órdenes, luego, si 


f(x) = (1+ х)" Ғ(0) = 1 
f'o =т(1 +0” F'(0)=m 
f” (0) =m(m-1)(1+1y"? Р F"(0)=m (m - 1) 


f(x) = тт - 1) (т-2)..... (m-n+1) (1 ж ху” 
— f "'(0) = m (m-1) (m-2) ..... (m - n + 1) 


Luego, utilizando la fórmula (14) obtenemos: 


(1+ x)" =14+ mx 


EE ¿Mim Dim -2) . эг! 


31 
ín o (ncmo y «POET e n) 


(8 ху 


732 bs Capítulo 7: Formas Indeterminadas 





O más breve: 


(1+ x)" га» NR х +R, (Өх). Өє<0.1> 


1-1 раң 





Demostrar que el número Ө en el término residual de la fórmula de Taylor 
de primer orden 


2 
(а + А) = (а) + (a) + Tr (a 4 0 A) 
tiende a 1/3 cuando h — 0, si f" (x) es continua para x=0 y f"(a) + 0) 


Demostración En efecto, debido a la existencia de la tercera derivada, en la fórmula de 
Maclaurin con residuo, para л 2 tenemos 


/ 2 р? 
f (ath) = f(a) + Һ Ра) + X f'(a)* 4, f "(a +0, h), Ө, є «0, 1» 
Si comparamos con la expresión dada, obtenemos: 


3 ? 


[ h? 
T "(a+ 6h) - "(а = 3; f"(a+0, h) 


esto es: 
LEER. V fa 98) 
h 3 
Рану 5 (Gy -1 ca 
——* S шыш ici (a + Ө, А) 
Р'(а+Өһ)– f'(a) + 
зөвц 24658 5 ameet 
=> 0""fa)= ЭС є»(0-1/3)Г"Ч(а)-0 
como, por hipótesis, f" (a) = 0 = 0-1/320 e» Ө= 1/3 E 


JOBSERVACIÓN 7.3, En la fórmula de Lagrange para cl residuo 


(x Es a)" 
(n 4-1)! 
de ordinario, el valor exacto de c es desconocido. Una forma efectiva de sortear esta dificultad 
consiste en estimar f "*" (c) : por lo regular se busca una sobreestimación. un número 

M » 0 tal que 


R,(x)= PR 


If "^*"(c)ISM 
V сє «a, x». Si se puede hallar dicho número M, entonces 
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(15) 





El hecho de que (л + 1)! crece muy rápidamente cuando n aumenta es con frecuen- 
cia útil para mostrar que IR, (х) es pequeño. Para una х particular, se puede mostrar que 
lim R,(x) = 0. Entonces se sigue que 
п ос 


у(х) = lim p. (x) 


no 


2 
En tal caso, se aproxima f (x) con cualquier grado de exactitud deseado. con tal de escoger una 
n sulicientemente grande. 

Asi pues, para п fijo, la fórmula (15) permite calcular la cota superior del error que se comete 
cuando Р(х) se aproxima a f (x). 


Estimar la exactitud de la aproximación 
Ln (1.1) = 0.095333...., obtenida en el Ejemplo 1. 


En el Ejemplo 1. рага f (x) = Ln x obtenemos 
ym (х)-1-1У77 (k -i 
X 
Y de aquí: Р (1) = ED" (k- 1)! 


Por lo que, la fórmula de Taylor de tercer grado con residuo para а = 1. es 








5 | 2.1 VIS u 
Ene -a i + (х=) (1) 
рага algún c entre a = | у x. Con x= 1.1, en Жанаг 


Ln (1.1) = 0.095333 — 9-0001 (2) 
€ 





El valor numérico máximo posible del término residual se obtiene para c — l, esto es 


оо = 0.000025 


Luego, el error que se comete no es superior a 0.000025 
Se sigue entonces, en (2), que: 
En (1.1) = 0.095333 — 0.00025 = 0.095308 
-» 0.095308 < Ln (1.1) « 0.095333 
y asi, podemos decir que Ln( 1.1)- 0.0953 con cuatro cifras de exactitud. * 


(EJEMPLO 10) Usando los tres primeros términos del polinomio de Taylor de f (x) - 


calcular 1/3/, y estimar el error cometido 





R,- 
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Solución Puesto que f ^ (x)= e, V К, los tres primeros términos con residuo del polinomio 
de Taylor para la función f (x) = е", son 


x ue x? 
энэ Em Met ,0«0«lI 





Con x — -1/4 s encuentra que 


3 
en sieur et E (1) 


Puesto que A;(x) = е, ycomo x<0 y 0«40«1-э0х-«0 


2 
Esto implica que её" < 1. Luego se sigue que: 
_ |—1/4)°| _ 
6 
El error que se comete по es superior а 0.003 

Por lo tanto, en (1): е = 0.78125 — 0.003 = 0.77825 


esto es: —. 0.71825 < Msfe < 0.78125 i 


3 
LR, (хэ < |-— 














| 
А xil — В, = 0.0026 « 0.003 


Nota | Debido al factor (x - a)"*' en el término residual de la fórmula (12), se ve que con 

n fijo, entre más cerca esté x de a, mejor será la aproximación de P, (x) a f (x). Por 
ejemplo, para calcular Sen 5° (que equivale a 7/36 radianes) se elige a = 0. Pero para calcular 
Sen 50° (que equivale a 57/18 radianes) es mejor usar a = 7/4. 





Demostrar que los valores de Sen x para ángulos comprendidos entre 
407 y 50* pueden calcularse con tres cifras de exactitud mediante la aproxi- 


Sen x =ni х-л) =. (3) (1) 


En efecto, si f (x) = Sen x, entonces 


f'(x)2 Cos x, f "(x) =-Senxy f"(x) =-Cos x 
Luego, en el polinomio de Taylor de segundo grado con residuo 


mación. 





(x— = ш 


f(x) fla) 


Рага Sen хеп a = T/4 se tiene: 





A ӨС) 


_ DE n Sen GR) 


= T 15-20 aC 2) Jero 


Sen x= Sen $ +(x- P 
4 4 
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3 
en donde: R,(x)=- Ч (х- z) Cos c (2) 


para algún c entre 7/4 y х. 
Como |Cos c 1 5 1, para cualquier c, entonces 











8 - = 2 ep 
4 18 4| 36 
para los ángulos de 40* y 50* 
Por lo tanto, en (2): | Ах) |< X = 0.000167 < 0.0002 


En consecuencia, el polinomio dado con tres cifras decimales de exactitud es, en realidad, 
exactamente el deseado. 
Por ejemplo. para x= 50°, en (1), tendremos 


] | T | л : 
Sen 50°=$ | | 
еп ES 21- B +36 (3) = 0.766 


con un error que no es superior a 0.0002 " 


EJERCICIOS . Grupo 56 


En los ejercicios 1 al 6, encuentre el polinomio de Taylor con residuo usando los valores 
de a y n 


9, 
e, 


1. f(9 e.asl.nz4 2: FO) = Сох 4=1W4,n =53 

3. f(a)=Senx,a=m/6,n=3 4. /0)-4х.а-100, n=3 

5. Ff(x)ys(x-4dyud-5nz5 6. /О0)-0х42),а-4-1,7:4 

Ф En los ejercicios 7 al 12, encuentre la fórmula de Maclaurin con ср рага los valores 
dados de n en las funciones que se indican 

1. flo)=YJl+x,n=3 8. f(Q)z(l-xy',nz4 

9. Р(х) =1п(1+х), п= 4 10. рО) = Лех; n=3 

11. р(х) = arc Тех, п= 2 12. f(x) = ак Sen х, п = 2 


*  Enlosejercicios 13 al 16, determine el número de cifras decimales exactas que produce 
la fórmula dada de aproximación, para | х | < 0.1 


2 3 4 A 5 

X X X JE Х 
13. e =1+x4+—+—+> E Sr AR 
Ё 23 6 24 55 6 120 


2 3 3 2 
15. Lala uu... 16. MEETS Же. 
2 3 4 2 8 
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17. Demuestra que la aproximación del Ejercicio 13 da е" dentro de 0.001 si іх 1 < 0.5. 
Calcule entonces Me con dos cifras decimales exactas. 
18. Рага que valores de x tiene Sen x «x - x'/6 cinco cifras decimales exactas? 


19. a) Demostrar que los valores de la función coseno para angulos entre 40* y 50* se pueden 
calcular con cifras decimales exactas mediante la aproximación 


42 | 3 | 3) | лү 
Cosx = —|I-[x-7|-—lIx-—l-*—2|x-— 
2 4 2 4 al a 
b) Demostrar que esta aproximación produce ocho cifras decimales exactas para ángulos 


comprendidos entre 44° y 46°. 
20. Demostrar la siguiente desigualdad 


n(n—1) 
4 


(1+х}'>1+пх+ x!,x20 y nz2 


(Sugerencia: Aproxime (1 + х)" para el polinomio de Taylor alrrededor de а = О) 
21. Demostrar que el coeficiente de x" en el polinomio de Taylor de 
РО) = (х +1)! (1 - 4 xà), alrededor de a = 0, es igual a 


- c» Lr 1) 2" 


3 К 
2х "x alrededor de a = O, determinar el 





22. Hallando el polinomio de Taylor de f (x) = 


coeficiente de х", 


23. Calcular Je con un error menor que 10? 
24. a) Hallar el polinomio de aproximación de Taylor de grado n para la función 
f (x) = (1 + x)? alrededor del punto а = О. 
b) Calcular el valor aproximado de (1.16)? con un error menor que 39 x 107 


25. Hallar el desarrollo de Taylor para la función у= EA , alrededor del punto x= 1/2 
=X 
y de una expresión para la cota superior del error si el polinomio se calcula en el 


punto x = 0.4 


26. Sea f(x) = Sen(2x + п/4) y sea P,(x) el polinomio de Taylor de grado n en a 
(polinomio de Maclaurin) correspondiente 
-) хі“ 


s Y 
k=1) 

b) Hallar el número de términos que deben considerarse en P,(x) para aproximar 

Sen(1/2) con un error menor que 10%. 








a) Demuestre que: 


27. Comprobar que para los ángulos menores que 28” el error que resultaría de haber tomado 
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28. 


29: 


3 5 


la expresión x— em + Es en vez de Sen x, sería menor que 0.000001. Valiéndose de 


ello, calcular Sen 207 con seis cifras exactas. 
Hallar el Cos 10* con exactitud hasta 0.001. Mostrar que es suficiente tomar la correspon- 
diente fórmula de Taylor de segundo orden para alcanzar la exactitud indicada. 
Aplicando la fórmula aproximada 
| 26 x? y? x 

Іл({+х) = х – 7 + 3 a 
hallar el Ln (1.5) y calcular el error. 
Comprobar que calculando los valores de la función e* paso 0 < x < 1/2 con arreglo a la 
fórmula aproximada. 


3 3 
: X X 
€ =] d xpo 
28 


se comete un error menor que 0.01. Valiéndose de ello, hallar Ve con tres cifras exactas. 





Respuestas a 
Ejercicios Propuestos 





Evaluación y gráfica de una función Ч» 


1, :51:-:22140:53251::4:51:5-Е 28:6. а= Ч, f(2) 21309; 7x* € 8x + 12 


10. а) f(x) 2x? - 5x + 6. b) f(x) 2x? + 6x. с) Кх) = x^ -2, bd 22; d) Ї(х)- It4.l-x vex , е) 
х 


fis (42). f) f(x) = x! + Зх ; 11. f (х) = Зх?- 4х + 4 ; 15. El orden а seguir 


еп la construcción de la Gr(g) es el siguiente: a) y = ў (х + 3), b) у = -f(x + 3), 
c)y-25-f(x-c3) = h(x), д)угг5-/(-х4-3)::3(-х). 


Dominio y rango de una función. Modelos matemáticos e 


1. D = [-2, 2 |, R =[0, 2]; 2. D= [-1, 2], R =[0, 3/21; 3. D = <-eo, -1] U 12, +00>: 
R= [0, +%>; 4. р = <-ow, -1] U [4, «o»; 5, 0 = ШБ -(-1/2], R = R-(2): 
6. D=<-0, -1/2] 2 [4/3,+0>;7.D=R=R; 8,D=R, Е = [-4, +00>; 9. D= R-f-5, -1), R= 
IR-[-7, -3); 10. D = R-[-3, -1), R = [-4,+9>; H. D = IR -[-3, 2] R=<-5:4+00>, 
12. D- IR --[3, К = [-5, +ә>, 13. КМ) = [-1, 52, $((-1, 1, 21) = (0, 1/2, 1); 

= «-5, 41, f(Í-1, 1, 4]) = 1-4, 0, 2]; 15. f(M) = [-5, -1>; 16. [0, 4>: 


17. <-5, 20]; 18. 13, 4> ; 19. [-6, 3]; 20. (14-4/3. 31: 21.<-00,-1] UY «Ї,лсө» U {0}; 
22. h(r)z 2/r 44-21 D=ire R/0<r< 4/2 23. AG) 2 (22) Ja(a- x) QD-«O,aLR 
= < 0, аР]; 24. А = 4 Ynv* ; 25. C(x) = 30 (xà + 128/x), х es el ancho de la base; 
26. a) f (x) = (2/75) x, b) 4.7 lb; 27. а) A(x) = Зх + 48/x + 30, b) «0, te»; 


28.a) AQ) =x(120 -x),x€ «0, 120» b)x=y=60m, 3600m"; 29. a) L(r) = kr [200 - r(2 + T/ 
2)], b) «0, 200/17 +2>. 
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Grupo 3 ) Funciones especiales i» 





1.<1, 6]; 2. 4; 3. р(х) = x + 8, d. f(x) = 3x +36 f(x) = -3x - 6; 5. 1136 gal/min; 
6. a) Minimo = -2, b) Mínimo = 3, c) Máximo = 7, d) Máximo = 2; 7. a) 10/3 es un valor 
máximo, b) —9/4 es una valor mínimo, c) 6 es un valor mínimo, d) 8 es un valor máximo: 
8. 4 cs valor mínimo; 9. 15/8; 10. 130, S/.84,500; 11. 40 unidades, 900 dólares; 


200 x(10,000 —a 
= — = 28 lo. 14. = > . 
4-7 Рие 2» As 100,000 





12. 5/. 95; 13. x b) 160 peces por 
15 х ЖР Жи < 150 
2.25х—().05х° , si 150 € x € 250 


16. а) Dom (f) = Ran(f) = 18-{3/2], b) Dom(f) = R-{4}. Ran(f) = R-(2), 
c) Dom(f) = R-[-2). Ran (f) = -(3/2], 17. a) «-e», 0] U [8, +00>, b)[0, 5], c) «6, «со» 
d) «2/9, 1]: 18. a) Dom(f) = IR, Ran(f) = (0, 2) v [3, +>, b) Dom (f) -1-3, +00>, 
Ran (f) = <-2 ,2>; 19. а) [-2, зө» , b) [-18, 5], c) [3/2, 4e», d) [l, +00>; 
20. x € <-, 0» U «0, 3/2»; 21. a) Dom (f) = «-2, 4», Ran (f) = [0, 4], b) Dom(f) = R, 
Ran (f) = [-10. +00>; 22. хє «-e, -2> U <-1, «e» -(2); 23. Ran (f) = 


«-4, 0] U «1. 315215, 12»; 24. a) Dom (f ) = «s, - J17 501417. зоо», b) Dom (f) = 
«-o, 2»; 25. Dom (7) = R. Ran (f ) = (0); 26. Dom (f ) -«-ео, 0» U [l, +00>, 


Ran (f ) = [-1, 0» 411, 2», 27. Dom(f) = «1,*e», Ran (f) = |-43, 0»; 
28. Dom(f) = Ran(f) = R; 29. Dom(f) = Ran(f) = R: 30. Dom(f) = m-(0.1,2,3...), 
Ran(f) = (0, 2) U «4, «өө», 31. Dom(f ) = IR - IN, Ran(f ) = «ee, -2> U «0, eo»; 
32. Dom(/ ) = <-, 4], Ran (f ) = Z,*; 33. Dom (f) = R, Ran (f) = Z,*; 34. Dom(f ) = R, 
Ran(f) = (-4,-3,-2,-1,0) U Z*; 35. Dom(f) = [-1, 1/3», Ran(f ) = [0, 1]; 36. Dom (f )=IR. 
Ran(f ) -10,1,2,3,), 37. Dom(f ) = <-5, 7]. Ran(f ) = <-2, 6]; 38. Dom(f ) = [-3, 8», 
Ran(f ) = [-2. 7]; 39. Dom(f ) = <-2, 5], Ran(f ) = [2, 7»; 40. Dom(f ) = <-1, 9», 
Ran(f ) = «-12, 5»; 41. Dom(f ) = R, Ran(f ) = «-e, 8]; 42. Dom(f ) = [-2,+00>, 
Кап(/):1-8, жее», 43. Кап(/):41-3, 0] v [1, 4> U (5; 8» -(-4) ; 44. Ran(f ) 2 IR-(7); 45. 
Ran(f ) = [-5, 51, 46. Ran(f ) = [0, 1/42 ]; 47. Ran(f ) = [0,3] U «15/4, 6]; 
49. Ran(f ) = <-4/3, 4]; 50. Ran(f ) = [0, 3] U «15/4, 6]; 51. Ran(f ) = [-2, 4); 
52. Ran(f ) = [0, +00> 


semana; 15. b) [0; 250]. c) 225. a) fool 


2x ,sixel0, 2» —2x .sixe[-2.0» 

-J8x- x! -12, si x € [2,6 + hdr? si xe[0,4» 
53. f(x)= [x] он celo No M JONS 5х? -IBx*52, 4 хє(4.6» 

= * 8x —24, si x € [8, 12] OUI „si x € [6. 10] 


55. a) par, b) No es par ni impar, c) par, d) impar, e) impar, f) No es par ni impar, g) impar, 
h) par; 56. fes par; 58. h es par, g es impar 
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—2—2x,si x € |-2, —1 > 4+2x, si x € [-2, -1> 

_ MFE  Qsxebp50» IS", 5 х єЄр-цЦӨ»Э 
59. /(х)= 1-х ,sixe[0O,1» 60. 7(х)= 1-х .sixefo. l> 
-2 +2x, si x € [1,2] 4—2x.si x €[1.2] 


61. g es periódica, Т = 2; 63 а) T= 1/3, Б) Т = 1, c) Т= 2, d) T- l, e)T = 1/2,1) T-6x 


104 |} Algebra de las funciones a 





1. a) Y. b) 0, c) 3/2; 2. (-1,0,1,2); 3. a) [-/6. -J2]u[J2 . Je]. 
b) (Feg)G) =x? + J'9— x? -4,хє Dom(f), g - h= ((-3.-2), C2, 45 -3), (0.2). (1, 1424/2), 
(2, 45 -4)}; 4. Dom (f - g) = «-1, 0]; 5. x € (3, 4e»; 6. Ran (f + g) = [0, +00>; 
7. (Ую) х) = 342 


9-х" 
3х-1 ,xe€ [-3, 0] 2x- l, xe <-3,-l>-{-2} 
8. a) (f+e) (х) = 45x-2 ,хє «0, 2] b) (жеХх) = {2x ,x=-2,x=-1 
2x+4,x€ <2,5] x'-x*6,xe <1, 3] 
4x—-2-Y' „ме [2,4 |х2-11-41,хє1-2,2» 
9. (FgMx)= 1- 14х + 95, хє [6,8> 2 ;X2 
10. = 
х2-16х + 58 , x є[8,10> d itd 
> хє «2,4» 
x—1 
Ran f- g) = [-6, -2> 0 [1, Y2 - 1» Ran (f + р) = «1/3, 4] 
=(x+1), xe«-3,-1»-(-2] x*-4, x € [-6,-2» 
2 ‚ х=-2 f 2-х ,xe€ <-2, 0] 
os - 12. | |(х) = 
11. (/ + 2) (х) = | xdi Uk ) 
— E [2, beo 
(x- 2} , хє «0, 2] х-2 


Ran(f + g) = [0, 4> Ran (1/2) = «0, 36] 
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Ix — 2] 
ixi žE [0. 3> - ( 1] 


2 А 
13. | | - E, x € «3, 6] 


.2 
X —2X xe «6, 8] 
x? 


Ja +16 - 2x- 4, x e <-4, -2> 
x'-2x-3 x € [-1, 0» 
x-2x-2 ,X € [0, 1» 
x-2x- | xe [1, 42» 


-х?-2х- | e <a. 2 
4 . XE «4, 5» 


Ja? =2x,x€ <-2, 0> U «2,3» 


15. (f- 2) (х) = 3 (1-0 
(x-2Y ,xe<0, 2] 


14. (7-8) (x) = 





16. (£) (x) = Za IR —[1/2, 1> 
8 [2x -1] 


0 , SI X € <-o, -4] U «0, 2] 
2x rt d, six e <-4, - I» - (-2) 
18: Al = -2x - 4, sixe <-1, 0] 
-2 , SI xX € <2, +00> 
m, | 2(X42)[U (x+4)-2U(x+1)][1-U(x)]-2U(x-2), x € IR- (-4, +2, -1] 
SNE ; 
О. sixe (-4,-2) 
-Х-1 .xe <0,-2> U «1,0» U «1,2» 
-| psi х=-32 
19. а) F(x)= х=] ,5Ї Є2,.-Ї1» 
| Six 
x+3 ,sixe «0, I» 0 «2, +00> 
—2х - 1 ,ХЄ «-оо,2»17«-1,О» 
-3 SU 2-2 
b) G(x)= -] ¿e €2 -I 
] ,x € {0} uU «lI, 2» 
1/3(2x 41) , xe «0, I» e «2, roo» 
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Composición de funciones uw 


1. [3,4]; 2.425; 3.«——,-J2]u[4J2,*4»; 4.h(x)2 x)-3; 5.-17/3 


о [x +3, si x 2-4 
lx-3.six«-4 7 fO = 2x- 1/3; 8. 555; 10. x € <-00, -2] U «- J2, I> U 


(2, 455»; 11. [-3, -3/2]; 12. «-e, -/3] v «-1, 1» y (4, «ов» 


2Y'- 4x + 3. x e «-19,-2» 6x + 2 , Si x «-3/2 


13. (fsg)(x) = 14. (fo g) (5) = 


8x + I ,x € «6, 10> 2-9х ¡six > 
x'-1 ,81х«| X*+6x+7 ,xe[-5,-3] 
15. (/-2)(х)= 4 Х-2,8-15х«0 16. (}ор)(х)= 44x-4x- 1 ,хєЄ(1(-2,ї» 
3-x?,six >) l6c -8x-1,x-1 
45 -X,X€ <l, 4/5» 
x? - Эх ,x € «0,1] x Л" ‚ хє «4,7» 
17. (fog)(x) = 18. (£.8 Mx) = 


-Х74:10х-22,хё 412» 





2 Ae Ї47:24181 
х2-7х-10 ,хє (2, ёоо» x —4 


19. (р.р)(х) = } 0, x e «-2, -1] -x-4 ,x€ «-1.0] 
4, x € [1, 2] -4 Xm] 
-X x€«1.3» 


-2 xw Э 


Ieri 42 „yela 9] 


2 <-оо, ()] 


20. (fof Mx) = 


х?, x € [-3, -2] | Xm 








| , x E <-4,-3> 
x+6 4x5 - 
хэм ,x € <-2,-1] FUE -2 ,xe «-o,2» 
21.(7.8)0)=4 9 22. (gfx) = 
(222) “хє <-3,-2] 41-:4х-2х"-2,/х:є:Ё2::1 
X 
5-х ‚хє [4, 5] 


23. g(x) = Exe [-1, 1» v «1,4]; Dom (f.g)(x) = [-1, 0» U [3, 4], Ran (fg) = <1, 3] 


U [7, 13]; 24.а-2,5-1, 25. f(x) = х?- 4х, x e В -(0), А(х) =x, х>15 


Grupo б | Función Inversa 





r 


1.a=2,b= 11; 2. FFV; 3. No existe л; 7. f es inyectiva, g по es inyectiva 8, a) а= 2, Ь = 3, 
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b) 2100) = tha зал 9. <-4.-1>U<0,2>: 10. 7; П. 1/2(3x+7), 1/3(2x-7); 


J(5-3)/3 - 1. x «2 
Іа] „ж? 


13. b) h * (x) = | 


f 2-42х-8 ,хє «9/2, 6] 
TOUS 29 ,|Ї2х-8 .x € [4, 9/2) 


- (Vx? -2x+5 +x+2),x€ [-4.1- 2 3] 


15. (g  f*) (x) = 
шээс шэн xe [-2, -3/2] 


| 
16. $0=1+ т ЕЕ : 17. Àf* (f noes inyectiva), g*(x) = (241) (fo g)*(x) = 





2125) хє «13, 2/5»; 18. А = [-2, 0» v [1,4], B = [:3, JISTORA 2 46 acf 
=“ 


20, Р(х) = x (180 - x°). x 20; 





21. f* -6-Jx^ -8x425,x €0 я -423—2 РЕ <3, 9] 
: x)z = 
e) Jx-3 - З 2026 Ј с -2 .x € [0. 2] 
-1-4х43,хє <-2, 1> 2 - — xe «-oo, -5» 
23. f(x) - F*)= 
== , X E <-00,-5> 6 „хє «1,2» 
ха! =] 
-2 + 4х-9,хє 1-9, О» -14:4Х-11:3525 
АЕ 226 MS fe pn .х «5 
2-44-х ,x<4 =X „хє <-2, 3> 
27. | *(x) — 1/2 (x* - !Ї2-8х)х»8 PE) = 2-/-х-41 хє «e .-2] 
1/2 (Ix) . x € <-00,-3> JE TAS 
Ї"О)-1 -12 ух „xe [0, 4] ужу 4 € *2x.xe 1,0» 
x-4 ‚ХЕ «4, +00> x .x € [Q, I» 
-X* „хе E3, -1> 
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+3 x 20 
32. f *(x) = 4x44 -1.-4€x«0 
| - х? ХЕ <-о,- |] 
34. Fx) = Jx-l.x € «I. оо» 
a E е КЫС". !> 
FA = 
| J4x—x? , x € [2,4] 
m um 24-x +2, хє <- 0] 
$40) = la-x .Хё6-0,4| 
-3- JI-x,xe€ «-e,0] 
40. Р(х) = 4 x-3 „xe «03» 
х? + 1 .x € [3. tee» 
x 0-4х-2 , хє [7, +00> 
„мун А (х2 -3y-4,xelJ/3. Js | 





,X € «3, +оо > 


x? + 2x * 3, x € <-00, -|> 


744 
44 /x+9,x € <-9,0] 
AE feq V a 
г. E Jx+9 .X€ «16, 40] 
s 4х-4 ,»¿ € «-4, 0) 
33. TAS х? - 2x € <L, 3] 
SJ е [5. 125 
E = TE X € <l, +00> 
35. f *(x) = 
x* - 1 ,X € «-09, 0] 
„Ж. П- х, хє «-со,! 
37. f*(x) = m | 
(x-3y ,хЄ(4, +00> 
a - 4 4 € [-13,-4] 
: =. х/2 s € <-4,-2> 
39. f *(x) = х2-4х+3 ‚хє «2.4» 
-] ,x=4 
и V (х + 1»? ,X € <-о, -3> 
"Ло x? + | x € [0, +00> 
2 86 
Эрх .x € «2,3 -J17/2» 
—2x' *12x-1 
43. (Г,өХх) = 
jj _ ARE 
к аа ИЩИ серпе.) 
44. f(x) 1- 4x!-4,x € «e, -4] 
5 Xx) = 
2-2 X € г 43, 2] 
-1 —x-92 EZ, ets 
45. g(x) - 


х + 1 


46. (g + (х) эс dx +7 T (-x)xz Ла 


5 Х E <-00,- [ >: 


* ыг 
g *(x) «Med 


X € «2, +00> 


Respuestas a ejercicios propuestos 745 


Grupo 7 ) Las funciones trigonométricas e 





(43.152. m= - (2443); 3. E = м J3 -1); 4. —1; 5. 10 17/21; 6. Amplitud 


22 
“4 


А = 2; período Т = 2л, defasamiento а la derecha А = 1/4; 7. A = 3, Т = 27, h = л/2 a la 
derecha; 8. А = 3, Т = 27, h = 1/6 a Іа izquierda; 9. А = 6, T = 2n, h = л/6 a la derecha; 
10. А = 2, Т = 2л, h = Зл/2 а la derecha; 11. А = 2. Т = 21/3, h = 7/4 а la izquierda; 
12. А = %. Т = 1, h = 3/5л a la derecha; 13. А = 5. Т = 21/3, h= 1/6 a la izquierda: 
14. А = 2, Т = 27/3, h = л/6 a la derecha; 15. А = 2; Т = 6, h = 3/2 a la izquierda; 


16. А = 2, Т = 4, һ = 1/3 a la izquierda; desplazamiento vertical hacia arriba К = 2; 
17. Т = 1/2, h = 7/6 a la derecha, К = 1; 18. А = 3; Т = 2, һ = 1/3 а la derecha, К = 2; 
19. A = ds Т = 4, h = 4/3 a la izquierda, desplazamiento vertical hacia abajo К = -3; 
32. T=2 INT 24: 4. T—2 
Senx *Cosx „xe [0, 1/2» Tex ,xe [0, 1/2» 
Senx-Cosx ,xe[m2,n» | 0 ‚хє «m2, п> 
35.7 (х) 54 -Senx-Cosx . x e [m, Зп/2> 36. f (х) = ] тех, хє (л, 3172» 
- Sen х + Cos х, хє [3n/2, 2n] 0 , XE «3т/2,2т| 
Período: T = n/2 Período: T = 27 


37. А = Ja! +? , Sen хь = -MA, Cos x, = ЫА, 38. f (x) = 42 Sen (x + п/4), А = 42), 
T <= 2x, h 114 hacia [a izquierda: 4 n xl,c3, ж Э, + 15; 4& S, T— 2: 


49. Ran(f) =[-2, 2] -(-1, 1); 50. T = 37/2, Ran(f) = [0. 42 |, Dibujar la Gr(f ) reducién- 


dola a la forma f (x) = У2 ISen(2/3 x - п/4). 51. Sugerencia: Hacer f (x) = ISen 3xl y 
g(x) = ¡Cos 3x1, y mediante la adición gráfica de ordenadas construir la gráfica de Л, el 
л 

3 

52. Como f(x)20, У хє Пош(/) = IR, se puede escribir 


f(x)= («Л + Sen x + J1— Sen х) => Р(х) = 2+2 1 Cos 2х | 


de aquí obtenemos analíticamente Т = л/2. Además 0 < |Со$ 2 x | < 1. entonces 
2<2+21Cos 2х1< 4, de donde: V2 €f (х) < 2 = Ran(f) = [-42 , 2] 


5(25)- 
período es T = 5 zx: 


X +2x=1,x€ [3.15 oa , X € <-4,-3> 
_<4+Cosx,x€ [0,1/2>U <n/2,n] 54.f(x) =] х+3х  ,ха1-43,2» 
A , Si х= 1/2 2 Sen(2Ix), x € «2,4» 


3+ Соух ,хє «m, 31/2] 
Ran (/- <-4,0]u< 2,2» 


Introducción al límite de una función e 


1. V x e [-3, -2], x es un punto de acumulación del Dom(f ); x, =3 es un punto aislado del 
Domíf). 





Grupo 8 | 
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2. 0; 3. a) M = 30, b) M = 9/4; 4. а) m = -100, Б) m = -4; 5. т = 21/10, M = 9/4; 
6. a) Acotada inferiormente, pues f (x) 2-3, V x e Dom(f ). b) Acotada superiormente. 
pues f (x) $5, V x e Dom(f ), с) Acotada inferiormente ya que f (x) 2 2. V x e Dom (f ). 
d) No es acotada; e) Acotada por las rectas y 2-1, у = 1, pues -I Sf(x) < 1, Vx e [-1, 2], 
1) Acotada por las rectas y = -3, y = 3; g) Acotada superiormente, pues f(x) 2 -9/4, V хє Dom (f). 
7. a) Si, b) No, c) No, d) Si, e) Si, f) No, a menos que N = «a, te», g) SI 


) El límite de una función & 





1.8 < 0.01; 2. 5 < 0.002; 3.6 < 0.02; 4. ô< 0.003; 5.8 € 0.009; 6. 8 € 0.026; 
7.8= min (1, 4£/ 131: 8. ô= min {1, 21 £74}; 9. ӧ = min (1/3, 2 £/13] 

10. 5= тіп { 1/20, €/2); 11. 9 = min { 1/12, €/30}; 12. 6 = min (1/4, £/24) 
13. 8 = min (1, £/47}; 14. $ = min {1/28, £/98]; 15. ò= min | 1, £/3} 

16. $ = min (1/2, £€/8}; 17. = min (1/2, £/6); 18. 6— min (1/4, €/24) 
19. 5 = min { 1/10, £/26}; 20.6- min {1, £/6); 21. 6 = min (1/8, £/8} 

22. 6 = min { 1, 4 £/3); 23. 58 = min (1/60, 6/12): 24. 6 = min (1/5, e/50) 


25. 8 = min (1/128, /2 £/ 4); 26. & = min {1, 16g} ; 27. 82 min (1, Je/2 ) 


28. 5 = тіп{ 1/2, z (47248) e}; 29. 5 = min (1,27€); 30. $ = min [1,443 €) 


31. 6 = min( 1, £/3]; 32. 5 = min( 1/4, £/8); 33. 6 = min (1,125 £/128) 

34. 6 = min[ 1/4, €/8); 35. ӧ = min{ 1/4, £/24); 36. 6 = min { 1/4, £/8] 

37. 5 = min( 1. 19 £/68 ); 38. 8 = min( 1/6, 32/46); 39. 8 = min (2/5, 4 £/ 3) 
40. 8 = min{ 1/6, £/8]; 41.5 = 1/4; 42 а) L = 5, b) 6 = 0.05 






4 цаг 


Grupo 11 ) Técnicas para evaluar el límite de una función 6 


1. - 1/4; 2.-5; 3. -1/3; 4. -1/4; 5. Y; 6. 2"*; 7. -1; 8. 4/5; 9. -12/25; 10.1/2; 11. m/n; 

12. 6; 13. 10, 14. Уг mn(n - m); 15.(3/2)'*. 16. 49/24; 17. n/2(n + 1); 18. n/2(n-1)a"**; 
+ 

19. п/2(п+1); 20. %(т-п) ; 21. (m/p)a"*"»*. 22. E 23. У2(3п- 2); 24. n/6 (n + 1); 


| 
/2а 

25. : 26. За: 27. 5а; 28.-1/3: 29. 243. 30. Ja; 31.-1/4: 32. 1/12: 
+ а-/3 й 9 





33. -/6/12: 34. -9/2, 35. 4/3: 36.3/4/9: 37. /2/96; 38. 12/5; 39. 1/4; 40. 2/27; 
41. 3/2; 42. —1/2; 43.1/2: 44. -1/6; 45. —3: 46. 1: 47. J2/3; 48. 5; 49. ="; 





50. —2/a^; 51. 4/3; 52. —1; 53. |!" |,-. 54, (3)Ух: яд ub =: 56. 1/3; 
n 3 (b—a) 





57. 5/8; 58. ——* -.: 59, 3/4; 60.-3/8: 61. 70/3; 62. 1/6: 63. —1/4; 64. 2/3; 
х= 
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65. 1/2; 66. l/m; 67. 32/9; 68. —1/2; 69. -8/3, 70. 2/15; 71. 1/53; 72. + 

73. 29/30, 74. —1/16; 75. -7/32; 76. 4, 77. 1/4 , 78. -1/4, 79. 0; 80. 0; 81. 57/5; 


82. 1/54; 83. 9. b. 84, 9-Р . 85. 2n; 86. 32/9: 87. 9/5; 88. 112/27; 89. 1т!: 
m n pq 
90. -8/9: 91. 1: 92. -18/35: 93. —3/10; 94. 57/5; 95. 23/12; 96. 1; 97. 5/4: 98. —4 


99, 25/32; 100. 150; 101. —3/4; 102. p(2/5, -1/25); 103. h(x) = xX - 5x 444х +6 


L= 1/2(12 42 - 1); 104. 0/0 no está definido, 1/6; 105. 0; 106. a = 2, b = -4. c = 2; 
107. a +m = 10; 108. а) 3. b) 0; 109. 10; 110. a = + 8/5, a = +2 ; 111. 7; 112. а= 2; 


113. 9/211; 114. "(п + 1)(2n + 1); 115. " — 
6 nl 


Grupo 12 ) Límites laterales & 





7.5; 8.5 y –1; 9. 5; 10. 4; 11. 3; 12. a) Si existe, L = 0, b = No existe 


13. a) 0, b) 1, с) 0, а) 0; 14. 1/42 ; 15. a) Dom(f) = R- {-1}, 
Ran(f) = <-%,-3> us [2, +оо>, b) No existe; 16. с) 20; 17. а) No existe, b) No existe, с) O; 
18. En f: а= 1/8, b = 21/8, Eng: a=-1,b=4/3; 19. a = -1, b = 41/4, p = -3/4, q = 19/4; 
20.a = -1, b= 1; 21. —5/4; 22.-1, 23. a) 1, b)l; 24. —1; 25. No existe; 26. 0; 27. No 


existe; 28. 24/2 ; 29. No existe; 30. No existe; 31. No existe; 32. n + 1; 33. (4 + 42 )/6: 
34. 4/3; 35. -32/5; 36. a) No existe, b) 29, 37. 4 y 7/5; 38. a) No existe, b) —6/5 


x+4 —,x€<-0,1] xY*$3.x€$-] 
х2-8х+12, x €«1, 2» 0 [3,7] 40.a) (/,5)(3)-1-Х) ,-1«х-1 
39.a3)(58)0071 3-4 ,хє«2,3» х-2 ,x2] 


12-х ,x€l|7,+0> 


b) 5 c) No existe b)-1 c) No existe 





E 
y 


|) Límites de la funciones trigonométricas o 


1. 1/4; 2. 25/8; 3. 3/2: 4.1/2 : 5. 2: 6. 4; 7. 1/р; 8. 1/2; 9. 0; 10. -1; H. 4T; 12. п; 13. 1/6; 
14. 0; 15. а2/4Ь; 16. 0; 17. -1: 18. 1/2; 19. 0; 20. 0; 21. 42; 22.-n ; 23.2; 24. -1/12; 
25. 3/4, 26. 1/6; 27. 4/3; 28.48; 29. Sen 2a; 30. 14; 31. 1/4; 32. 1/2; 33. 3; 
34. Cos* a; 35.6; 36.2; 37. 1; 38. (1+ 42 y4; 39. 42 116: 40. 0: 41. 2/т: 42. 1/2; 
43. 1/7; 44. 3/4; 45. 2/3, 46. 1/4; 47. 43/3; 48. -24; 49. 3/4 ; 50. 243 1/9; 51.1: 
52. - 42 14: 53. —43/3; 54. 242 ; 55. 31/2; 56. 1; 57. 16/1; 58. 1/2; 59. 43; 60. 1/8; 
61. 1/4; 62. т; 63. л; 64. —3, 65. 0; 66. 0; 67. —1/3; 68. —1; 69. 1/т, 70. —2а/3л; 


71. 2/3; 72.0; 73. 8/12; 74. т/2: 75. 3; 76. —с/п; 77. —Sena; 78. — Cos a; 
79. 2Cos a / Sea, a € kr; 80. (3/2)Sen 2a; 81. Cos 2a/Cos* a, а + (2К41)л/2,К e 2; 


748 Respuestas a ejercicios propuestos 


82. 91/32; 83. 2; 84. -Cos a: 85, 1/4 Sen 2a Cos a; 86. 1/12; 87. 18 n; 89. 2/3; 90. 0: 
91. 1/2; 92. 3: 93. 0; 94. 3/2; 95. 1/3; 96.-4/2/т, 97. 5/2; 98. -4/2/16: 99. 1; 
100. 1/2 (Sug. Sustituir arc Sen х рог arc Tg x / «1х2 ): 101. //2; 102. —1/2; 
103. 1//2т (Hacer: u = arc Cos x); 104. —1; 105. —1; 106. 18; 107. 1/4: 108. 600; 


109. No existe; 110. а; 111. 1/2; 112. а) —/3, b) No; 145. Sin» m,L -0, y sin=m. 
L-1; 117.0; 121.2). —1, b) 1/125; 122. AP = ЗВ; 124. 2R; 125. 2/3; 126. 2/т 








m 


Grupo 14 ) Límites al infinito lu 








2. -1; 3. 1/2; 6. a = l, b = -2; 7. -8; 8. -1/8; 9. 2/5; 10. 3: 11. 1; 12. 42/2; 13. -4: 
143 1: 15; E 16. +173; 17. (a + by2; 18. 1/2; 19. 55/2; 20, 4372: 21. 9/2; 22. 53/2; 
23. 5a/2; 24. -a/2; 25. а/3; 26. -3a/2; 27. 5/3; 28. 2/3; 29. 4/3; 30. -1/4: 31. 1/3; 
32.1; 33.2; 34. (a t b + с)/3. 35.. -1; 36. 1/1 (a, + a, + ....а„); 37. =1/3: 38. 7/6 
(Sug. Sumar y restar х); 39, 1/4 (Sug. Hacer x= l/u); 40. 1; 41. 0; 42. 2/3; 43. 3/4; 
44. 4/3; 45. 1 (Sug. Hacer x = l/u); 46. -1; 47. 2^ 48. -1/4 (Sug. Sumar y restar 2x); 


49. 42,50. 5/2; 51.0: 52. 3; 53. а= b = +1; 54. -2; 55. -1/2; 56. 2 (Sug. Hacer n= 1/u); 
57. 1/2, 58. 32; 59. c = 5; 60. a = b = 2; 61. 0 


1 Límites Infinitos ъ 





1. -00; 2. +оо; 3. - со; 4, -оо; 5. co; 6. -со; 7. -со; 8. +оо; 9. +оо; 10. +00; 11. -00; 12. -оо; 
13. +00; 14. -со, 15. +оо; 16. -со; 17. -оо; 18. +оо; 19. -со; 20. +œ; 21. -со; 22. +оо; 23. +00; 
24. +00; 25. +00; 26, +00 


16) Límites infinitos en infinito e 


11. -; 12. -оо; 13. +оо; 14. -00; 15. +оо; 16. +оо; 17. -со; 18. +œ; 19. +оо; 20. -сс; 
21. 3; 22. -оо; 23. 2; 24. 1/4; 25. 4; 26. 1/4. 27. +œ; 28. -00; 29. 3; 30. -o; 31. -oo; 
32. +00 





(Grupo 17) Asintotas y su uso en las representaciones gráficas v 


ÉE.x-ztlytxAx-.6,y-x3.y-—1-x;$y21l15xi y=2x+ 112, y =-=2x= 1/2: 
5. x = +2, у= + х; 6.х= + 3, y = 2х - 2; 7. х= -1, х= 7, y = 2х + б, y= -2x - 6; 
бох:-1,Х-3, у= 5-04; 9. у: hyst E ЮЕ =, Е 2, ук 7/2; 
у= -3х + 5/2; 1. х= +3, х = +2, y = х+1; 12, х = 0, х = 3; 13. х = +5, y = 2х, у = 0; 
14. x = +3, y = -x - 4, у= х + 4; 15. у= х + 1; 16. y = х - 1/4, y = -х + 1/4; 17. x = +2, 
у= £x; 18. x= -1, х= -2, y = -l, y = 2х -4; 19. х= -1,у = І, у= X- 2; 20. х = -1, 
х= -2,у=х,у= х - 2, (1, 1/4) “punto ciego”; 21. х = -4, у = 1, y = х + 8; 22. х = -3, 
х= 2, х= 0, y = 1, y = -2x + 1, (-3,-4) punto ciego; 23. x 2-2, х = 1/2, у = 1, у = х; 
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a 


24&х=32,у= 1, х:-1у:52545: 25 дхэ22к: сүүл 0гхээ! a 
27.х--2,у::1,услх: 28. х = 4, у= xl yS 29 x=-=2,x==1, у= 1! y 

30. х-2,х-43,у-1, y 23x + 3/2, y 2 2x + 9/2; 31. x - -2, x=-1, Ma S. 2 
32. х= -6,у=х- 7, у= 8 - 2х; 33.x--3, x - 2, y = 1/2, y 2 - x, (1, -3/4) punto ciego: 
34, Х-1,ул:1, уг х-5:35:Х:433,:ү--2, у-2Х-2136,Х-1,у:1,у-3-12 
37. х= +2, у= tx; 38, x=-l,y=2,y=x+1; 39. х--2, х, у--, y = Xx; 


40. у = !,у-х: 41. а) 43, b) - J3; 42. x = 1, y = 3(2 + 1); 43. a) а = -3/2, b= 410 /2, 
c— -7/2; b) (0,0), (3/2, 0, x= 7/2, y= x +2; 44.a = 1, b= 0. Geométricamente se puede 





decir que y = а х bes una asintota oblicua de la función f(x) = x T ME. vq ==, 
y =+3,48.x=1,y=x+1; 49.2x «120, y - x + 1; 50. 205012 51.3 92 
y = +У3; 52. 2x + 3 = 0, y = 4х + 9/2; 53. x = 2a, y = £ (x + a), Sd y = x 24%, 


55, х= -а,у= Б, y =x + (b-a); 56. x= ża, у=х+ 4/2; 957. х= -а/3, у= + 3? (2813): 


58. yzt2,x-2y20; 59. у = 2,х=у+ 1; 60. y —-1.x =2y «1 


srupo 18) Las funciones exponenciales y logarítmicas 6. 


1.0 = В. Е = <0, +оо; 2. D=R, К = «0, +оо; 3. 0 = IRR =<-0, |; 4, 0 = IR. 
R = <-1, 0]: 5.0 = В, К = [3, +œ>; 6. D = R, R =[6, +о>; 7. О = х є |а, п+1ь, п є 2: 


9. x = 3/2; П. р = <1. J3>; 12. D = «1. 3», у(х) = 1+ 222-1: 





la ES PR 80114125 
19.3)f*(x) 4 14-2У/х,хє(01» 20(g00)-242"? ,хєс«-17/4,-2» 

I-JI-(x- 1) .x € (-1.0» Log, V x! +1, x ee 7/2 , 2» 
(Grupo 19) El número e 6 





1. 42/3; 2.1: 3. е; 4.e* 5.176. €; 7. e^; 8. 0, si a, «а,, eo, sí а> ay; ero, 
si aj= a; 9.e; 10. 1/е; 11. e^; 12. е; 13. 1; 14. Ме: 15. e “es; 16. e? 17. 1; 18. I/e; 
19. l/e”; 20. e; 21. 1/ Де; 22. Me 23, 657: 24:65 (Sue. Use x — 1. #[х] © Xx 
25. e*?- 26. i/a; 27. 0; 28. 1/5; 29. 3/2; 30. 3/2; 31. 2x/b; 32. (a/bY; 33. n; 
34. а? Ln(a/b); 35. а* Ln (ea); 36. е2; 37. 2/3; 38. eb“, 39. 0/р: 40. -2; 41. e?; 42. 1: 

Uca heel 


43. (0/8) ant: 44. gn. 45. Ln X; 46. Ln X; 47. УБ: 48. Jab: 49. (a* b^ cë) ; 
50. 1/ Jab ; 51. (Ln a/by!; 52. a" Ln a 
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Grupo 20 ) Puntos de discontinuidad le 


5. Discontinuidad evitable en x = 1, continua en x = 4; 6. Discontinuidad evitable en 
х = 2; 8. Discontinuidad inevitable en x= +2; 9. Discontiuidad inevitable en x = -4 y 
x = 2; 10. Continua en x = 2, dicontinuidad esencial en x = -2: 11. a = 1/3, b = 2/3; 
12. а= 8, b:= 20/95 13.28 =--118,b= 18/8; M.a:=3%0a=4.b=536b= 5; 
15. a = 27/8; 16. Ь = 0; 17. a = -1/2; 18. a = 2, b = -1/3; 19. Continua V x e IR; 


20. a = 1/4; 21. a) 8) = 1/72, b) f(32) = 1/320, c) f(2) = 122/27, 4) (2) = 3(J2 +1); 
22.c = 1; 23.с = 0; 24. Si m y n son pares o impares entonces f(2) = Omin , si m y n son 
impares, entonces f(-2)= 6m/n (-3)""^". 25. xy +2, y= 1- x, у= x- 1, discontinuidad 
esencial en x 2 +2; 26. х= +3, y=x+4, у= -х- 4; 27. y 2, y=x- M3, discontinuidad 
evitable en х = -3, discontinuidad esencial en x = 0; 30. х = +3, y 2-2, y 2х - 2; 
32. х--2, х SAYS lso 35. хэ 6,3 21 +8. улсх-Т.: 


21 y Continuidad en intervalos | 


.sixe [-J2, 42] 
2-x',sixe [-2,- 2» uv «42 ,2] 
-X =|- JUEZ 


4. No son continuas, (f; g)(x) = } x^ - 7x «10. ,1«х55 
х-3 X5 





3. Es continua en x = 542, (f, g)() = 


5. а) Ғеѕ discontinua enx=0yx=2, y р es continua en todo IR 
b) f presenta discontinuidad removible en x 20 y x -2 
6. f,ges continua en x € «-eo,0» W «0,1» 


gf es continua en x € <-os, - 42» w«-LIswu«lt,J43» U «472 oo» 


7. gesdiscontinuaen x € (2 - 413, 1,2 +43) 

8. a)fes continua V хє [-1, +ео>; b) fes continua en x e <0, 2» u [n, n+1>, 
ne Z*- (1); 9. xe (-1/4, -1, 0, 1/8); 10. f es discontinua en x = 0; 

11. а) х= 2, y 2-3, y = x - 5, continua V x e IR -(0, 2); 

12. f es continua en x € «0, 1» u <1, +0>. En x= 0 presenta discontinuidad removible y 
en x= | una discontinuidad esencial. 


| 
IS MEO LECT 


esencial сп х= п у x=n+1,neé Z 


‚х elm п+і>, х + 1/2, x € lI; h(x) presenta una discontinuidad 





22 ) Funciones acotadas io 


3. a) No es acotada, b) f es acolada, Sup f)-5, Inf Cf) ——4, C) f es acotada, 
Sup( f) 2 7/9, Inf (f) =-1 
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4. а) f noes acotada, pues existe una cota inferior т = -1 y no existe cota superior, 
е es acotada, g(x) e [1/2(2+ 4/2), 2442 >, b) Inf (f) 0, Я Sup (f). 

S. Sup (f ) = 3/2, Inf (f )= Y, Max(f ) = 3/2 y Min (fy Y 6. Inf у= Min (f )= -1l, 

Sup (f ) = 1, no esite Max(f ); 13. Sup (f) = 8, no existe Max(f ), Inf (f) = min(f) = 0; 

14. Sup (f) = Max(f)24, Inf (f)2 Min(f) 2-4; 15./(0) = 0; 16. f (x) 2-1, por tanto 


es continua V x e «0, же» 17. a) Discontinuidad esencial en x = -1,x 20, х = 1, 
b) Sup(f ) = Мах ) = 2, Inf(f ) = Min(f ) = -2; 18. a) Min(f ) = -1, Max(f ) = 1. 
b) Min(f) = 0, Max(f) = х, c) Min(f ) = 0, Max(f ) = 1/2. 





Incrementos y Tangente a una curva C 


1. -0.12; 2. 0.44722; 3. —0.3104; 4. 0.061208; 5. -0.0699, 6. 0.8325; 7. b 3; 
8.b-2-2; 9. 10x + y + 16 = 0, x- 10y + 4220; 10. 2х + y — 70, x - 2y + 4 = 0; 
11. 2x + Sy - 17 = 0, 5x - 2y + 30 = 0; 12. 2х - 3y +3 =0,3x + 2y - 15 = 0; 
13. x + 2y -21 = 0, 2x - y + 48 = 0; 14. llx - 4y + 12 = 0, 4x + 1ly - 170 = 0; 
15. 2х -у-4= 0, х + 2у - 2 = 0; 16. 3х-у-0,х-3у-10-0, 17. x+6y- 13=0, 
бх - у + 33 = 0; 18. lOr + y + 18 = 0; х - 10у + 22 = 0; 19. 2х - y - 2 = 0; 
20. 2х - у - 8 = 0, 10x - y- 32 = 0. 


Grupo 25) Derivada de una función еп un punto e 


1.607 -x c 1,18; 2:302 - 4): 3. 530: 4 LX. гэг» 














42x—3 J4— x? 
3х-2 1 2 
8,223 ХЭЭ. 6 асрар, _ 8-42}; 
4х-2 dax -2y (x-2) 
E 39 9, 12. .m-2 2/3]; 10:--1- Жүй: 
(3x+2) (2-3xy (1-2x) 
И. <= .xh 18-22 Rs 13:5::14.4: 150-019 





Jorn (x-- 1) 


16. No existe; 17. No existe; 18. -46/9 ; 19. 3/250; 20. 1/11; 21. 3x - y +4=0, 
3x-y-2=0; 22. 8x - y - 520; 23. 2x-y + I| =0, 2x + y 9 = 0; 24. бх - y - 9-0, 
2x + y+ 1 = 0; 25. 2 


26) Derivabilidad y continuidad V 


lox 37 х= E BS ТЕ ass 005 x3 6x21 LEx-z-cU Bel 
9.3224, b--7; 10, a = 8, b --9: MU. a =-12,b6=32: Mia = 2, 5 10605; 13. 1; 
14. /' (DD 2f(1)) .f (05. 15. L - bf'(a); 17. b) Si, c) ^6, -6, d) Si ; 18. b) Si, c) 4, И, 
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d) No; 19. b) No, c) 42/6. 4/14/14, d) No; 20. a) No, e) -1, -1, d) Si; 21. b) Si, 
с) e», 42 12, d) No; 22. b). Si, c) ее,4, d) No; 23. a) No derivable en x = -2, derivable 
en x= 2, b) Derivable en x = 2; 24. 10; 25. f (a) — a f (а); 27. f (0); 28. f (x,): 
29. а) 3, c) No; 30. n f (x: 31. 2n f (x); 33. FVFV: 35. f (0) 20. V n22 





Grupo 27) Reglas básicas de derivación a 





3 3 
1-х + 2х + бх - 5: 2. 4х (2 Vx? + Vx? ; иргэж a. (252) 
х 


х 


2 
5, x ж2х-3., 6x? -26x + 12; 7. (x - 19 (5x7 +2x +2); 8. 10х”- 24x* + 1217+2x - 3 


Дх 
00 0 рр 2 44x .32 2606 *x-2):13, 2 —. 
(3х+4) (x^ =a*) (a^ 4 x^y (x+) (x+1) 
2 
ES CAE A E Е ШЕ emu 
(х-1) (x^—2x43) (x —1) (x—1) 


19. 4x^ 12x41 - 20. Эх? AAK c Ax? 4 x—4 - 21. x? -x* +3x* 43x44) 
(2x +5) (х2 +1) (x^ +1)” 


22. 33 42x +27 +24х-5 .23,а-0,4-5 
2(x43) 


(Grupo 28) Regla de la potencia generalizada Фу 


Laa 2 2X 16x.4 A 4 (|, 1 1, 15x 
41 +5х? 45-2х 2-ЇХ-1 


х 
3 
5. (2х-1У (41x - 18) : 7. 7(82 Зх + Ay. 8, 2x? (8 - 198 (8 + 12 





(7x— 3)!" 
4 X 2abmnx" (a—bx" y" 
jo mr үйл om EE” NA ue 
uo Noe di Л+2х (1+3x)% (a— bx" ун" 
13: 224295 З = ПУ 0.344, 04-7 — зү 


хүүх) Qxe39^Gx-4)94! — (00937 


16. n(at x)—m(b- x) . 


| | 
AAA ТАТУГ2-.17,-------шшшшыш: 18..— 
(аж х)" (b 4 х)" 204 Vx) x- x? x! Ja? - x? 


„= О Lx E61 el 


3 3 a 
X х X 
19. —————.Ixl«lat; 20. ————,lxl»1al;21. —————,lxl»lai 
2 24312 ° , з з - 5 
NS =х) 4x! -a? 4x? - a? 


м 
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I үзэг ЯЬ еруу a —x A T. | 2e NI - x) 


1-8x . 21. Y - 28. ees | 29. 2X Зак 42a* 
“Т> а Al 21022127 











EA [uz Ex x(1— x?) (Qc -a)" 

30... 1+3 зр UI "Kptq)*(p-q)x]; за, 25 

(3x4) ^ (2 x4 Dj"* (141090 ] x^ 
32. £d lp: (pe De rgo dur] d S A 138 221 7-2, 
(I x) (+15) 27у (rds) 


36.  .ín-"m)-(ntm)» — . 35 jm . 38. 9/2: 39.-7/12 ; 40.-9/8 
(n4 т) nme ху? (1 Fx)" 
41. 303/4 ; 42.20; 43.-41/90: 44. 5/6; 45.8; 46.9/16: 47. -2/3 ; 48. —7/3; 
49. -7/12 ; 50. -74: 51. 2 (x + 1)? ; 52. 1342 ; 53.0 
-1,81Х «-2, 


54. үх) = 4 1,4-2«х«3 55. o (4.  o*to +4) rc». b)2f DIS) 


3. SUX x 3 


57. m = 3; 58. —7/3; 59. бх + 24у - 37 = 0; 60. x + y - 2 = 0; 61. —3/x? ; 62.4; 
63. m = 3; 64. т = 9; 65. т = 1/2 





29 ) La derivada de una función compuesta e inversa ь 


1. 3(x-8) . 2. — 6(3х-1) "ma. i іб х 


4 
3 , - A AA E E , 4. ——Y*—— 
(x-2) (Зх 9х0): (55-89 (x-2)! 4235 - 8-12 
5.= 11108 ; 6.8 ; 45.9: 8.—13» 9.26: 10.52; 11.26 4Х7-2 |: 12. 3 — 6/x: 


13. 4x - 10 35 ; 14. Ls T +): 15. 
(py 1-2 


16. 2х: 17.-1 ; 








I» 


18. - 254%. 19, y=2x ; 20. 48 =g (x)= [4s үг 
X 





(2x—1y dx dq JV dp JÀ df 
Ne: (a-1) (a D f (х) | aU 
De aquí: g'(x) = —— rrr => £' (0) = т 
: Ја gor . 24 pCO 1— af COT Ba 
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Siae «0,1» => a+! 31, luego g (0) 2 mg (0)2 f 0у:21. 6 ; 
а 


2-/а 
22. (х- 1) /J x! -2x ; 23.-3/4: 24. 64/3; 25. 4/(х?- 1)?; 26.m=1; 


27.2; 28.  .2**1 re R—-(.1,0), 3x 4 32y - 7-0; 29. 16/13 
B(x^ + х)? 


30. -9/10 y —42/25 ; 31. 4 


Derivadas de orden superior e 


1. 24 (4x + 1)%, x » -1/4; 2. 6x + 3(1- x)5, x 1; 3. 388 - х) (x - 255, x 35 2 











4 
a 6| Дээд S. WIS: 615/16: 7,4324 8-95 49 „йй. y 25. 
Ix | (a— bx b 81 
nl 
ТЕВЕ sl; M. 2n! rel : 12 AA шт 
(ех) (1— x)"*! (a— bx)" b 
i л n+l n-i 1-1 S 
] (n4 1)! 29 ; 14. (-1y л! 2 4 3 : 15. (—1) лс (ad—bc) 
(2-3x) (2x-3)"! (х-2У" (c xd)" 
16. D'n! [вже ac-b ]; 10, [Sr „Эй il 
2c (xp) (x c)" X (I— x) 
" | | 95 1(-1)/77 198 n! (-1)" 
MED ШЕ ri MIN үнгэ иг »2 
( ) m m | (х-4ү” (х= п 


n+l n nl 
20. 4 n! ос Ma ues 5 21. (-1)" n! c S ИГЕ Үнээ 
(x+2) (х-2) (2x+3) (x—1) 


a ZA A Ui Е 2 ч 1 i) 2222 л 
22. ( 1) des GEN" + cy , 23. zl y * wm 


эд, (CD^*1.4.7...(8n- S)8n* 2x) и»2: 25.a) п! (281 +(-1)] 
3701 хун 3 





2n-3)! 2n! . nik" . Бэй" E. 2 
yt 1: сус үү 201: 27. К.р а= 3 b=3,0=1 
amet n » ( 1) а" (1 =: kx)" 


эз. 3x8-21x ) . 34, 3/4 y —5/4; 35.а) X -On -Dx (п) "х х 
(5% e i (х-1У 


36. а) E 38. a) x D" f (x) + n D! f (x), b) (х2- 1)D"f(0)+2nxD""f (x) + 
арб З 
n(n - 1) р"? ў (х), n22 


n 
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40. (y ME ES D (3x—-2) 9 (3y*- 4. (- үүн: E35-—0n З) т сон 11544. ke: 


(п — 1)! 2" хт? 





45.E-0 : 46. a [EY EA] :47.-6| f (х). 
т 


1 (m—cxy*' (m+ex)"” 


3rupo 31 ) Derivación implicita : 


p 44—33943.. 4. — x 42». 3. x^ *2xy. 4. b y- ax”. -5 25"-3х7-3у 














3х-2у 0 2x+5y Cty сү Бх 6xy-2y 
gd y Qy xy «1 T m x (4433) ” 153+ 4х. ху 9. 3х7-4у 
x (Ay [ху + 1) a y 15x+6y Jay 4х—3у? 
аг. 3 З 2 8. Ред 
10. e їй; = 12. _ ЗХУУРУ „суа, ER -,-3/5 5 
|-3ху-44у 257 3xy- x* y(v-2x) 
14. 2x/xy - y 31. СЭ ay-3x* e" : 16. x (4 xy -3y) 3y) Die 17. Iy — y" 
2y dy x 12, a(6y-x) 5 x^ xt€8yJxy C 8 y(2x-3y) ' 
18, YA р сай, ER 2835, A 9. 
х? —-4xy 42)! ay? (ax—- y^y (х+у+ 1) 





AN х | a? т b? — ас 4 2y = a’ 
22. у'=0; a i 26-56: 26.0. 
хў (bx— су) X 4y 


28. 27 : 30m у(х - Ху) + xy - уь) = 0: 33. 4€ + 2y*= р? 








32 ) Derivadas de las funciones trigonométricas 





1. Cos 2x ; 2. x Sen 2b + Cos 2b: 3. 2Cos' 2x; 5. 2 (1 + Cos 2x); 
4. -3 Tg? x Sec? x Sen (2 Те‘ x). Cos[Cos (Tg x). x+1/3+kr5,ke 2; 


2 
64TgxSe?x; 7. 7608Х ; 8  * . — 1 StlseTetx: 
(4+3Senxy (Cos x+x8enx) 
10. "Б x*+kr,ke Z; 11.5 Cos? 5x; 12. n (Sen ху"! Cos (n+1) х 


3 Sen" x 3 Cotg X 


13. n (Cos x)"' Cosín + 1) x; 14. —n (Cos ху" Sen (n 1 )x; 15. 2 Sec? 2x 


n-l 1 
16. mn(Sen nx) Cos (m—n)x - 17, 2 Sec? 2x Sen(Tg 2x) . Cos[Cos (Те 2x)] 
(Cos тх)" 
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18. - ¿Sen 2x Cos 2x, x z 1/2, donde А = Sen (Cos? x) Cos (Sen? x) 


3 18(3х72) «єсгүэх/2), х 2/3 кл + п/3; 24. Ut Sen 2х) Cos 2x -1 





` 217Tg(3x/2)I [+ Sen 2x 
3 4 
20. 9 4 Sen? A Cos A, А = (222) + 3x; 22. Cos 2x Cosec? x 
х-1) x— 


23. Cosec? x Sec*x; 24. Sec? 4x; 25. Sen? (x/5); 26. — Cotg^ x; 27. x Sen! x; 28. -Sen^ x; 


30. Cos 64x; 31. Cos y — Соѕ(х+у). 32, _ У Cos x + Sen(x * y) . 
x Sen y t Cos(x + y) Sen x+Seníx+ y) 


зэ, EAN ARE ua. шта 


A bee залж Г 
х Cos(xy)+3y* —Sec* (x+y) 24 x^ + y Sen A 


bol у Ja? +y? ) Sen A RUPES 
35. = AA E д, : А = x+y +1 ху! 
| ху! de +y + y (хунх? Je + уг) SenA 
36 у= x Sen(x* + y*)Cos[Cos(x* + y? )] 
1—-2xy -2y Sen( x^ + у?) Cos[Cos(x^ Фу | 
33 [xl x ye (х у) Ja + y? ] Sen A 
Ix — yl Jx? +y х= (х x + у? ]Sen А | 
38. х(у? Мх? +y? )—1ху! Seny х? +y* 
хэс х? + y? + ySend x? +y’ )-x! y x! 4 y? 


э. | ваз |2100) Cos Зх; 40. 81 Cos Зх; 


A=W4x*+y* +lx— yl 


(1 3 үес (1-3ху"” 


41. 2% (-x? - Sen 2x + 50x Cosx + 1225/2 Sen 2x}; 42. —2* Sen 2x – 2'* Sen 4х + 2*.3'" 
Sen 6х; 43. Use la fórmula de Leibniz para calcular y", luego: у= -(x?- 1) Sen х + 60x 


Cos х + 870 Sen x; 44. (1 - x?) Cos(x + xn/2) — 2n x Соѕ|х + (=) п-п (п - 1) 


– 2 
Соѕ [х + (52): 45. 2"! Cos (2x + nn/2) ; 46. (Sugerencia: Sen Зх = 3 Sen x - 4 


Sen? х), 3/4 Sen (х + 1/2) - 3"/4 Sen (3x + 13/2); 47. (Sugerencia: Cos Зх = 4Cos' x - 
3Cos x), 3/4 Cos (x + nn/2) + 3"/4 Cos (3x + лп/2) ; 48. 1/2 (a - b)" Cos [(a - b)x + 
nn/2] — 1/2 (a + b)" Cos [(a + b)x + nn/2]; 49. 1/2 (a - by" Cos[(a - b)x + nn/2] + 
1/2 (a + b)" Cos [(a + b)x + xn/2]; 50. 1/2 (a - b)" Sen[(a - b)x + лп /2] + 1/2 (a + b)" 
Sen[(a + Бэх + tn/2]; 51. 1/2 b" Cos (bx + t»/2) – 1/4 (2a-b)" Cos ((2а- Бух +1n/2] - 1/ 
4 (2a+b)" Cos [(2a + b)x + tn/2]; 52. a" x Cos (ax + ла/2) + па"! Sen (ax + rn/2) ; 
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53. a” [x — ша Sen (ax + лп/2) — 2n а"! Sen (a x + tn/2) 


a 
2 

54. а" x Sen (ax + пп/п) - n а"! Cos (ах + 1/2); 55. Ber es х= 
251 Sen(2x +» п) © 

60. а) Lun. (chm + Sen(x E ny 

7(x-4)y"! 5(х-3У”7 2 
рул Ж n*l ! 
b) Sen[x+(n+1) 1/2] + 2"! Sen(2x + лп /2) + MED Р? n22 


(x-2)"  (x-D"" "^ 
62.1; 63. 1/2; 64. 2/1 ; 65.0; 66. a = 2/3, = -1/3; 67. a) Si, b) No; 68. Probar que 
Ро) = 0 5 р(х) = К, V x e IR. En particular, si x= 1/3 > k = 3/4 














2(Sen^x —x Sen2x 
пез) 0, 6y QUE хел ду) „у 6 
x 
Grupo 33 ) Derivación de las funciones trigonométricas inversas 

3 

2 [a-x OS X | 
1.2% Ixi<a; 2. JY 3.1---: д. С л 58, 5 

qe 4+x ax ICos xl 1-х 

6. 2/4-х),1х1«2: 7... X агсСовх,ЇхЇс«1, 8. Sen x t Cosx 





9, 1 , ]|-* ,xe «0,2»; 10, arc Sen 
l+ х? ох х2 +x 


,x20; H. 1, x 1/4 + Кп 








4 5 
12, tx pq ЭХ... 44 Lo хїї ү 


| x^ (1+) ' 241= х? Jax- х? 
! 2x(Cos х t Senx^) 


———- 4 
252, E . — m. 
I ED y Sen(2x?) ley Mea? 


19. 2x [Sgn(Cos х?) + Sgn(Sen ХЭ), 1х1ж kn/2, ke Z; 20. 


T m ERR 


$43 Cosx ! 2Ш2--2---16182, 23. 


.x € <0, а> 


16. -18 Ixl«1 


CUN вт 
5+3 Cos x 


а р ' omm 


a+b Соѕх’ "b+aCosx 





25. arc Sen 2x ; 36... I SE ы 5 A 1 0«х«к 
I4 x* 5+4 Cosx 2 
291 pp 249 .31._JOx+Y; зд х 


ах? & bxc P4 a. x(x * 2y) 2 
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32. ZHVI- +I) O 20 22) эд, DEKH, 
x+ y+ xa [1-(x+ y) (1 x^)2y! -2xy- x? +2) ёх-у Г + y? 


3% DONCI -IO A- *Y) эу_____ зо 


КУР yt | 
-1 4ху + Sen у! /ЇС/ху +5епу)*—1; 38. YU) 039, ——:; 
a y + Sen y | (xy +Sen y) “зу 3 XE COSI 


Сех ty) 


2 
40. [42 х2 ,1хіх<а; 41. (arcSenx),Ixl«1; 42. ——* ~ ~ ,1х-у1«//7, 


J1-2x- x? 


4 Da. ад ах X хе [0, а>; 45.2х; 46.0, 47. osx. 
5+4 Соѕх а-х (a+b Cos х)? 


в 5 400  2х ай - Al), A сэргий чий 
10--8 Senx (1+ xy y (a^ +x yY (а —x*y 





q ? 


2 
53. (1-m)$Sen2x  . sq — a _ . 55, т/4 56. 7/26; 57. 1/6; 58. n 
(Cos? x + п: Sen xy 2(а+ х)/х 


60.а)К-1/2, b) К= п/2, с) К= 0; 61. К= 0 








AAA 


¡Grupo 34 ) Derivación de las funciones logarítmicas i 






EIU M х # 0; 3. 
x Ln x Ln(Ln х) x (1- x^ y ay" =; 


4. Ln (x+ Vx? 41 ); 5. Jx +а? 0% l Matador 2.28 
a— bx* х741-х” 


8. -Sec x, x + 1/2 (2k - 1) п, Кє Z; 9.Secx,Ix-2kml«m/'2,ke 7, 


xi» 2/3 








10. Cos х Qex.2knem ke Z; 11... Ї#^,х 20; 135 X 
Sentx х" TES 
DR xd x Ln(1/x) 
12. (x En хуйх x Ln(1/ xt 1n 1/ х): 14 2 Sen (En x), x 20 





2 2 
15.Senx.Ln(Tgx)O«x-2km«m2,ke 2; 16. —2 *^ — 
(xax  *b^) 


17. XX x>]; 18. E 19. 5 — 
(x^ гу (=x y” 1+2 Sen х 
20. _ are CO*X 0«1х1с1, 21. 2 ,1х1«1:22. Li? (x & J14 x? ) 


X (1- x?^)1- ax?) 
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23.-2 Cos x arc Tg (Sen х); 24. _,x%-1525. 1 ,1x1%1 























l+x 1+ x 
x^ 
| | 
26. SAXI1/425:23,— — A € 1:28. : 
Tw. ї+х° (1- хумх” 314-х7 
29, Moa TO 1х1«1: 30. eS z | are Te x 33. (1 + x2)? 
X 1— 





| | вх Y fi-x 
31. ————— ,0«Ixl«1; 32. „х 1# 1; 34. 
(х* иг 1-х x rcx 








35у БЫН Эсэн 0-2 сүр эргэ! 
ax +x Sen x Cos (A Sen х) x*-a 
3 ЕЭ 
y. 2 Ma айу ар, CAPA, 11 
(14-8х ) (x+2) (х--3) 
42. (67х"-322х-331їх-41). - 43. I-x—a* - 44. 54 -36x+4x*+2x* 
20(х-2) (х-3)7 x(1— x*) 3x(1— x)(9— x?) 
45. ——— ; 46. y(S Tg 4x + 6 Cotg 2x - 3 Cosec 4x); 
Lx? 
47, X 334€ *36x*10——— | да (57x - 32 х+361)0х+1) Vx-2 . 
(Мах 1) G/Ox2). (x? 41)? 20(x - 2)(x -3)(x - 3^ 


49. 50. (1n $ 40). х > 0; 


y . 
J1- x? [(arc Sen х)? —1] | 


п o. 
51, $| | Jis даж. B) = ‚ 5з. AAA n>4: 


ü s 41--Соё х | d y ie 


54. (n-1)! ; 55. у" = I/x? [f " (Ln x) - f ' (Ln x)], y "= Их" [f"(Ln x} ЗЕ" i х)+2 f (In x)] 





2x y 2x? y 2 
56, vault e У AA y 4- 2x1 - v? 
AUT Mery 4 2: 





70.35.) Derivación de las funciones exponenciales © 





1. 3(1 + х2) e -**1, 2,(14+2Lnx)e”; 3. 13 е Соѕ Зх; 4. x^ e; S. x2 een 
Xx 


6. Уа? +p? e” Sen bx; 7. e [1+ e (E е )]; 8. ах“ аха! Ln a +a” а" Ln? a; 


9. 1-х"(1-1 х) вх". x" (1 + Ln x + Ln? x), x >0; 10. x*' x* (1 +a Ln х)+ ах. x” 
x 


760 Respuestas a ejercicios propuestos 











(!lsLna.Lnx) + x*.a"(IxLnx) Lna. x 50; 11. 5211: 12, 1+ Di х) (Ln yos 
х e^ +1 Х 
жо» О s b IX — MNA : 14. (1 + a?) e" Sen x 385 EI E LIEN 
ye" +4е* +1 € +e 
y? 2 
x y| Tg (ху)4-8ес(ху)| Sec( xy) - y" En y x [е + Бес (х жу? | ‚же 2 
xy"! — хЅес(ху)| Те(ху)+5ес(ху)| ' е" + Sec? (x! 4 y?) | Миш” 
2m m arc Senx E 4а?" Їла 5 
19. e [Cos(m arc Senx)],|x|«1; 20. — —3,.4 arc Cotg(a * ),a»0; 21. 1. 
fi-x? (la^) 
1, 0; 22. y" = e"f"(e") + e" f(e"), y” e" (ех) +3 e” f" (e) + ех f(e”); 
x+y a 2G * y) 





23. y = 24. a) 2% e” (12+20x +95), b) -4 e* Cosx 


xy" (xa-yY 
26. a) (-1) e * [x?-2(n- D)x +(п-1)(п-2)]. c) 2^? ех Sen [xen(z/4)] 


xI- E. n(n—l)....(n—k-1) » 
b) € e cnt MIT | d) e” [a" Р(х) + (.) a"! P'(x) +... P"(x)] 
&=1 


28. n(n-1) a”? 


ро 36 ) Algunos problemas sobre la tangente & 





1. х *2y -820,2x-y-120;2. 3x + 3y.- 120, 5x - 3y - 13 = 0; 3. 3IEx-- 12y = 224, 
12x + 31y = 158; 4. 2x + Sy = 7а, 5x - 2y = 3a; 5. 5x - By = 12, 8x + Sy = 37; 
6.2x+y=6,x-2y+2=0;7. х + 2y = 40, 2x - y = 30; 8. 10x + 8y = 13, 4x - Sy + 3 = 0; 
9 5х + бу = 13, бх + Sy + 21 = 0; 10. 5x - 2y = 2, 2x + 5y = 24; 11. Y: 4x - Sy + 1=06 
14х + 2у = 13, &: 5x + 4y = 9 óx - 14у = 15; 12. х - у= 1, х + y 3; 13. 3х-у-4-0, 
х - 3у + 2 = 0; 14. Зх-у= 2, х + Зу = 4; 15. х-у+2 = 0, x c Зу = 4; 16. 4лх - 2у +2 - п = 0), 
4х + 81ty = | + 8n; 17. х - у = 1, Зх - Зу + 13 = 0; 18..3x - y - 2 = 0, 9х - Зу + 22 = 0; 
19. x+ y- 1 = 0, Зх + Зу + 1 = 0; 20. бх - Зу + 4 = 0, 2х - y = 0; 21. х - 2y = 0, 2х - у = 0; 
22 х- Y +3 =005X ў 1I 20; 23. TH: (3/5, 5у:1(3/5,7/5у::24. EH.: (83, +1), 
ТУ: (45, 8375), 25. TH.: (212, 43), TW: ($15, 12/5); 26. "LH: (512, 413 
T.V: (+13, +12/13); 27. TH: (+5/13, +13), TV: (+1, +5); 28 T.H.(0, 2), TV: (+1, 0); 
29. TH: (2,3 V2 72), (8,0); 30. T.H: (4/3, 16 43/3); TV: (0, 0): 31. x +4 J6y - 5 = 0; 
32. (3 + 24/3 )x + y - (5+ 243) = 0; 33. 2 (6 + J30)x - y - (30 + 4430) = 0; 
34. x + 4y - 11 20, 11x + dy - 1 20; 35. x + 2y =3, Зх - 2y + 15 = 0; 36. Зх - 2y = 5, 
7x - 6y 221; 37. 2x + y = 12; 14x + y 260; 38. x + y -2=0, 9x- 191у = 218; 39. 11x + 4y= 1; 
x + 4y = 11; 40. 4x - y = 3, 2x + y = 6; 41. 45°; 42. arc Tg(2)= 63226”, 43. 90°; 
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44. arc То( 12/5) = 67° 23, 45. arc Ty(1/2) = 26? 34"; 46. arc Tg(4/3) = 53^ 8, 47. 45°; 
48. 45°; 49. a) 242. b) 2; 50. a) P,(0. 0), Tg Ө =1/3, РІ, e), Te Ө = e (1 + 6 е2)"; 
b) Р,(0, 0), Tg Ө 51; PX(L He), ТЕ Ө = Мез SE. + y = 0; 52. a) Rx +2y — Эл, 


4x -2ny = 2 - m, b) 2лк + dy +T -4 = 0, 2x -ny & n- 1 =0;с)у = zd 243 +3) 


| 
(x - 29+ 30 + 4/3), у = G- 24/3) - 2) + (7 + 443), d 4к- ey л 5-0, 
еїх +4 еу + e*-4=0; 53. А-3,В8--6,С-6,0-1-3:54.а-43,Ы5-2,с-1, 


55. 7 6 58/3; 59. 12x - y =0,k=3; 60. 3x - y = 2, х + Зу = 4. 1/3, 3, 10/3, JIO; 
61. a) Su? . b) 4542. 62. а) 45 u?, b) 39/4 u?; 63. О(-1, 0); 64. 2х + y- 12 0; 
65. x - 13у + 16 = 0; 66. 2х + y - 4-0; 67. 2х + Зу - 1 = 0 

68. a) Puntos de intersección: А (0, 0), B(a--m. m"(am)). Cla-m, m(a-m)). Rectas tan- 
gentes: &: у= ах, #,:у - m(a + т) = т (24+ Зт) (х-а- m), 44; y-m(a-m)- m(3m 
- 2а) (x -a + m), b) Puntos de intersección: Р(-2а, 2а),О(-20), -8m*- 8am?^- 2а?т), 
R(2m, 8m* - 2am*+ 2a^m), Entonces: тро Ат? + a = Mop 


La derivada сото razón de variación y movimiento rectilíneo C 





2.4) 2.5 meses, b) 50 roedcres por mes; 4. 26.545 pies/seg; 5. a) 369,000 focos por incre- 
mento de un centavo en el precio, b) 363,000 focos por incremento de un centavo en cl 
precio; 6. v = 0 (toque suave) cuando t = 2seg; 7. a) 7millares/ ano, b) 7.3 millares por 
año; 8. a) t < -1, movimiento а la derecha, -1 < t < 2,movimiento a la izquierda, 1» 2, 


moviemiento a la derecha. Cambia la dirección cuando t = -I y t2 2, Ь)1с«-1,/5, 
movimiento a la izquierda, - 1 -45 <t<-1+ 45 . movimiento a la derecha, t>-1 + 45. 


movir':ento a la izquierda. Cambio de dirección cuando t = -1 — 45 yt=-1+yv5, 
c)t<-1, movimiento a la izquierda, -1 < t< |, movimiento a la derecha t > |, movimiento 
a la izquierda. Cambia de dirección cuando 1 = +1; 9. a) (20 t, + 24) pies/seg, b) 6/5; 
10. a) t = 3, t = 8, b) cuando t = 3, v = - 15, el objeto se está moviendo а la izquierda, 


cuando t = 8 y v = 40 el objeto se está moviendo a la derecha; 11. -80./6 pies/ seg; 
12. 740 pies 13. a) Después de 3 segundos, b) 96 pies/seg; 14. a) 32 pies/min, b) 128 pies 
c) 32 pies/seg, d) 96 pies/seg; 15. a) 10 seg; b) —160 pies/seg, c) 5 seg., d) 400 pies 


38) Razones de variación relacionales 


1. 4/5n = 0.25465 pies/seg; 2. 327/125 m/h; 3. 6 pies/seg; 4. 384 millas/h; 
5. 400/9 pies/seg; 6. Aumenta a razón de 16л cm"/seg; 7. 6.000 millas/h; 8. Están más 





próximas cuando t = 12 min y la distancia entre ellos es 32/13 millas; 9. 1/1627 


pies/seg; 10. 1/30 pies/seg; 11. —5 43/3, 5453/3 u/seg; 12. 4u/seg y 12 u?/seg; 
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13. a) 16 m/min, b) 42m/min, c) (x - 3) + y? = 64/3; 14. 1/8 pies/min ; 15. 0.015 ріеѕ/тіп; 


16. (201/3143 +4) cm?/seg; 17. 268/9 u?/seg. ; 18. a) disminuía 2.8 millas/h, b) aumen- 
taba 8.73 millas/h, c) a las 3h 17 min PM; 19. c = (1 + 64л)т /seg.; 20. 102 km/h; 


21. 60 rad./h; 22. 4/15 rad/seg.; 23. 0.15 rad/min; 24. a) п/ 4/39 cm/seg, b) 57/6 
co/seg; 25. - 4m/seg; 26. A partir de t = 15 seg; 27. 0.078 rad/seg.; 28. а) 120 rad/h; 
29. 8 m/seg ; 30. 512/ 625 n = 0.26 pulg/seg. 





39 ) Diferenciales i» 


1. 0.0004; 2. 0.0003; 3. 0.000901; 4. —0.00132; 5. —0.101992; 6. 0.0002; 7. -0.04; 
8. 0.0004; 9. 0.625; 10. 0.00002; 11. a) 6.75 рир", b) 0.3 pulg? ; 12. 57/4 pule*; 
13. 2.7 96: 14. a) As — 6717/2 cm?, ds = 1002/3 cm. c) As 2 ds = -125 TAIR cm?; 
16.e < | %; 18. m= 3, n= 5; I9. un error de 5/24 cm; 20. a) L = Im, b) dt = 0.00153 seg, 


с) -2 min 12 seg; 22. 980 m/seg?, 0.022, 0.07 % ; 23. 150 m; 24. 10 J3/m cm; 
25. dv = 7.54 cm”, e, = 6%; 26. Hay que alargarlo 2.23 cm: 27. a) aumentará 104.7 cm”, 
b) disminuirá 43.6 cm”; 28. a) e, = с, b) e, = 2 ет; 30. a) x > 2500, b) х > 625; 
29. dL = 0.00627; 31. a) 2.25, b) 5.833, c) 10.9546; 33. -4.99: 34. 26.958; 35. 0.75125 
36. 0.93; 37. 2.007; 38. 3.92, 39. 3.9766; 40. 0.049; 41. 9.2 ; 42. 0.93: 43. 1.9875; 
44. 1.5875; 45. 7.03314; 46. 0.205; 47. 1.00201; 48. 0.5078 ; 49. 3.99688; 50. 0.357037; 
51. 5.19; 52.20.143; 53. 28.2, 54. 3.79, 55. 0.8835; 56. 0.4849; 57. 0.8573; 58, 0.5302 
59. 0.4849; 60. 0.5151; 61. 0.9651; 62. 1.0019; 63. 0.868643; 64. —0.8747; 65. 0.982547; 











2 А 
66. 0.866461; 67. 0.57; 68. 0.795; 69. 0.770; 70. 0.52164; 71. - ———^©——: 
(х-3):(2х-3) 
А 3 
тэ, 28-10 на, 1, 34.4, 15. 1245. 96400 4879. _ Ра. 
(х= 12 (x—1y 8x Mx 
гах" P 100 
79. > - x x 1,78.—1024 (x Cos 2x + 5 Sen 2x)dx ^; 80. 127"B692-0dx" | 
(1— x) 2964 ху! Jr x 


Nota п! denota el producto de los números naturales que no son superiores a n y 
tienen la misma paridad que éste, o sea: 1971! = 1.3.5.7.....197 


“тү”?! t n-i ЭР —] ? ! n 
в. CD ate (ай) Уунд, ap t, за 
(сх+ 4) х (1— x) 


LIS. (Ln —- 1) a 
(1-2x)"*'* 
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rupo 40 ) Máximos y mínimos & 


1. a) Min(1,-1), Max(-1,3); b) Max(3,3); c) Min (1,- 1); d) Min (-1,1), Max (3,3) 
2. a) Min (1,0), Max(3,2); b) Min (1,0); c) Min (1,0), Мах (3,2); d) Max (3,2) 
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3. a) Min (+2,0), Max(0,2); b) Min (-2.0); с) Max (0,2); d) Min (1, 43) 

4. a) Min (-2.0). Max (-4,144); b) Min (2.0). Max (4,144), c) Min (2,0), Мах (3. 25) 
d) Max (-3, 25), Min (2,0); 5. Min (-3, -46), Max (-1,-10); 6. Min (1, -5). Max (4,76); 
7. Min (-1, -4) y (2, -4), Мах (0.0) у (3,0); 8. Min (0,0), Max (0,-1/2): 9. Min (-1,1), 


Мах (2, !à); 10. Min (2,-7). Max (-5.0): 11. Min (- 1.0), Max (1.14), 12. Min (-5,-3), 
Max (3,1); 13. Min (4,1), Max (0,5); 14. Max (0,4), Min (+2, 0); 15. Min (3,-22), 
Max (-1,10); 16. Min (7/3, 5), Мах (5,13); 17. Мах (+2,4), Min (+1,2); 18. Max (1.5) y 


(4.5). Min (2,4): 19. Max (372. 3/3/16 ), Min (3, -3); 20. Max (1/3 243 19). Min (4, -6); 
21. Max (2,13), Min (0.1), Min (4,1); 22. Max (0,3) y (4,3), Min (2, -9); 23. Max (1,2), 
Min (5, -54) ; 24. Max (4,.2.817), Min (4/5. -1.4225); 25. No hay extremos, la función 
presenta una discontinuidad en x = -1 є [-2, 2]; 26. Max (-1, 3), 27. (3/4, 15/8). 





El teorema del valor medio y sus aplicaciones 





Lc-2Xe-20£4755. с = 43/3:4.с--1,0, BSOS 2:0:0::3/4/1 7, С= 4/9: 


8. No satisface; 9. с = -1 + 4/10; 10. c= -1, 2; И. 1-1, 0], c = 173 (1- 413, (0, 21, 
с = 13 (14 Ty 12. [-1, 3], с--2 + /5: 13. [-1, 3). € — 5/3; 14. [-2, 1]. 
c= 1/3 (2 - J19). (1. 3], c = 1/3 (2  J19); 15. f no es continua en x = 2 e (0, 4]; 


16. [0.4], c = -24 2 43; 17. [-2. 2], c = 2/3; 18. [-2. 3}, c = 2/5; 19. [-1, 0], c = -0.5756, 
[0,1], c= 0:9756; 20. {О 1/61- e = 1/2 are Sen (31/2); 21.63: 22:0 — TIS; 23.02: 


24. c 20, 1/2, 1; 25. c = 1/3 (2+ 4/10); 26.с=6- 4/5 ; 27. с= 1; 28.с= 2; 29. c- 7- J'5 ; 


30. c = -4 + 2 46: ЭТ. 0— IL; 32, € — -], 5/4, 4; 35; 6 ==1545: 34. х= xA. 1/2: 
63. f (x) = -2 Cos’ x + x - 5х + 3 





El criterio de la primera derivada | te 


1. x = 0, 4, creciente: <-œ, 0> U <4, oo», decreciente: «0. 4», Max (0, 15), Min (4, -17) 
2. x = 0, 3/2, creciente: «3/2, oo», decreciente: <-со, 3/2>; 3. x = -1, 1, creciente: 
<-%, -l> U <1, eo», decreciente; «-1, Ї», Max (-1, 4/5), Min (I. -4/5); 4. x = -2, 0, 2. 
creciente; «-2, 0» U «2, +09>, decreciente: <-оо, -2> U <0, 2», Min (-2, -6) y (2, -6), Max 
(О, 10); 5S. x 2-1, 1, 2, creciente: «-1, 1> \) «2, «eo», decreciente en «-eo, - [> u «I, 2», 
Мах (1, 15), Min El, -17) y (2, 10) ; 6. x = -2, -1, 1, 2, creciente: <-со, -2> U «-], |> 
U «2, tco», decreciente: «-2, -1> U «I, 2». Max(-2, -6) y (1, 48), Min (-1, -28) y (2, 26); 
7. x 2 -2, -112, 1 creciente en <-2, - 1/2» U «1, +09>, decreciente en «-o5,-2» U «- 1/2, 1», 
Min (-2, 0) y (1, 0), Max (-1/2, 81/16); 8. x = -1, 0, 1, creciente en “-оо,-1» O <l, +>, 
decreciente en «- 1, 0» U «0, 1», Max (-1, 2). Min (1, -2); 9. x = -2, 0, 2, creciente en 
«-2, 0» U <2,+о >, decreciente en К-со,-2 > u «0, 2», Max (0,7) Min (-2, -9) y (2, -9); 
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10. x = -1, 0, 2, creciente en «-1, 0» U «2, «со», decreciente en <-0s, -1 > U «0, 2», 
Max (0,8), Min (-1, 3) y (2, -24); 11. х = -2, 0, 2, creciente en «-ео, -2> U «2, +00>, 
decreciente en «-2, 2», Max (-2, 64), Min (2, -64); 12. x= +1, +2, decreciente en 
«-oo, -2> U <-1, 1>, decreciente en <-2,-1> u «1, 2» , Max(-2, -16) y (2, 16), 
Min (-1, -38) y (2,16); 13. Sin extremos relativos, creciente V x e Dom (f); 1d. х = 1, 
3, decreciente en «-eo, 3», creciente en «3, +œ>. En x = 1 no existe extremos, 


Min (3, 181); 15. x = 0, + ./2, creciente en «-eo, -/2» U «0, 4/2 >, decreciente en 


«-42 ,0» U «42, += >, Max (*42 , 16), Min (0, 0); 16. x = 0, |, creciente en «-eo, 1>, 
decreciente en <l, +ео>, Max (1, 3); 17. х = 3/5, 1, creciente en «-ee, 3/5» U «1, +00>, 
decreciente en «3/5, 1», Max (3/5, 0.3257), Min(l, 0); 18. x = -2, 0, 2, creciente en 


«-2, 0» U «2, co», decreciente en «-eo, -2> U 40, 2», Max (0, 0), Min(-2, -12 V4) y 
(2, -2 3/4); 19. x = О, 2/3, 2, creciente en «-2, 0» U «2, +00>, decreciente en (2/3, 2), 
Min (2, 0); Max (2/3, 2 3/4 13), 20. x = -1, 1, 2, creciente en «-eo,- 1» U «1, +00>, decre- 
ciente en (-1, 1), Max(-1, 0), Min(1, -3/4 ); 21. x = a/4, a/3, a/2, creciente en «-ee, a/3> 


U «a/2, +œ>, decreciente en <a/3, a/2>, Max (a/3, a/3), Min (4/2, 0); 22. x = 1, 3/2, 3, 
creciente en «1, 3/2» U «3, +00>, decreciente en «-ee, 1» U «3/2, 3», Min (1, 0) y (3, 0), 


Max(3/2, 9 V2 /8); 23. x = - 1,3, creciente en «-eo,- 1> U «3, eo», decreciente en «-], 3», 
Max (-1, 1/2), Min (3, -1/5); 24. x = -4,0, decreciente en «-ee, -4 > U «0, «оо», creciente 
en «-4, 0», Max (0, 1/2), Min (-4, 1/6) ; 25. x = -2, 2, creciente en <-0o, -2> U «2, eo», 
decreciente en «-2, 2», Max (-2, 3/2), Min (2, 5/6), A.H; y = 1; 26. x=-1, 1, creciente en 
«-], 1>, decreciente en «-ео, -1> U «1, +оо >, Max (1, 3, Min El, 1/3), AH: y = 1; 
27. x= -1, 1, creciente en «-сс, -l> UY <l,+02>, decreciente en <-1, 1», Max(-1, 3), 
Min(I, 1/3, А.Н: y = 1; 28. x = 0, 2, creciente en «0, 2», decreciente en «-eo, 0 > U 
«2, «өө», Max(2, 1/2), Min(0, -1/2); 29. x = -2, O, creciente en «-es, -2> U «0,9», 
decreciente en <-2, 0>, Max(-2, 5), Min(0, 1); 30. x = -5, -4, -1, creciente en «-es, -5> 
U «-4,-1», decreciente en <-5, -4 > U «-1, +œ>, Max (-5, 4) y (-1, 12), Min (-4, 3); 
31. Dom(f) = [-12, +0e0>; x = -12, -7, -3, 0, creciente en <-12, -7> U <-3, 0», decreciente 
en «-7, -3> U <0, +02>, Max(-7, 5) у (0, 12), Min(-3, 3); 32. x = -1, 0, 2, creciente en 
«-eo, -]» U «0, 2», decreciente cn <-1, 0» U «2, +0 >, Мах(-1, 2) y (2, 5), Min (0, 1); 
33. x = 0, 3, sin extremos relativos, la función es monótona no creciente V х e Dom(f ); 
34. х = 6, 8, 10, creciente en «-со, б> U «8, 10», decreciente en <6, 8» U «10, +00>, 
Max (6, О) y (10, 0), Min (8, -2); 35. x = -9, -7, -4, O, 1, 2, creciente en <-9, -7> 
U «-4, 0» U «2, too» decreciente en <-0,-9> U <-7, -4> U «0, 2», Mínimos: (-9, -8), 
(-4, -5) y (2, 7) Máximos: (-7, -4) y (0, -3); 36. Dom(f ) = <-o, 17], x = -5, -3, -1, 7, 17, 
creciente en <-оо, -5> U -1, 7», decreciente en «-5, -3> U «-3, -1> u «7, 17», 
Мах (-5, 12) y (7, 10), Min (-1, б); 37. a = -1/2, b = 3/2, c = d = 0; 38. a = -10/9, 
b = 100/9; 39. а = -9/25, b = 18/5, c = 3; 40. Decreciente en <-оо, -3> U «-1/3. I» 
creciente en <-3, -1/3» U «1, «e», Max (-1/3, 8 5173/3), Min (-3,0); 41. a = -2, 
b= 9, c= -12, d = 7; 42. f(x) = ax*- 2ax?, V a e 2; 44. f (x) = -2x* + 32x + 12x +2, 
Max (2, 22), Min (-1,-5); 45. 31 de Mayo; 46. a = 2, es máximo; 47. x = 1/3, 
51/3, decreciente en «0, л/3> u <57/3, 271», creciente en «7/3, 57/3» 
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Min E a] Max E mob) 48. x = 1/6. 57/6. creciente en «0, л/б> 
Sr 3 


12 6” 12 
49. x = 1/4. 3n/4, 5n/4, 77/4, creciente en <0, 7/4 > U <3x/4, 57/4» u «271/4, 2n»; 
decreciente en <7/4.` 31/4» х) «5174, 77/4 >. Мах(л/4. 1/2) y (5n/4, 1/2), Min (31/4. 
-1/2) y (71/4, -1/2); 50. x = 1/3, n, 51/3, creciente en «1/3, 51/3», Max (1/3, 343/4), 
Min (57/3, -343 14 ); S5SL.x=0, 1/4, 1/2, n, 57/4, 31/2, 2n, creciente en «274, 1/2» U 
«m, 5п/4) U «31/2, 21»; decreciente en «0, 1/4» U «1/2, п> U «S14, 31/2», Máximos: 


(0, 1). (1/2, 1), (51/4, - 422) y (21,1), Mínimos: (1/4, 4/2 /2), (m, -1) y (3172, -1); 
52. x = 0, 1/6, 1/2, 51/6. 31/2, 2n, creciente en «0, л/б> U «1/2, 51/6» U «31/2, 21», 
decreciente en «3/6, 1/2» U «57/6, 31/2», Máximos: (7/6, 3/2) y (51/6, 3/2), Mínimos: 
(172, 1) y (3n/2, -3); 53. x = 0, 1/6, 51/6, 31/2, 27. decreciente en «77/6, 57/6 > O «3172, 


21», creciente en «0, л/б> U «51/6, 31/2» Máximos: (7/6, 343/2) y (31/2, 0), 


Min (51/6, -34/3/2); 54. x = 0, 1/2, л, 31/2 creciente en «л/2, 31/2». decreciente en 
«0, 1/2» U «31/2, 2n», Max (31/2, 4) Min (172, -4) 


U «51/6, 21», decreciente en <л/6, 51/6» Max B nn Min Б mp 


43) El criterio de la segunda derivada e 





1. Creciente V x € IR, no hay extremos, punto de inflexión en (3, 1); 
2. Mínimo en (3,-25), I, (0, 2) L(2, 14); 3. Мах(-1, 10), Min (2, -17), 1 (1/2, -7/2) 


4. Max (0, 0), Min (+2, -16), I (+2 43/3, 80/9); 5. Max (+2, 22), Мш(0, 6), I (+2 -/3/3. 
134/9); 6. Мах (0, -1), Min (1, -6) y (2, -32), 1, (1.22, -19.36), L (-0.55, -3.68); 


7. Max(-2,-16) y (1, 38), Min (-1, -38) y (2. 16), 1, (0, 0) 1,(410/2, 65 /10/8), 
LEJTO /2, -65 J10/8); 8. Max (1, 0). Min (1 + 243. -12), 1,(-1, 20/3). І, (3. -20/3); 
9. Мах (-1, 23/6), Min (4, -2/3), I (-5/2, 19/12); 10. Max (-4, 256) y (42, 104 J2), 
Min (-4/2, -104 42) y (4, -256), 1,( -3,-77), I, (0, 0), 1, (3. 77); 11. Max (-J2 /2, 
24-42 12), Min (4/2 12, 2 - 42 /2), 1, (-1/2, 39/16); L (0, 0). 1, (1/2. 25/16); 12. Min global 
(-3/2, -729/64), 1, (0. 0). L(-3, 0) y en x = (5+ 3/3/10; 13. A.V: x = 0, Min (1, 4), 
Max (-1, -4). No existe puntos de inflexión, cóncava hacia arriba en x € «0, +>, cónca- 
va hacia abajo en <->, 0»; 14. Max( 3, 4/3), Min (- J3. - 3). L (-3, -3/2), 1, (0, 0), 


Í, (8, 3/2) : 15. (х) 5 x! - 6x! m 


bz6,c2(«;18a-2/3, b—-2,c--1/3; 19a = 1/2. b — 3/2, e = 12; 20. Puntos de 
inflexión en 1,(1, 1), L(-2, +43, (14/39) y lC2 -43, (0-4/3)/4); 21. a= 4, b = -12, 


x—24; 16. f(x) jx зах +12х—6; 17. a— -2, 
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c=10;22.a=2,b=-6,c= 0, а = 3; 23. b) Min (-3, ZSD КІ, 5), 24. а= 1/5, b=0. 
с=:-6/5, d= 6 20 


Resumen de técnicas para dibujar una función & 





1. Рош(/) = R, creciente en <-оо, - 1» U <2, +оо>, decreciente en <-1, 2>, cóncava hacia 
abajo en «-оо, 1/2>, cóncava hacia arriba en «1/2, +œ>, Min (2, -12), Мах(-1. 15), 1(1/2, 
3/2); 2. Dom(f) = IR, función par, creciente en <-2, 0» U <2,+00>, decreciente en «оо, -2> 
U «0, 2», cóncava hacia arriba en «-ee, -24/3» U «2/43, «e», cóncava hacia abajo en 


«-2/43, 2/43». Min (+2, -4), Max(0. 0). 1 (+2/./3. -20/9); 3. Dom(f) = IR, creciente en 
«-2, 0» u «I, «оо», decreciente en «-e5,-2» uU «0, I», cóncava hacia arriba en 


«-e, (-1 -J7 3» v «(-1447 3, «e», cóncava hacia abajo en «-(I4 7 )/3, 


(-1, -4/7 ИЗ», Min (-2, -11) y (1, -3), Max (О, -4/3), P. I. en x = 1/3 (-1 +./7 ); 
4. Dom(f) = R, creciente en <l, +оо>, decreciente en <-со, |>, cóncava hacia arriba en 
todo su dominio, Min (1,-3), no hay puntos de inflexión; 5. Dom(f) = IR, creciente en 
«-1,-1/2» w «0, +œ>, decreciente en <-es, -l> U <-1/2, 0», cóncava hacia arriba en 
«-оо, -1/6(3+ 4/3 у> u <-1/6 (3- 4/3), +e>, cóncava hacia abajo en <-1/6 (3+ A3), 
-1/6 (3- /3)»; Min (-1, 0) y (0. 0). Max (-1/2, 1/16), P.T. en x = -1/6 (33 43) : 
6. Domí(f) = IR, decreciente en «-ео, 07, creciente en «0, +00>, cóncava hacia arriba en R, 
Min (О, 1), no existe puntos de inflexión; 7. Dom(f) = IR, creciente en <-оо, 0» U «8/7,2» 
U <2,tœ>, decreciente en «0. 8/7», cóncava hacia abajo en «-eo, 0» U «0, 0.74 > U 
«1.55, 2», cóncava hacia arriba en «0,74, 1.55 >U «2, c», Max (0, 0), Min (8/7, 1.07), 
I(2, 0) y en x= 2/7(4 £42 ); 8. Domí(f) = R decreciente en «-ее, -2> U «-1/5, 1>, creciente 
en <-2, -1/5> U «соо», cóncava hacia arriba en <-ео, -1.72 > U «0.52, 499», cóncava 
hacia abajo en «-1.72, 0.52», Мш(-2,0), Max (-1/5, 26244/3125), Min (1, 0), P.I. en 
x = 3/10 (-2 = J14 ); 9. Dom(f) = IR, creciente en «-ee, -1> U «доо», decreciente en 
<-I. 0» 40 «0, I», cóncava hacia abajo en <-ce, -4/2 /2> 550, 42 /2», cóncava hacia arriba en 


«-42 I2, 0» 55 «422, 1», Max (-1, 6), Min (1, -2), 10, 2) y (4/272, 1/8 (16 + 15./2 )); 
10. Dom(f)= IR, función par, creciente en <-oo,- [> U <l,+00>, decreciente en «- 1, 0» U «0,I». 


cóncava hacia abajo en «-со, -20m»u «0, 12 12 >, cóncava hacia arriba en «-4/2 /2,0» U 


«42 I2, зө», Max (-1. 2), Min (1.-2), 1, (0, 0). L(-42 12, 742 /8), 1/2/12, -7-/2 18); 
11, Dom(f) = IR — (0), función par, A.V. x = 0, decreciente en «-ео,-1 > U <0, 1>, creciente en 
<-1,0 > u <l, o», cóncava hacia arriba V x є IR, Min(+1, 2); 12. Dom(f) = R, función 
impar. А.Н. y = 0, creciente en <-os, - 17 U <1, 4», decreciente en <-1, 1>, cóncava hacia 


arriba en «-ee, -/3» U «0, 4/3», cóncava hacia abajo en «43,0» 0 «43, +00>, Max (-1, 1/ 


2). Min (1, -1/2), I, (-4/3, 43/4), 1, (0, 0), L (43, - 43/4); 13. Dom (f) =R- (1), intersec- 
ción con el eje Y: (0, -2), A.V: x= 1, А.О. y = x + 2, creciente en «-eo, -1> U «2, +оо >, 
decreciente en «-1. I» O «I, 2», cóncava hacia abajo en <-co,1>, cóncava hacia arriba en 
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<l, oo», Max (2, 6), Min(-1, 3/4), no existe punto de inflexión; 14. Dom(f) = IR — {+ 43 1. 
función impar, А.У. х =£ 4/3, А.О. y —-X, decreciente en «-eo, -3 > U «3, +00>, creciente 
en «-3, - 43» U <- 43, 43» U «43, 3», cóncava hacia arriba en <-ео, - 43» U <l), 


43», cóncava hacia abajo en «-43, 0 » u «43, + >, Min (23, 9/2), Max (3, 9/2), 1 
(0.0); 15. Dom(f) = IR — {0}. función impar, A.V. х = 0, creciente en <-оо, -1> U «1. +оо 
>, decreciente en <-1. 0» U «0, 1>, cóncava hacia arriba en «0, +œ>, cóncava hacia 
abajo en <-ео, 0>, Max (-1, -4), Мш(1, 4), no existe Р. I. 16. Dom (f) = IR ~ {-1}, 
X- intersección = (-3, 0), pasa por (О, О), A.V: x = 1 А.О. y = x+2. creciente V x є D, 
cóncava hacia arriba en «-со, - 1», cóncava hacia abajo en «-1, жеө», No existe extremos 
relativos ni puntos de inflexión; 17. Dom(f) =R- (-1], X - intersección = (0, 3), pasa por 
(0, 0). A.V: х= - 1, А.О; y = x-4, creciente en <-oo, -3 > U <-1, eo», decreciente en «?3, 
-l> uU «-1, I». cóncava hacia abajo en «-ee, - 1», cóncava hacia arriba en <-], «со», Min 
(1, -1). Max (-3, -9), no existe puntos de inflexión; 18. Dom(f) = IR - {-1}, pasa por 
(0,0), А.У: х = 1; А.О: y = 2x- 1, creciente en «-оо, [> U <2,+00>, decreciente en «1, 2>, 
cóncava hacia arriba V x e D(f), Min (2,4), no existe putos de inflexión; 
19. Dom (f) =R-— (2), Y — intersección = (0, -5/2) A.V: x = 2, A.O: y = 2x - l creciente 
en «-оо, 0.8» U «3.2, +оо>, decreciente en «0.8, 2 > U «2, 3.2 >, cóncava hacia abajo en 
«-oo, 2», cóncava hacia arriba en «2, +оо >, máximo local en x 22 — 46 /2, Mínimo local 
en x=2 +46 /2, no existe puntos de inflexión; 20. Dom (f) = IR — {4}, Y — intersección 
= (0, -3) AV: x - 4, А.О: у= x-2, creciente en «-eo, 2» U «6, +>, decreciente en 
«2, 4» u «4, б>, cóncava hacia abajo en <-оо, 4», cóncava hacia arriba en <4,+00>, 


Мах(2, 2), Min (6. 6); 21. Dom(f) = IR. función impar. pasa por (0, 0). А.Н, y = 0, 
decreciente en <-со, -l> U <l, Фоо», creciente en «- I, 0» U «0, 1>, cóncava hacia abajo 


en «-ео,-/6/2» U <0, Jen >, cóncava hacia arriba en <- Jo 2, 0» uy «6 12, Too. 
Max (1, 1), Min (1, -1), PE 1,(- 46 12, -2 46 15), 1-(0. 0), L (J612, 2 4615); 
22. Dom (f) = В – {0, 2}, A.V: х= 0, х= 2, А.Н: y = 2, decreciente en «-ee, - 1» U «172, 
2> U «2, +02>, creciente en <- 1, 0> 740, 12», Min (-1, 1),Мах(1/2,-2), cóncava hacia 
abajo en <-ео, а> U <0, 2>, cóncava hacia arriba en «a, 0> U «2, +%>, P. l. en x = a, 
donde a es la única solución real de 4x? + Зх? - бх + 4 = 0; 23. D,=[-2, 2], función impar, 
pasa por (0. 0), X - intersección = (+2, 0). decreciente en <-2, - 42 > U «42, 2», cre- 
ciente en «- J2 , 0» U «0, 47 >, cóncava hacia arriba en «-2, 0», cóncava hacia abajo en 
«0, 2», Min (42, -2) Мах (42, 2), P.I. = (0, 0); 24. Dom(f) = [3, «e», creciente 
V xe Dom(f), no hay extremos, concava hacia abajo en «3, 4», cóncava hacia arriba en 
«4, 4o», РІ. = (4, 4); 25. Dom(f) = «-со, 4], la curva pasa por (0, 0), creciente en 


«-oo, 8/3», decreciente en «8/3, 4», cóncava hacia abajo V x € Dom(f), Max (8/3, 16 43/9); 
26. Dom (f) = [-5, +00>, la función es positiva V x e Dom(f), creciente en <-5, -4> U 
«0, oo», decreciente en «-4, 0», cóncava hacia abajo en <-5, хү», cóncava hacia arriba 


en €x,, teo», Max (-4, 16), Min (0, 0), P.I. en x, =-4 + 2 46 13; 27. Dom (f) IR, pasa por 
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(0, 0), X - intersección = (6, 0), A.D: y = x - 2, creciente en «-ee, 0» U «4, оо», decre- 
ciente en «0, 4», cóncava hacia arriba en «-со, 0» u «0, б>, côncava hacia abajo en 
«6, «со», Max (0, 0), Min (4. -V32), PL = (6. 0); 28. Dom(/f) = R . pasa por (0, 0), 
X - intersección = (4, 0), А.О: y = -x + 4/3, decreciente en «-со, N> U «8/3, +00>, crecien- 
tc сп «0. 8/3», cóncava hacia abajo en «-ео, 0» U «0, 4», cóncava hacia arriba en 
«4, «сох, Min (0, 0), Max (8/3, 4 V4 /3), РІ. = (4, 0); 29. Dom(f) = R, pasa por (0, 0). 
X — intersección = (6, 0), А.О: y = x - 4, creciente en <-%, 2» U «6, eo», decreciente сп 
«2, 6», cóncava hacia arriba en «-es, 0», cóncava hacia abajo en «0, 6> U <6,+00>. Мах 
(2.2 Ya), Min (6, 0), Р.1.= (0, 0), 30. Dom(/) = R, pasa por (0, 0), X — intersección 
= (-3, 0) creciente en «-ee, -3> U <-9/5, ec», decreciente en <-3, -9/5>, cóncava hacia 
abajo en «-оо, -3.6», cóncava hacia arriba en <-3.6, -3> U <-3, «сэ», Max(-3, 0), 
Min (-9/5, -1.3) PL en x = -3.6 ; 31. Dom(f) = IR —(2), pasa por (0, 0), A.V: x = 2, 
creciente en «-eo, 2» U «6, «eo», decreciente en «2, б>, cóncava hacia arriba en <-oo, 2» 
uU «2, 12», cóncava hacia abajo en «12, «e», Min ( 6, 3/:/2), РІ = (12, 12 Y100): 
32. Dom(/) = R — (-2), la curva pasa por (0, 0), A.V: x = -2, А.Н: y = 0, izquierda y 
derecha, decreciente en «-ee, -2> U <2, «оо», creciente en <-2, 2», cóncava hacia arriba 
en <-со, -2 > U <-2, 2 - 46» U <0, 2 + /б >, cóncava hacia arriba en «2- 46. 0> u 


<2 4 46, +>, Мах (2, 1/2) Р.І. (0, 0) y para x = 2 + 46: 33. Dom (f) = R- (-1], la 
curva pasa por (0, 0), A.V: x = -l, creciente en «-ео, -2> U < 0, +00>, de creciente en 
«-2, -l> u «-1, 0», cóncava hacia arriba еп <-оо, -2 - J3» U <-1,-2 + а>. cóncava 
hacia abajo en <-2 - 43.-1>Uu<-2+ 43,0» U «0, +00 >, Min (0, 0), Max(-2. -1/4 ), 
P.I. para x=-2 + 43: за. Dom(f) = IR — (-1, 1}, función impar, A.V: x = +1. la curva pasa 
por (0, 0), creciente en «-es, - {з= uU «43 , Foo», decreciente en <- B. -{ > U <-1, I> 
U <l, 3», cóncava hacia arriba en «оо, -3 > U <-1, 0> U «1, 3>, cóncava hacia abajo 


en <-3, -1» uU «0, I» о «3, «со, Min (4/3, 1.38), Мах (- /3, - 1.38), P.L. en (0, 0), 
(+3, 13/2); 35. Dom(f) = IR — (-2, 2}, X — intersección = (-1, 0), (1, 0), (3, 0), 


Y — intersección = (0, M3), "puntos ciegos" — (-2, - y 15)у(2, Vis AQ: y 3 xL. 
creciente en <-оо, -]» U <-1, x,» U <x, 32 U «3, +00>, decreciente en <x l> U «1, x>, 


donde x,= 1/3(3-2 43) = -0.15 y хз = 1/3 (342 43) = 2.15, Máximo local en x, = -0.15, 
mínimo local en х, = 2.15; 36. Dom(f) = <-%, - 1] O |1, +00>, la función es par y positiva 
en todo su dominio, А.О: y = -x/2, y = x/2, decreciente en <-со,-1> creciente en <l, +00>, 
cóncava hacia abajo V x e Dom(f), mínimo absoluto en (+1, 0); 37. Dom(f) 2 IR - (8), 
la función presenta una discontinuidad inevitable en x = 8. la curva pasa por (0, 0). 
X — intersección = (6, 0), para x 2 8 la curva presenta una A.O: y — 2 - x, es decreciente 
en «-eo, ()> U «4, 8», creciente en «0, 4», cóncava hacia abajo en «-со, 0» U «0, б>, 
cóncava hacia arriba en «6, 8», mínimo local = (0, 0), máximo local = (4, 2 V4 ). 
P.I. 2 (6, 0), para x » 8 la curva no tiene extremos, es decreciente y cóncava hacia arriba 
en «8, +оо >; 38. Dom(f) = R -(0). discontinuidad inevitable en x = 0, pasa x < 0 la 


Cae 5 0 


+ 


Шэ илэрлээ А 


— — 
юү 


Respuestas а ejercicios propuestos 769 


curva es creciente en «-ee, -2>, decreciente en <-2, 0», cóncava hacia arriba en <-oo, -5>, 


cóncava hacia abajo en <-5, 0>, Max (-2, -34/4 ). РІ. = (-5, -6/425 ), parax>0 la curva 
presenta una A.O: y =-x + 2/3, es creciente en «0, 4/3>, decreciente en <4/3, +00>, 


cóncava hacia abajo en «0, 2», cóncava hacia arriba en «2, es», Max (4/3, 2 УА 13), 
P.I. = (2, 0); 39. Discontinuidad inevitable en x= 1, рагах < 1 la curva es decreciente en 
«-eo, 0 >, creciente en «0, l>, cóncava hacia arriba en <-со, - 17, cóncava hacia abajo en 
<-1,0 > «90, I», min (0, 0) PL.= (-1, 6), para x >l la curva no presenta extremos, 
creciente en «1, +e9>, cóncava hacia abajo en «1. 2», cóncava hacia arriba en «2, +00>, 
PL = (2, б), А.О: yx +2, A.V: x= 1; 40. Discontinuidad inevitable en x = О, para 


x < 0 la curva no tiene extremos, X- intersección en x = -1 - 42, creciente y cóncava 
hacia arriba en <-%, 0>, А.О: y = x + 2, рага x > 0 la curva presenta una A.O: y = -x + 1, 
creciente en «0, 2» y decreciente en «2, +02>,cóncava hacia abajo en «0, 3», cóncava 


hacia arriba en «3, +œ>, máximo local en (2, V4), P.I. en (3,0); 41. Discontinuidad 
inevitable en x = - J3 ‚ para x € 1-4, 0» la curva es decreciente en <-4, -3>, creciente en 
<-3, -/3> U <-./3 0», cóncava hacia arriba en <-4, -/3>, cóncava hacia abajo en 
eui. 0 >, Min (-3, 5.5); рагах є <0, чеө», la curva presenta una А.Н: y = l, es creciente 
en «0, 1», decreciente en <l, +e0>, cóncava hacia abajo en «0, 413», cóncava hacia 


arriba en </3, +œ >, Max (1, 2), PI. en REN і + 4312); 42. Dom (f) = R, para x < 0 la 
curva presenta una А.Н: у = 3, es decreciente en «-ео, - l>, creciente en <-1, 0», cóncava 


hacia abajo en «-ee, - J3», cóncava hacia arriba en «- 43, 0», Min (-1, 1), Max (0,3), P.I. 


en (- 3, 3- 4/3), рага х» 0lacurva presenta una А.О: y 2 x - l, es decreciente en «0, 3» 
y creciente en «3, +оо>, es cóncava hacia abajo en «0, 3» U «3, +0e>, Min (3, 0); 
51. Dom(f) = <-%, 0] U [2, +00>, А.Н: y = 7/2, creciente y cóncava hacia arriba 
V x € <-%, 0>, creciente y cóncava hacia abajo, V х € «2, «оо», no hay extremos; 
52. Dom(f) = [0, +с<°>, А.Н. y = 0, hacta la derecha creciente V x € «0, l>, decreciente 
Y x € <l, +00>, cóncava hacia abajo V x є «0, l>, cóncava hacia arriba V x e <l, +00>, 
máximo absoluto en (1, 1/2); 53. Dom(f) = R А.Н: y = 17/4, decreciente V x e «-ee, 0>, 
creciente V x € «0, +œ>, Min (0, 0), los puntos de inflexión ocurren cuando 
2x arc Tg х = ] (Por el método de Newton se halla que x = + 0.765), cóncava hacia abajo 
en < -0.765, 0.765»; 54. Dom(f) = «-ee, 0» U «2/3, +=°>, mínimo en la frontera (0, 0), 
máximo en la frontera (2/3, л), А.Н: y = 7/3; 55. Dom(f) = «0, +о>, decreciente en 
«0, I», creciente en <1, 459», Min (1, 1/2); no existe puntos de inflexión, cóncava hacia 
arriba en todo su dominio; 56. Dom(f) = <0, o», decreciente en «0, I/e», creciente en 
<1/e, +02>, Min (1/e, -1/e), no existe puntos de inflexión, cóncava hacia arriba en todo su 
dominio; 57. Dom (f) = «0, +e9>, creciente en «0, 4», decreciente en «4, 8», máximo 
global en (4, Ln16), no existe puntos de inflexión, la curva es cóncava hacia abajo еп 


todo su dominio; 58. Dom (f) = < О, «оо», decreciente en «0, I/ e >, creciente en 


«Ve , 4o», mínimo relativo en (11 Se, -1/2 е), punto de inflexión en ( 1/.1е5, -3/2 e?) 
59. Max (1. 1/е), I (2, 2/e), creciente en «-es, I», decreciente en «1, +09>, cóncava hacia 
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abajo en «-ёс, 2>, cóncava hacia arriba en «2, «со», 60. Max (2, 4/e?), Min (0, 0), puntos 
de inflexión en x 2 2 + /2, decreciente en <-ce, 0» U «2, «со», creciente en «0, 2», 
cóncava hacia abajo en <-%, 2 - J2 > U < 2 + J2, 4e», cóncava hacia arriba en 
«2— 42,2 + 42»; 61. Max(0, 1), L(42/2, Me), L -42/2, Me), creciente en 
«-со, 0», decreciente en «0, +00>, cóncava hacia arriba en <->, - 42 /2> U «42 /2, +00>, 


cóncava hacia abajo en «- 42 /2, J2 /2 >; 62. Max (3, 27/€*), puntos de inflexión en x = 0) 
yox З 413: 63. Мах (1, 1/е), Min (0,0), puntos de inflexión en х = — 255417 у 


x= > /5+./7 : 64. Max (-1/4, JZ /2 e"^), Min (31/4, -JZ /2 7%) , 1, (0,1), L (xr, 1/ e") 


(Grupo 45 ) Problemas de optimización є 





1. 50 y 25; 2. 843, 84/3; 3. 100/3, 5/6/3: 4. (+5, 3); 5. (243, 43); 6. Si (х, 0). 
(0, y) son los extremos del segmento se obtiene х = a + Мав? ‚у= bł Jab => 
L= dJa e p?^ y ; 7. (0, 0), (1 + 74, 0), (0,2 + 42); 8. Y: (а? + b?) x - 2aby + 


a(b^-a?) = 0; 9. A 9 pies del poste de 12 pies; 10. a) Р (+ 47 12, 1/2) b) P(0, 0); 
11. Base = 3, altura = 2; 12, A = 87 x 72.5 = 6307.5 cm; 13. 4х + y = 4; 14. Lado 


1043 30 15. Radio del 


del cuadrado = —— -, lado del triángulo equilatero = ———7-—; 
94443 S 14 5 
círculo = Mza lado del cuadrado = E 16. уух + Xoy = 2х, yo, A= 4X0 yo 
п+4 п+4 


17. base = а./2 , altura = bJ2 ; 18. P (2431/3, 8/3); 19. Base = 2a/3, altura = 4 Jap/3 


8/3, altura = 44/9, 21. 2q + e y 2р- [e - 22. bJ42/2; 23. 845 /5 y 
p q 


20. base 


2,5: 24. A = ас/4; 25. A = 0.02 и; 26. Altura = 3b, base = 2a43; 27. base = ex ; 


altura = E . 28. h f; 29. hos. 38. 22.5 x 22.5 x 15; 31. M2: 
4-7 r r 


НЕН? + К? 
RYH? +R? +(Н? - К?) 


h = 84/3 cm; 35. г 


32. ғ= : 33. radio = 3/2 В, altura = 3R; 34. г = 4/6 cm, 


; 36. p —; D 37. base = 5 m, altura = JII m; 38. Un Cubo de 


arista х-4/5/3л ; 39. h = 2r; 40. b = 843 pulg, h = 18 pulg; 41. Punto Situado a | milla 


N|— 
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del punto más cercano sobre la costa; 44. 2/3 /3 km. del Punto más próximo de la isla; 
45. Ө = max {arc Tg (h/d), arc Tele —1)) , 46. А х = 3/4 millas aguas arriba de la 
central eléctrica; 47. 16 pisos; 48. 15/2 m; 49. Ө = n/2; 50. Ө = 1/3; 51. 8 pies; 


52. Ө = 1/3, 53. A = 3./3/4; 54. Debe caminar 2.19 km: 55. 4/3/3 m; 56. 4/7/2 m: 
57. La mujer debe desembarcar en el punto P a 8 Km del punto B y recorrer en auto 1 Km 
hasta el punto C. 


j} El método de Newton v 





1. 0.682; 2. 1.146; 3. 3.317; 4.—1.442; 5. —0.88, 1.35 y 2.532; 6. —1.353, 7. +1.32; 
8. -0.76: 9. Sug. Tome u = х!” y halle las raíces de -u? + u + 1, -0.23 y 7.24; 10. —0.7549; 
11. 2.2361; 12. 1.2599; 13. 2.5119; 15. 0.3028; 16. —0.7402; 17. 2.3393; 18. 1.8022; 
19. 0.3473; 20.0.7402; 21. b) 1.58489; 22. —1.3578, 0.7147 y 1.2570; 23. 3.4525 
20x.) | 1)", de mod i 
— -CO =Й V 24 n tic 
30)! -5 como x, X,,17 (- 1)", de modo que [x,] no tiene 
límite. El Teorema 5.10 no se satisface porque f"(0) = 0; 25. 2.893 ; 27. 0.7391; 
28. 1.2361; 29. 2.0288; 30. -0.7391; 31.-1.2361; 33. a) —1.8955, 0 y 1.8955, 
b) 0.8655; 34. 0.860; 35. 2.0288; 37. 2.209 


24. (х) = 3x3 - 5, х= 





Curva paramétrica є 


1.y=3x"-2,x20; 2. х= 2у +4; 3. (у - a = Alp (x - b); 4. х? +16у?= 64, x € [0, 8]; 5. (x - 2)(у 
-3) = 4; 6. х? + у= а?; 7.y - x = 4; 8. y(A- x) 2 4х'; 9. (x- y = 2(x + y); 10. bx + ay = ab; 
11. xy =, 1Хх1»1:12у-2-23: 1х1:1: 13. *3y=:1,x30; 14, у= 1-22 1х1:51, 
15. х = 4у?- 2,1х1 <2; 16. х? + 8у = 8, 1х1< 4; 17. X^ + у а, | х1<а; 18. х? + у? = 5, 
19. (х - 2 + у2= 4; 20. 4(x - 2y + Ay +2) = 36; 21. (x + 1) – 4(у - 21 = 4; 22. 4(x + 3) - 
(y+ 47 = 16; 23. а?у - Ьх? = а%; 24. 4x* - Зх + у = 0; 25. у‘ - Зу - 2х = 0); 26. Ay - 1 — 
16(х - 2)? = 144; 27. Cada curva representa una parte de la recta dada por y = 2х + | Dominio: 
a)xe IR, b)Ix!$1,c) x »0,d) x > 0; Orientación: a) Sube. b) oscila, c) Баја, d) sube; 28. Cada curva 
representa parte de la circunferencia dada por х? + у? = 4, Dominio: а) x є IR, b) x 2 0, 
c)x 20, d) x <0, Orientación: a) oscila, b) oscila, c) baja, d) sube; 35. x = ( I-2n£) / n?, y = (1+ 2m) / m 
36. а) V= [(x, y) e R |x= ЗҮЗГ y= LL , te IRI (solución no única) 

b) € = {(х, у) є R? I x= -3 +3 Cos t, у= 1 + 3 Sent, t e IR] (solución no única) 

с) = ((х, y) є Rl x=4+4 Cost, y=2 + 5 Sent, t e R} (solución no única) 
37. x=at- b Sent, y=a-b Cost; 38. x 3 Cos t- Cos 3t, y = 3 Sen t — Sen 3 t 


39. х= a (Cos t— t Sent), у = a(Sen t— t Cos t); 40. a) x = b Cos 1 + Jr? -(аж b)! Sen't 


y=aSent,b)x=r Cos t + (27) (a4 Б)? -r Sent E arc Sent 











a+b 
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Fiai 117. ч 
G. dl ре T & | 


Rectas tangentes a curvas paramétricas w 











À ; А 
FORET E i. 4. 02-1). 8, -- Тот; 6.12. 7. Cotg (t/2): 
TEE [27 t(1--1^) ЕР а 

4+т. 


8. Tgt; 9.Те1ї; 10.—1511<0, | sit>0; 11. y'= 1; 12. y' = 1; 13. y' = ес; 14. yj T 
15.4, x + 2у = 5, y: 4x -2y = 5; 16. Y: 2x - 2y = 3m- 12, €: 2x + 2y = Зп; 


Ig dg. 543 x + 2у = 16, d; 243x - 30y + 69 = 0; 18.9: x-y=29,L:x+y= a; 
19. 4, 2x + y =2, : x - 2у = 1; 20. 9 2x +2y =a, Ф: x- y =0; 21. L,: 4x + Зу = 12а, 


<: Зх - 4у + ба= 0; 22. Y: x + y= Y/2,%,: x - у= 0; 23. Ф: 16x +l6y = 1? J2, 
Ф: 2y -2x = n 42; 24. Sr Tx - 10у £620, %,: 10x+7y=34; 25. Q; Зх - y +1= 0. 


Lx + Зу = 13; 26.4, 5х -4y = 28, L; 4х + 5у = 47; 27.9: x-y = 1, сх-у-5, 
28. t = 7/4 + Кл; 29. a) t = 1/2 +a, b)l= T-Q,c)1t= се. donde a es el ángulo 
formado entre la tangente y eje X 
30. a) T.H: (4, -4), T.V: (-4, 5) y (4, -3), b) EH: (3, 1) y (3, 7), Т.У: (7, 4) y (-1, 4) 

c) T.H: (0, 0), (32/9, 256/27), T.V: (4, 4), d) T.H: (0, 0), T.V: (0, 0), (-243/4, -81/4) 
31. T = | y Cosec (342) 1, N = 1 y Sec (372) 1, S. =1 y Cotg (3/2) 1, S; =! у Tg (342) 
32. T =l y Cosectl, NZly Sectl, 5: =1у Соїр 1,5, -1у Tg tl; 33. Las curvas se cortan 
en tres puntos formándose los ángulos ©, = œ = 30° у «а, = 0°, 39. р = 2a Cos t; 
40. x Sent + y Cos t= a/2 Sen 21:41. Т(х) -15ес11,2, 42. а= 2, Ь --8 

















upo ро 49: |) Derivación paramétrica de orden superior e 
"Унш 1 LAT. 3b Cost . 3. | Eo 3 ee 5. Cos t—-4Sen” t 
a Sen't a Sen t За Sent Cos? t 16 а? Sent Cos” t 
варь MER E е нэг 
a(Cost—t Sen t) t(t+2)(t—1Y t(t+1) (1-27 31-21") 
10,153! үү, 7-247 7.04, de Sent Cost). уу 3 Сон 
5а (Sen t + Cost) (Sen t + Cost) Q^ Sen” t 


| = гүз 4e” (2Sent — Cost) 


14. m" t; 15. — — i Ў n 
4a Sen (1/2) (Sent+ Costy 


;. 21.4) P, (Ln 12, 7/6) 








Р, (Ln 3, 2/3), b) 2071), 23. a) ТО) g'() (ууч), 55 215—445) 
(1+) [f£ (O] 
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Trazado de curvas paramétricas 


l.x=-1,y=0; 2. y=x/2 +e; 3. y =+x/2- 1/2; 4. x=-a, y =x - а/2, y = -х +а/2 
5. a) y = -A8/7, y = x/2 +1, b) T.H: (0, 0), (-4/3, 16/3), Т.У: (0. 0), para t = 3+ 43 
6. à) х = 3/2, y = -1/2, b) T.H: y =0, y = 4, no existe T.V.; 7. а) х = 2, 2х + 8у + 1 = 0, 


бх - 40у + 9=0, b) ТН. parat = 52/43, T.V. parat 8 + 24/15 : 8. a) T.H. = 0, ТУ: t 
-0,1-2,5)у-0,у- х/2 ~ 3/4; 9. a) у= tx, b) 12x -15y = 205; 10. y= 2х - 4/3; 11." 
fY y g(t) están definidas V t € IR, Max (-3, 3), Min (5, -1) Punto de inflexión en (1, 1), no 
tiene asíntotas; 12. f(t) y g(t) están definidas V t € IR, asíntotas; y = x, y = x + бл, Max (- 
| —37. -1 4371/2), Мш(1-3т, 1-371/2) Punto de inflexión en (-3л, 0), 13. f(t) y e(t) están 
definidas V t € IR — (-1]. asintota; x + y + 1=0. (0,0) es un punto múltiple, los ejes X e Y 
sirven de tangentes en este punto, 3 P.L, en el primer cuadrante está un lazo cerrado; 
13. f(t) y g(t) están definidas V t € IR, cuando x € «-со, l/e», la función: 14. у(х) no está 
definida, cuando x e <-1/e, 0» esta función es bivalente, cuando x є «0, +00> es univalente. 
La línea es simétrica respecto a la recta x + y = О el máximo es (е, 1/е). Existe dos puntos 


de inflexión t,(-42 е 2 (e^ cuando t = - V2, 1, (42 e”. 42 ге?) cuando 


t= 42 . Los ejes coordenadas hacen de asíntotas. 


rupo 51) Formas indeterminadas e 





1.0; 2. ес, 3. 2: 4. 1; 5, 1/35 6. 56: 7. 1/3; 8. 4, 9, 6: 10.0: 11..—1/6; 12. -1:13. 2: 


14. 4; 15. m/3; 16. 2; 17. —1/2; 18. 128/81; 19. 1; 20. 2; 21. а/-/Ь: 22. co; 23. 3/2: 
24..—2; 25. 1/128; 26. Cos a ; 27. 1: 28. 16: 29. —1/4; 30. 2 Cos a; 31. 0; 32. 0; 33. 0; 
34. 0; 35. 0; 36. 0; 37. f (a) 












22 


Formas indeterminadas adicionales 


1. 3/8; 2. +œ; 3. 4а/т 4. Ln a; 5. -1, 6. 0; 7. 1/3; 8. 4a7/n; 9. 1/2 ; 10. —4/m; 11. 0; 
12. 1/3 (a + h + c); 13. —1/2; 14. —1/2; 15. 12; 16. —3/5; 17. е"; 18, 1: 19. e?, 20. eï; 
21. 1: 22. [; 23. e!n: 24. gana, 25,€* 3:26. e: 27.6; 28. e*; 29. 0; 30, es: 31..Ln 2: 
32. 1/3; 34. Cosa ; 35. 1/16; 36. 2 


Grupo 53 | Límites de las funciones hiperbólicas v 


4. a) Ln 5. b) - Ln 2, c) V6 /2, d) 43/3, e) x Ln 2, D -Ln 3; 5. М; 6. 1/3 ; 7. —1/2; 8. Ya; 
9. 1/л: 10. 1/8; 14. —3/2, 12. —1/6; 13. 1/4; 14. 1/12 ; 15. —2: 16. m. 
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Grupo 54 ) Derivadas de las funciones hiperbólicas e 





1. 2Senh(2x); 2. x Cosh x; 3. 3 Tgh x Sech’ х. : 4. : y Se C 1 5. 2 Cosh? (2x) 
23/1+TgH? x 2 
6. 2 Sech (2x) Tgh (2x); 7. Sech (2x); 8. —— ; 9. Tgh’ x; 10. 28" (Sen ^ x) 
Teh x—1' Cosh x 


l 1 
„жсп шк Ёз е М СО № [= |; 
2 Senh х + 3 Cosh х 2 1Сохїї x — Senk x сш. om (5) 


14. —2 Cosech x ; 15.-2 Cosech' x, x > 0; 18. [(3x+2) Senh x - х Cosh? x]; 





We 12 х 


l a+b Cosh x 5 
17: 3T. COSA 19 Об, enh (2х). 
| - Senh’ x айы: ba Cosh x зуг =] 


i 2y Іл? y.Ln(Tgh x) . 24. Tgh x 
Ln (Tgh x) — Ln y x(l+ La? x) 
V x € Dom(f). no hay extremos relativos, 1(0,0); 28. Dom(f )= R, А.Н: y = x1, Min (0,0), 


Max (4. 4.0996), decreciente en «-eo, 0» U «4, б> U «6. co», creciente en «0, 4>. 
PI. (6,0), 29. Dom(f) = R- (1,3), A.V: x = i, x = 3, A.H: y = Cosh |, decreciente en 


«-со,-3» 41 «x. AS USR 43 > U «3, co», creciente en <-3, AI. »1«],l > 


«43, 3», Min (-3,1), (1, 1) y (43, Cosh 14.04), Max (-43, 1.002); 30. Dom(f) = 

А.Н: y = 0, creciente en <-оо, -2 > U «-1, O», decreciente en «2, -1 > U «0, +00>, 
Max (-2, 1.055) y (0, Cosh 1), Min (-1,1); 31. Dom(f ) = IR, no tiene asíntotas, creciente 
en <-1, 0 > U «1,4ee», decreciente en «-со,-1 > u «0, I», Min (+1, 0.887). Махи, 
32. Dom(f ) IR - (-1} A.V: x = -1; creciente en <-оо, -2 > U «0, +00>, decreciente en 
«-2, -1> U <-I, 0», Max (-2, -2.97) , Min(0, 0.851); 33. Dom (f )= R, А.Н: y = Senh d = 
1.175, creciente en «-со, -2> U «2, +œ>, decreciente en «-2, 2», Max (-2. 2.13), 
Min (2, 0.93); 34. Dom(f ) = IR, А.Н: y = Tgh 1 = 0.76, decreciente en <-1, 1», creciente 
en <-%, -l> U <l,+0>, Max (-1, 0.995), Min (1, 0.32), Teh(3)= 0.995, Tgh (1/3)= 0.32; 
35. Dom(f ) = В А.Н: y=0, creciente en «-со, 0» OU «2/3, 2», decreciente en «0, 2/3» uy 
«2, &co», Max(0, 1) y (2, 1), Min (2/3, 0.62); 36. Dom(f) = R- (0,3), A.V: x 0, x = 3, 
А.Н: y = +1, creciente en «-со, 0> WU «2, 3» U «3, tco», decreciente en «0, 2», Min (2, 


0.633), Cotgh (V4) = 0.633; 37. Dom(f ) = IR - (-2], A.V. x= -2, creciente en <-oo, -4 > 


U <0, tco», decreciente en <-4, -2> u «-2, 0», Min (0, 2.164), Max (-4, -6.3); 
38. Dom(f ) = R —(+2, +5) A.V: х= 2, х-5, А.Н: у= Cotgh | = 1.313, "puntos ciegos”: 


(-5, +1), (-2, +1), creciente en «- J10 , -2 > U <-2, 2> U <2, 410 >, decreciente en «-со, 


; 25. K = -4; 27. Dom(f ) = R, creciente 


-3» U «55, -410 > U <VIO, 5» u <5, +œ>, mínimo relativo en x = -JTO.. máximo 


relativo en х-410: 39. Dom(f ) = В -|2), A.H. y = +1, creciente en <-co, 0» U «4, +оо, 


4 
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decreciente en «0.2» u «2. 4». Max(0, 0), Min (4, Tgh 8): 40. Dom (f) Z IR - (x1, +4}, 
"puntos ciegos": (-1, P, 6-1, -1), (-4. -1). (-4, 1), AV. x= 1.x = 4. AH: у= Cotghtl ) = 1.313. 
creciente en «-2, -P> U «- l1, 1» u «I, 2», decreciente cn «-со, -4> U <-4, -2> U «2, 4» 
w «4, «со», Min (-2, - 1.0001) Max (3, -9.12) 





Grupo 55 ) Derivadas de las funciones hiperbólicas inversas Lu 








x | | 2 
1.:= legal lal 1.21 хє -(0):3, : e 2,425» 
Id] zz al zx х(х7-2) 
(0): 4. y =D. pues | Sen x1« 1:35, 24 -.x€ IR- [-a, a]: 6.— 
РЭГ, 2х 


a 





хє «0, + » - [1] 


IES ATT A xx ef. 


ЫЕ Е | 
(4-х?) ух -3 2х4х-1 


10. 2 Sec 2х, x e IR-(x/x = л ыг, x]. 11. 2 8епН (2х), хє I; 12. Teh' (x),1x1< I 


13. Cosh?’ (2x). x e <1/2,+оо>; 14. TES M :15. Ја x^ :16. у t ae В -(0] 
3-5 Cos x X 


17. | ‚ 18.— бах +4х у a) Kk 1/4. b) k = 1/3: 20. 12и: 


х? +ах 
21. A(-6,-1), B(-3,2), C(0.2), D(3,-1), 180°; 22. 18 u` 


Grupo 56 Fórmula de Taylor y aproximaciones polinomiales tk 





1. е=еже(х- 1) + ji (x-1)? + э CI yy OD E (1), para algún c € «I.x» 


2. Cos x = x [1-(x - 7/4) — 516% 7/4)? + ETE - 1/4) + 


E € (x-m/4), c € «т/4, x > 


8 Эн E 


3.Sen xz : [1443 (x- "9-а (х - л/6)° — T T/6Y | + ———— (x- 1/6), c e «1/6, x» 


> 
4. /х= = 10-5 6-100) - 1 0 (х-100)” * $105 < (x-100) — эз, (х-100У,сє <100, x > 
loc 





5 l — = 1-2 (x-5) + 3(х-5)° - A(x-5y + S(x-5Y — 6(x-5) + С T (x-5), ce <5,х > 
жаз 


"(x-4y 


-1-2(х41) -43(х41У/-4х-1) +5 (x+!) — бх» . para algún c € <-1, x > 


6. ———; 
(x+2) (c $23" 
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x 3x^ _ 5х* 
214 3/8 128 


7. Их m1 L-—— 5) (1+с)?”, para algún c € <0, x» 


Ue рди р ды ++ Я 
1-х (- c) 


Э 3 4 5 
9 DeC 4 ху-2Хх-2-434-- , para algún c e <0, x» 
5 


Х X 
ci +- 
2 3 4  —Sl+c) 


, para algún c e <0, x> 





4 2 Жо 
10. Тєх-х- 2x Ср “| para algún с e «0, x» 


3! 4! 
11 х0) 
.arc Тех =х – GU para algün c € «0, x» 
2 2 
12. ас Sen x = х + roue, para algún c € <0,x > 
3101-2477) 


13. Seis cifras exactas; 15. Cinco cifras exactas; 17. El ejercicio 13 predice que 
е! = 1,3955826, el verdadero valor es de alrededor de 1.3956124 (el error es alrededor 
de 0.00003); 22. —20; 23. 1.648; 27. 0.342020; 28. 0.985; 29. 0.40, con un error menor 
que 0.01; 30. 1.65 


| 


| 

| 

| 

| 
| 1 
| 
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